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Introduction

Ce document est un résumé mis au propre des notes que j’ai prises pendant le semestre.

Attention, ce document :

© ne remplace pas les cours : il est écrit en partant du principe que tu vois déja de quoi on
parle, sans prendre le temps de bien introduire les sujets et présenter des exemples ;

6 remplace encore moins les séries d’exercices et les révisions : t’entrainer sera essentiel pour
bien comprendre les notions et te préparer a I'examen ;

@ contient peut-étre des erreurs ou imprécisions, malgré mes efforts de relecture
(mais si tu en trouves, n’hésite pas a me les transmettre pour que je puisse les corriger !).

Par contre, ce document peut étre :
Q une autre maniere de voir les nouvelles notions, si tu bloques avec la formulation du cours ;
@ une aide pendant les révisions, pour vérifier que tu es a jour sur tous les sujets ;

€ un moyen rapide pour retrouver une formule du cours pendant les exercices.
(Mais n’oublie pas d’apprendre par cceur celles dont tu auras besoin pour I’examen !)

En espérant que ces notes puissent t’étre utiles, je te souhaite un bon courage et beaucoup de
succes pour la BA1!
Historique des versions

Avant de commencer a lire le document, je te conseille de vérifier sur le drive que tu en as la
version la plus récente, qui contiendra les derniers correctifs et ajouts.

Version Date Modifications
vi.0 septembre 2021 Version initiale
vi.i 16 octobre 2021 Correction d’une erreur dans la définition de I'inversibilité

vi.2 7 novembre 2021 Correction d’une erreur dans la la partie indépendance linéaire

Si tu as des questions ou suggestions, n’hésite pas a me parler sur Discord : Nicolapps#3110.
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http://discord.com/users/132886566220726272

Systemes d’équations linéaires

DEFINITIONS

Une équation linéaire aux inconnues x, ..., x, a coefficients réels est une équation de la forme :

ajx; + a)x, + - +a,x,=b

Une famille de telles équations s’appelle un systeme d’équations linéaires :

a1 X; + a;pxy + ... +a,x, = b,

a X, +anx,+...+a,,x,=b

(S): <

a,X,+a,x,+...+a,x,=b
“

Ce systeme est dit homogeéne si b, = 0 pour tout i.

SOLUTIONS
Une solution d’un systeme d’équations linéaires est une suite ordonnée de n nombres réels

(o, ...,a,) telle qu’en posant x; = a; pour tout i, toutes les équations sont vérifiées. Pour un
systéme donné, il y a soit aucune solution, une solution unique ou une infinité de solutions.

MATRICES
Une matrice m X n a coefficients réels ( ) est un tableau rectangulaire de la forme :
g T v G
Yo Gy v U
A, a,n ... Q,,
app - A
Pour le systéme (S ) vu au-dessus, on appelle matrice des coefficients la matrice | : P,
apl cee apn
ajp oay by
et matrice augmentée la matrice | : ¢ i | (quialacolonne de constantes).
apl1 - dpn bn

OPERATIONS ELEMENTAIRES

Les trois opérations suivantes sur un systeme sont dites « élémentaires ». Elles ne modifient pas
I’ensemble des solutions.

I.  Permuter deux lignes du systéeme

[l. Multiplier une ligne du systeme par un nombre réel non nul

lll. Ajouter a une ligne un multiple d’une autre ligne

On peut effectuer les mémes opérations sur la matrice augmentée d’un systeme, toujours sans
changer 'ensemble des solutions.

Lorsqu’on peut transformer une matrice A en une matrice B en utilisant ces méthodes

élémentaires, on dit que A et B sont lignes-équivalentes.
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MATRICES ECHELONNEES
Une matrice est dite échelonnée si les deux conditions suivantes sont remplies :

« Chaque pivot est strictement a droite du pivot de la ligne précédente
(Un pivot est le premier coefficient non nul d’une ligne.)

o O o O
SO OO

«  Aprés une ligne nulle (qui ne contient que des zéros), il n’y a que des lignes nulles.

0 O\ Une matrice est dite échelonnée réduite si elle est échelonnée, et que :
0 + Tous les pivots sont égaux a 1
0 + Tous les autres coefficients dans la colonne d’un pivot sont nuls
Il est beaucoup plus facile de trouver les solutions a un systeme d’équations sous la
0 0) forme d’une matrice échelonnée, ou échelonnée réduite.

METHODE D’ELIMINATION DE GAUSS

Il est possible de transformer n’importe quelle matrice en une matrice échelonnée (et matrice
échelonnée réduite) en utilisant cette méthode.

TRANSFORMATION EN MATRICE ECHELONNEE
On effectue les opérations suivantes :

1. Si nécessaire, on échange des lignes pour avoir un pivot dans la 1 ligne.
2. On soustrait la premiére ligne aux suivantes pour n’avoir un pivot que dans la 1 ligne.

3. On réitere 'opération pour les lignes et colonnes suivantes.

01 2 (10 2),, 10 2N\, , (10 2
50 4 perm'ut.aflons 01 2 Ly=L;-9L, o1 ) Ly=L;-3L, 0 1 )
9 3 5) &dvisions {g 3 5 03 —13 00 —19

TRANSFORMATION EN MATRICE ECHELONNEE REDUITE
Pour atteindre la forme échelonnée réduite :

+ On divise chaque ligne de maniére a que chaque pivot soit égal a 1.

+ On fait apparaitre des zéros au-dessus de chaque pivot a I'aide de soustractions.

> Chague matrice n’a qu’une matrice échelonnée réduite correspondante.

RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES
On peut employer les matrices échelonnées pour trouver la solution d’un systeme linéaire :
« On détermine la matrice augmentée du systeme, et on I’échelonne.

- A partir de la matrice échelonnée, on sait s’il existe des solutions :

— S’il existe une ligne de laforme (0 --- O c¢), avec c # 0, il n’y a pas de solution.

— Sinon, il existe des solutions. Les colonnes de la matrice ou il n’y a pas de pivot
correspondent aux variables libres (s’il y en a, il y a une infinité de solutions).
On associe une lettre grecque a chaque variable libre et on I'utilise dans la solution.
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Algebre matricielle

ADDITION, MULTIPLICATION SCALAIRE ET TRANSPOSEE

ADDITION
On peut additionner deux matrices de méme taille en additionnant les coefficients un par un :

A+ B =[a;;]l+1b;;] = la;;+ ;]

MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE
Lorsqu’on multiplie une matrice par un scalaire (€ R), on multiplie chaque coefficient :

aA = ala; j] =[a-aq; j]

TRANSPOSITION
La transposée d’une matrice est la matrice dont on inverse toutes les lignes et les colonnes.

130 L
Exemple : A=<_2 ‘ >EM23(R) = AT'=(3 1]|eM;)HR)

L 0 5
PROPRIETES
Pourtous A, B, C € M,,.,(R), et pourtous 4,4 € R,ona:
A+B=B+A L’addition est commutative

A4+ B+ C)=(A+B)+ C l'addition est associative

AMA+B)=AA+AB Distributivité d’un facteur réel

A+puA=1A+uA Distributivité d’un facteur scalaire

AA = A(uA) Lordre des facteurs réels n’est pas important

1-A=A Existence d’un élément neutre pour la multiplication scalaire
A+ B = AT + BT Distributivité de la transposée

(AT)T =A Double transposée

QAT = 1AT Multiplication scalaire et transposée

(AB)T = BTAT Multiplication matricielle et transposée (4 ordre inversé !)

—1-A+A=—-A+4+A=0 Existence d’uninverse pour I'addition

Soit) e M

wxn(R) la matrice dont toutes les composantes sont nuls (appelée « matrice nulle »).

0+A=A=A+0 Elément neutre pour I'addition
—1-A+A=—-—A+A =0 Existence d'un inverse pour I'addition

0-A=0 Multiplication scalaire par zéro
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PRODUIT MATRICIEL

Le produit matriciel est I'opération effectuée lorsqu’on multiplie deux matrices (C = A B).
On ne peut le refaire que si nombre de colonnes de A = nombre de lignes de B,

TERME GENERAL

pXn nxs pXs

AB =[] [b;)] = [ ¢ = D ik by
k=1

METHODE DE CALCUL
On peut calculer le produit des deux matrices plus facilement en appliquant f; aux colonnes de B.

AB = (]fq(cl) ﬁx(CS))

Matrices spécifiques

MATRICES CARREES
Une matrice carrée est une matrice qui a autant de lignes que de colonnes.

A e M, (R) carrée est inversible s’il existe une (unique) matrice B telle que AB = BA =1,.

nxn
MATBICE TRIANGULAIRE MA'[RICE TRIANGULAIRE MATRICE DIAGONALE
SUPERIEURE INFERIEURE Une matrice est diagonale si
On dit qu’une matrice est On dit qu’une matrice est elle est carrée, et que
triangulaire supérieure si triangulaire inférieure si .,
: g P , g i#j=a;=0.
i>j=a;=0. i<j=a;=0.

a
a O a
5 6 p o
a3
H €7

4

MATRICE SYMETRIQUE
Une matrice (carrée) est symétrique siA = A”.
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Systéme d’équations et matrices
On pose les matrices des coefficients (A), des (X), et des b):

,
a X, +apx,+...+a,x,=b,

a, Xy +an-x,+...+a,,x, =b

a, X, +a,x,+...+a,x,=b

"

On peut ainsi réécrire le systeme d’équations sous une forme d’équation matricielle qui contient
exactement les mémes informations :

Si A est inversible, le systéme posséde une solution unique, A~ 'b.

Matrices élémentaires
Les matrices élémentaires sont les matrices obtenues par application d’une

opération élémentaire sur les lignes d’une matrice identité (). Il en existe trois types :

T. D.(}) L. ()

l

Permutation des lignes i et j Multiplication de la ligne r Ajout a la ligne r de
par A # 0 A fois la ligne s

MULTIPLICATION A GAUCHE
Lorsqu’on multiplie a gauche une matrice X par une matrice élémentaire E (Y = EX),

on effectue sur X I'opération élémentaire qui correspond a E.

INVERSE
Les matrices élémentaires sont toutes inversibles, et leur inverse est la matrice élémentaire qui

correspond a I'opération élémentaire inverse

MULTIPLICATION A DROITE
Multiplier une matrice X a droite par une matrice élémentaire (Y = X E) revient a effectuer

I’opération de la matrice élémentaire sur les colonnes de X.

XT. XD, () XL, (A)

l
Permutation des colonnes i Multiplication de la colonne r Ajout a la colonne s de

et par A # 0 A fois la colonne

10 sur 29



CRITERE D’INVERSIBILITE ET CALCUL DE L’INVERSE

DEFINITION
Une matrice A carrée (/! ) est dite inversible si :

A estinversible <& dBtelleque BA=1 < dBtellequeAB =1,

S’il existe, I'inverse est unique.

CRITERE D’INVERSIBILITE
A est inversible < le systeme homogéne associé A X = 0 admet une solution unique

METHODE DE CALCUL
On échelonne la matrice suivante

A G,
Si la matrice est inversible, on doit trouver une matrice de la forme :
-
I, 1A

Décomposition LU

DEFINITION
Dans certains cas, on peut décomposer une matrice A € M, ,,,(R) comme étant le produit d’une
matrice triangulaire inférieure et d’une matrice triangulaire supérieure :

A — LU N {L est triangulaire inférieure
— ou

U est triangulaire supérieure

Cette décomposition existe lorsqu’on peut échelonner A en n’utilisant que des
opérations élémentaires de type Il etlll telles que r > s.
ALGORITHME

Pour obtenir U : on échelonne A en utilisant uniguement des opérations élémentaires

de type Il et lll telles que r > s.
Pour obtenir L : on effectue dans le méme ordre les opérations inverses sur les colonnes de /,.

APPLICATION AUX SYSTEMES LINEAIRES

1. On décompose A en LU.
2. Onrésout LY = b, pour trouver Y = (V1 *** yn)T.
3. Onrésout UX =Y, ce qui nous donne les solutions du systéme d’équations.
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Espaces vectoriels

DEFINITION

Un espace vectoriel (réel) V est un ensemble muni des opérations suivantes :

« Addition VXV->V Ww-o>v+w

«  Multiplication scalaire R XV -V (a,v) = a-v(souvent noté av)

Par exemple : R", M, .. ,(R) (matrices m x n), P(R) et P,(R) (polynémes réels de degré
quelconque / degré < n), F(R) (fonctions R — [R) et {0} sont des espaces vectoriels.

Les éléments de V sont appelés vecteurs.

Tout espace vectoriel doit respecter les axiomes suivants :

ADDITION

Yvw eV v+w=w+4+v Commutativité

Yu,v,w eV uM+v+w=u+Gw+w) Associativité

VvevVv eV, 0+v=v+0=v 3 un (unique) élément neutre
Vv evVv d—veV, v+(=v)=(=v)+v =0 T un (unique) opposé
MULTIPLICATION SCALAIRE

Vv evVv l-v=v Multiplication par 1 : identité
Va,p e R Vv eV, (af)y =a(fv) Associativité
VaeV,VvyweV av+w)=av+aw Distributivité (éléments)
Va,peR, VveV (a+p)v=av+pv Distributivité (réels)

SOUS-ESPACES VECTORIELS
Pour qu’un sous-ensemble W de V soit un sous-espace vectoriel, il faut que :
VvweV 0, eWwW Le zéro de V doit étre dans W
veWetweW)=>v+weW  Stable par addition : on reste dans W
en additionnant deux W

VaeR,VveV veW)=>(aveW) Stable par multiplication scalaire : on
reste dans W en amplifiant un W

Pour le prouver (pour W # @), il suffit de prouver que VA, B € W, V1 € R, A+ (AB) € W.

Si un ensemble est un sous-espace vectoriel, alors il vérifie automatiquement toutes les
propriétés des espaces vectoriels.

SOLUTIONS DES SYSTEMES LINEAIRES
+ Lorsque la colonne des constantes b est telle que b = 0 (systeme homogéne), 'ensemble
des solutions du systeme est toujours un espace vectoriel.

«  Lorsque b # 0, 'ensemble des solutions n’est jamais un espace vectoriel () & 5).

12 sur 29



COMBINAISONS LINEAIRES

Soit V un espace vectoriel, et v, ..., v, € V une famille d’éléments de V.

COMBINAISON LINEAIRE
v est une combinaison linéairede vy, ..., v, € V

& da;, ...,a,€R|v=ay+ - +a,v,

SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE

n-n’

Vect{v,, ...,vn}={a1v1+...+av ap, ...,ane[R}

Vect{S} est un sous-espace vectoriel de V : c’est le sous-espace vectoriel engendré par S.

Par convention, Vect{@} = {0]}.

SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS
Soient W, et W, des sous-espaces vectoriels de V.

W1+W2={u+vEV|uEW1,vEW2}

Si W, n W, = {0}, on dit que la somme est directe et on écrit W, + W, = W, @ W,.
W, + W,, tout comme W; N W,, est un sous-espace vectoriel de V.

ESPACE LIGNE ET ESPACE COLONNE
SoitA € M,,,.,(R).

mXxn

+  Lespace ligne de A est le sous-espace vectoriel de R" engendré par les lignes de A.

+ Lespace colonne de A est le sous-espace vectoriel de R" engendré par les colonnes de A.
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Bases et dimension

DEPENDANCE ET INDEPENDANCE LINEAIRE

Soit V un espace vectoriel réel, et S C V une collection d’éléments de V.

S est linéairement dépendante s’il existe v;, ..., v, € S,et4;, ..., 4

eR

n

avec au moins un 4, non nul tel que 4;v; + ... +4,v, = 0.

REFORMULATIONS AVEC Vect

S est linéairement dépendante

& llexiste v € Stel que v € Vect(S\{v})

& llexiste v € Stel que W = Vect(S\{v})

ELEMENTNUL € S
Si0 € §, alors S est forcément linéairement dépendante.

SOUS-ENSEMBLES ET DEPENDANCE LINEAIRE
Si S est libre, alors tout sous-ensemble de S I'est aussi.

Si S est liée, alors tout ensemble contenant S (S C V) est aussi lié.

BASES ET DIMENSION

S est une base de V' si elle est libre, et qu’elle engendre linéairement V.

Si un espace vectoriel V a une base finie, alors toutes les bases ont le méme nombre d’éléments.

On l'appelle dimension de V, notée dim V. Sinon, on dit que V est de dimension finie.

BORNES
Soit V un espace vectoriel réel de dimension n. Soit S C V un ensemble fini de m éléments.

Sim<n , alors S ne peut pas engendrer V.
Si § est libre, alors on pourra le compléter en une base avec des éléments de V qui ne sont
pas dans S (S C X%).

Sim = n, alors § est une base < S est libre & S est génératrice de V.

Sim>n , alors § est liée linéairement.
Si § est génératrice, alors on peut avoir extraire une base en retirant des éléments :

il existera % C S linéairement indépendante.
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DIMENSION DES SOLUTIONS D’UN ENSEMBLE HOMOGENE
Soit A X = 0 un systéme d’équations homogeéne.

La dimension de I’ensemble des solutions est le nombre de variables libres, c’est-a-dire le
nombre de colonnes sans pivots dans la matrice échelonnée de A.
On peut trouver une base de I’ensemble des solutions en posant successivement

chaque variable libre = 1, et les autres = 0.

DIMENSION D’UN SOUS-ESPACE

Alors W est de dimension finie, et dim W < dim V.

De plus, sidim V = dim W, on peut conclure que V = W.

Rang ligne et rang colonne
SoitA c M, (R).

mXxn
Le rang ligne de A est la dimension de son espace ligne.

Le rang colonne de A est la dimension de son espace colonne.

Les deux sont < que min(m, n).

Note : pour n’importe quelle matrice, le rang ligne et le rang colonne sont égaux.
Le rang est invariant par transposée.

TRANSPOSEE
Le rang ligne de A est le rang colonne de AT, et vice-versa.

MATRICES LIGNES-EQUIVALENTES
Deux matrices qui sont lignes-équivalentes ont le méme rang ligne.

METHODE DE CALCUL

Le rang ligne de A est égal au nombre de pivots d’une forme échelonnée de A.
Les lignes non-nulles de la forme échelonnée donnent une base de I’espace ligne.

Pour obtenir le rang colonne, on détermine de maniere similaire le nombre de pivots de AT

APPLICATION AUX SYSTEMES D’EQUATIONS

Soit le systéme linéaire A X = b, de matrice augmentée A.
Le systeme A X = b posséde au moins une solution
& b € I'espace colonne de A

& le rang colonne de A = le rang colonne de A.
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Coordonnées

COORDONNEES PAR RAPPORT A UNE BASE

BASE ORDONNEE

Une base ordonnée 93 de I'espace vectoriel réel V est une suite ordonnée (v, ..., v,

)) de

vecteurs de V qui en forment une base.

BASE CANONIQUE
La base canonique d’un ensemble est sa base la plus « simple ».

Par exemple, pour les matrices 2 x 2, c’est par convention {E, |, E,, E5, Ex,}, ou Ej; est la

1 six=iety=j

xy =

matrice telle que [E,-/-] =
: 0 sinon

COORDONNEES
Pourtoutv € V,ilexiste ay, ..., a, € Rtelsque ayv; + ... + v, = v.
a
Les coordonnées de v (par rapport a %) sont [Vl =] : | € R" (n = dim V).

@y,

BASE A PARTIR DE GENERATEURS

Soit V un R-espace vectoriel de dimension n, et de base ordonnée % = (ey, ..., ¢,).

Soit W = Vect({v;, ..., v,}). Comment trouver une base de W ?

+  Pour chaque v;, on pose les coordonnées de v; (comme un vecteur de [R”).

+  On pose la matrice A, dont chaque ligne est la transposée des coordonnées d’un v;.

( \

Coordonnées de dans

Coordonnées de dans

\ )

- On échelonne la matrice en A (qui est ligne-équivalente a A).

On peut y ajouter des lignes contenant des pivots pour compléter en une base de V.

Coordonnées dans % des i 1 * * & % )

vecteurs de la base de W %
A

0 } Vecteurs pour

&

0

1 * compléter la base
en une base de V

0 )

— |l
=

OO = *

1
0
0
0
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Applications linéaires

DEFINITIONS
APPLICATION

Une application de X dans Y ,
notée f : X — Y, est une régle qui associe a chague x € X un unique élément f(x) € Y.

INJECTIVITE
festinjective si et seulement si f(x|) = f(x,) © x; = x,

SURJECTIVITE
[ est surjective si et seulementsi Vy € ¥, 3x € X : f(x) = y.

BIJECTIVITE
[ est bijective si et seulement si elle est injective et surjective.

sietseulementsi I~ : Y — Xtelleque f~lof = idy, fof ™' =id,.

COMPOSITION

g of : X — Z est la fonction définie par (g o f )(x) = g(f(x)).

Applications lingaires
APPLICATION LINEAIRE

Une application linéaire T' : V — W est une application telle que
Vx,yeV,VAeR, TUAx+y) =ATx)+ T(y).

PROPRIETES
- TOy) =0petT(—x)=-T(x)

« T est entierement déterminée par les images des éléments d’une base de V.

EXEMPLES
, . - = ViXx + vy — .
Géométriques : proj(u' ) = ————— v, S4(u ) = 2proj (u) — u.
v+ 3

Sur & : D (dérivée), I (intégrale définie), ev, (évaluationeny € R.
Matrices : T, : V — W, application linéaire de la matrice A par rapport & %, et By,

TRANSFORMATION LINEAIRE
Une transformation linéaire (ou endomorphisme, opérateur linéaire) est une application

linéaire de Vdans V.

ISOMORPHISME
Un isomorphisme est une application linéaire bijective.
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NOYAU, IMAGE ET RANG

Soit T : V — W une application linéaire ou V et W sont des espaces vectoriels.

NOYAU IMAGE

ker(T) = {v € V|T(v) = Oy} im(T) = {T() | v € V}
ker(T') est un sous-espace vectoriel de V. 1im(7" ) est un sous-espace vectoriel de W.
T injective < ker(T) = {0}. T suriectve © imT =W o rgT = dim W

Le rang est rg(7") = dim(im 7") (si fini).
THEOREME DU RANG

Supposons que V soit de dimension finie.

dimV =dim(ker 7)) + dim(im7") = dim(ker 7") +rg T

MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE
Soient T : V — Wiinéaire (1 € £(V, W), dim £(V,W) =dim V - dim W), ou V et W sont

des espaces vectoriels de dim. finie de bases % (v, ..., v,) et B, (W, ..., w,).

On peut associer de maniére bijective a T'la matrice [T'] g 5 € M,,5,(R), telle que :

Ix)=y < [Tlg, g, xXlg =[yla,

L'application ® : L(V,W) <> M

mXxn

(R) telle que O(T') = [T]_%,Hw‘_ est linéaire et bijective.

On peut obtenir cette matrice a partir des images des vecteurs de QS’V exprimés dans QS’W :

[T]‘%w‘%v — exprimée ... exprimée = Man(R)
dans dans

Par exemple,sin =m =2, T(v)) = etT(v,) = , la matrice associée est < >

OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES

T,S :
Soient les applications linéaires S V=W ou V, Wet U sont des espaces vectoriels.
R:W->U
Les applications suivantes sont également linéaires :
ADDITION MULTIPLICATION SCALAIRE COMPOSITION
(T+S):V->WwW UT): V->W (R-T): VU
v TW)+SO) v A-T(®) v > R(T(u))
M 715y = My + M M;p = 4-My M.y = Mg - My
INVERSE

T bijective = T~ est aussi linéaire (7o 7' = id, et 7' o T =id,,).
Aussi, M1y = (M7)~! (T bijective & M inversible).
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BASE DE L'IMAGE ET DU NOYAU

On obtient une base de ker M en échelonnant M en M, et en calculant la solution

(cela revient a résoudre le systéme homogene Mx = 0).

Les colonnes de M ayant un pivot dans la colonne équivalente de M forment une base de Im 7.

BasedeIm A
112]=1) 0
310111
A‘41—20
0/1[2) 1)
t4 1
(1 2 =1 0)
~ o1 2 1
A =
00 16 7
00 0 0,
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Changement de base
Soit V un espace vectoriel réel de dimension n, avec bases % (b, ..., b,) et G.

La matrice de passage I’ = [id],, de la base 74 vers labase © (/1. notation) est :

— exprime exprimeé e M(n X n, R)
dans dans

EFFET SUR DES COORDONNEES

On peut passer de , les composantes de x” € V dans ,

a , les composantes de X dans , avec le produit matriciel suivant :

EFFET SUR UNE MATRICE D’APPLICATION LINEAIRE

Pour changer la base a laquelle se rapport la matrice d’une application linéaire, on utilise :
M = QO 'MP
On peut faire un schéma de changement de base pour se repérer, par exemple :
o (R3, AB,) m (R%, %,)
X Y=MX

P e M3 x3, R) 0 eM2x2, R)

M =Q 'MP

(R3’ ‘%n) (RZ’ %W)
X/ Y/ — M/X/
MATRICES SEMBLABLES

Deux matrices carrées A, A, de méme taille sont semblables s’il existe un changement de base

qui transforme I'une en l'autre.

La matrice identité I, n’est sembable qu’a elle-méme.

INVARIANTS DE SIMILITUDE
Déterminant, trace, polyndme caractéristique.
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Déterminant

Le déterminant (det) est une application M, ,(R) = R.

Méthodes de calcul

CALCUL PAR RECURSIVITE

MATRICE 1x1
det(a)=oa
MATRICE 2x2
a p
det ( > = ao—pPy
Yy O
MATRICE NxN

On peut calculer par récurrence le déterminant d’une matrice de n’importe quelle taille, en le
réduisant a une matrice de taille 2.

124

+a -6 |8 + A

o+

_+...
F = ] — +
- +

REGLE DE SARRUS (MATRICES 3x3)

On additionne le produit des diagonales vertes, et on soustrait le produit des diagonales rouges :

Le signe de chaque coefficient est donné par [

(a p\ap

det| o ) =

© AVA —Aey + upa + oopf
4 ey

MATRICES TRIANGULAIRES

Le déterminant d’une matrice triangulaire est donnée par le produit des coefficients diagonaux.

a a 0 O
det|0 p = det p Ol=a-p-y
0 0 vy 4
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Propriétés

CRITERE D’INVERSIBILITE
detA #0 < Aestinversible < A~ !existe.

EFFET DES OPERATIONS ELEMENTAIRES
PERMUTATION DE LIGNES/COLONNES

p o a p a p| _|r 6
2 R P y 6 a p
MULTIPLICATION D’UNE LIGNE/COLONNE
Aaﬁ_ﬂaiﬂ_aﬁ_ﬂaﬂ_aiﬁ

y 8 |y o8| |y A8 |Ay 8| |y 16
AJOUT D’UN MULTIPLE D’UNE LIGNE/COLONNE A UNE AUTRE
a p| _|atdy p+io| | «a g |atAp P |a ptia
y 8| | 7 5 | \y+da S+Ip| T |y+io 8| |y S+iy
ADDITIVITE
a p a B at+a’ p+p| |a p a p a p

.| T .| = - .| T = -
y O y O 4 ) y O y o y+y o0+6
a p N a p| _ |atd p||a p a p| | «a 1]
y &8 y 8| |y+y 8| |y o y' 8| |y+y 646
PRODUITS ET TRANSPOSEE
PRODUIT INVERSE

det(AB) = det(A) - det(B) det(A~!) =

det A
TRANSPOSEE MATRICES SEMBLABLES
det(A T) — det(A) Soient A et B deux matrices semblables.

det(A) = det(B)

Applications

CALCUL D’AIRE/VOLUME

L’aire d’un parallélogramme formé par les vecteurs « et / vaut det < Z’ >

De la méme maniere, le volume d’un parallélépipede rectangle

formé par les vecteurs « et / et ¢ vaut det < b >

a
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Valeurs et vecteurs propres

Définitions

POUR UNE APPLICATION LINEAIRE

A € R est une valeur propre de T ssi

d1 € R telque T(v) = Av

v est alors un vecteur propre de T

POUR UNE MATRICE

Les mémes définitions restent valables, avec A X = 1 X.

Si A = [T ]4 pour une base %, alors

T(v) =Av & Alvlg = A[v] 4

Les valeurs propres sont donc invariantes par changement de base.

SOUS-ESPACES PROPRES

On note E, I'ensemble des vecteurs v € Vtels que T (v) = Av, pour 4 € R.

El={vEV|f(v)=/1v}

= { 0 } U {vecteurs propres associés a 1}

Cet ensemble est appelé sous-espace propre associé a A.

C’est un sous-espace vectoriel de £, pour tout 4 € R.
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Méthode de calcul

TRANSFORMATIONS LINEAIRES SIMILAIRES
Vk € R*: kA est une valeur propre de kf.
Vk € N* : 1* est une valeur propre de f*.

CALCUL DES VALEURS PROPRES
A est une valeur propre de f < det(f—41,) =0

_ Dans le calcul de det(M — A1,), A apparait n fois. Donc il y a au maximum #n valeurs propres.

POLYNOME CARACTERISTIQUE
On appelle det(T — A1) le polynéme caractéristique de f, noté p(4).

Ses zéros sont les valeurs propres. p(4) est invariant par changement de bases.
C’est un polynéme de degré n, donc un endomorphisme a au plus n valeurs propres.
p(h) = det(M — A1)

Pourn =2: p(A)=A>—trM-A+detM

TRACE

La trace de M (notée tr M) est la somme de la diagonale principale : tr <a Z) =a+d.
c

C’est une application linéaire telle que tr(A B) = tr(BA).
INVARIANCES
2 Latrace et le déterminant d’une matrice sont invariants par changements de base : ce sont

des invariants par similitude.

DETERMINATION DES SOUS-ESPACES PROPRES

Une fois qu’on a les valeurs propres, on peut calculer pour chacune son sous-espace propre :

E, = {v eV | (T-AL)v) = 6’}

Les vecteurs non nuls de deux espaces propres distincts sont toujours linéairement

indépendants : la somme E; @ E; est directe.
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Diagonalisation
Soit V un espace vectoriel réel de dimension n finie.

Soit la transformation linéaire 7 : V — V, et M € M, ., (R) sa matrice.

BORNES DE LA MULTIPLICITE GEOMETRIQUE
Si 4; est une valeur propre de multiplicité algébrique k, et E/li SON sous-espace propre,

1 <dimE, <k

=7 Exemple : Dans R? ou RB, une valeur propre de multiplicité 1 aura donc forcément une droite

comme Sous-espace propre associé.

THEOREME : QUAND LE NOMBRE DE VALEURS PROPRES EST LA DIMENSION
Si fadmet n valeurs propres distinctes, 4, i = 1, ..., n, alors Vi, dim Eﬂi = 1.

f est donc diagonalisable (car des vecteurs propres sont toujours linéairement indépendants).

CRITERE DE DIAGONALISATION

Un endomorphisme T est diagonalisable si et seulement si :

+  p(A) a exactement n racines réelles (qui peuvent étre confondues),

de multiplicités algébriques telles que la somme des ordres de multiplicité vaut n
k
(Zi:] n;, = n).
- pour tout 4;, sa multiplicité algébrique est égale a la multiplicité géométrique (dim E/I,-)

THEOREME : MATRICES SYMETRIQUES
Si A, est une matrice symétrique, alors A admet n valeurs propres (qui peuvent étre
confondues), elle est diagonalisable, et il existe une base propre orthonormée.

Ce théoreme est utilisé pour prouver que la méthode de réduction des coniques fonctionne

dans tous les cas (c.f. cours de géométrie analytique).
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Produit scalaire et espaces euclidiens

Définition

Un produit scalaire sur V est une application V X V — R qui est :

Symétrique (v, w) = (w, v)
(u+v, wy={u, wy+ (v, w)
Bilinéaire et
(Av, w) = v, w)
(u, uy >0

Définie positive
(u,uy =0 = u=0

NORME DISTANCE
VIl = 4/{v, v) dist(u, v) = [[u —v||
PROPRIETES ANGLE
>0
Ivil = W, v)
vl =0 v =0 =——, 0<0<Ln~r
[lull - IVl

lavll = el -Vl

ORTHOGONALITE
v et w sont orthogonaux < (v, w) =0

Toute famille de vecteurs orthogonaux est linéairement indépendante.

INEGALITES DE CAUCHY-SCHWARTZ, TRIANGULAIRE + PYTHAGORE

INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARTZ

| C, v) | < lul] - IV

INEGALITE TRIANGULAIRE

[l + vl < flull + (V]

THEOREME DE PYTHAGORE (GENERALISE)

Sivy, ..., v, € Vsont tels que pour toute paire, les vecteurs sont orthogonaux, alors

[y + o+ vil12 = (v + o+ [y
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Bases orthogonales et orhonormées

DEFINITIONS

+ famille orthogonale :
base orthogonale :

une famille de vecteurs tels que (u, v) = 0 pour tous 1z # v

une famille orthogonale qui constitue une base

+ famille orthonormale/orthonormée : une famille orthogonale telle que (u, u) = 1

base orthonormale/orthonormée :

COORDONNEES PAR PROJECTION

une famille orthonormale qui constitue une base

Dans une base orthogonale (v, ..., v,) de V, les coordonnées de v & V sont:
(o))
[Ivill?
[V]gg = .
(Vs V)
vl )

Si la base est orthonormée, alors (x, y), = [x]g - [V]5 (produit scalaire usuel dans R”).

Ce résultat ne fonctionne que sur les bases orthonormées. Tout espace euclidien en a une.

PROJECTION ORTHOGONALE

DEFINITION

proj,

()

V) "

PROPRIETE “D’ORTHOGONALITE”

(v=proj, v, v) =

0

Utilisé dans la preuve de Gram-Schmidt.

PROCEDE GRAM-SCHMIDT

A partir d’une base {x,,

..., X3} de V, on obtient une base orthogonale du méme espace ainsi :

v

v

V3

"~

=X
= X, — proj, x

= 9l PRy 28y — PG, 2fy

Pour obtenir une base orthonormale, il suffit de diviser les vecteurs par leur norme.
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Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel

COMPLEMENT ORTHOGONAL

DEFINITION
Le complément orthogonal a W est le sous-espace vectoriel suivant :

Wr={veV|{yv,w)=0 VYwe W}

DIMENSION DOUBLE ORTHOGONALITE

dim V = dim W + dim W+ (WHt=w

DECOMPOSITION
Pour tout vecteur v € V (dim. finie), on a une décomposition unique :

PROJECTION SUR UN SEV
Siwj, ..., w, est une base orthogonale de W, on calcule la projection sur W ainsi :

PIOjy(V) = Proj,, (v) + - + proj,, (v)

MEILLEURE APPROXIMATION QUADRATIQUE

projW(v) est la meilleure approximation quadratique (ou meilleure approximation au sens

des moindres carrés) du vecteur v dans W. En effet, on a pour tout vecteur de W :

v = projyWIl < [lv —wl|

SOLUTION AU SENS DES MOINDRES CARRES

On peut aussi trouver la solution(s) la plus proche d’un systéme incompatible :

ATAX=ATp

REGRESSION LINEAIRE

1. On paramétrise la droite avec les solutions du systeme : y = f, + f;x

Y1
Y2

3. On résout au sens des moindres carrés pour trouver la valeur des parametres.

y1 = Po+bix L) g
2. On pose un systéme linéaire : |y, =g+ 0, = | 1 x, ( 0> =
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Matrices et transformations orthogonales

DEFINITION

L’application linéaire T’ est orthogonale

& La matrice A est orthogonale

< ITMI = lIvll Vv eV
< AX] = IXIl Vx € M,,,(R)
o (AX, AY) = (X, Y)
= AAT =1=ATA
& Les lignes et les colonnes de A forment une base orthonormée de R”.

ew ewt
PROPRIETES _ )

, , vV=w + w

ANGLES CONSERVES DETERMINANT
Les angles entre deux vecteurs sont Le déterminant d’une application orthogonale
préserveés. est +1.

DIAGONALISATION ORTHOGONALE

DEFINITION (MATRICE)
A est orthogonalement diagonalisable <> 3P orthogonale, P~' A P est diagonale.
& A est symétrique (théoreme spectral).

DEFINITION (TRANSFORMATION LINEAIRE)
T est orthogonalement diagonalisable si 3 une base orthogonale ou [T ] 4 est diagonale.

ORTHOGONALITE DES ESPACES PROPRES
Lorsque T est orthogonalement diagonalisable, les espaces propres sont orthogonaux.

METHODE DE CALCUL
1. Calculer le polyndme caractéristique et trouver ses racines

2. Trouver des bases des E 2 et séparément les orthogonaliser (Gram-Schmidt) et normaliser
3. On a une base propre orthonormée par I’'union des vecteurs des bases des E/l,--

DECOMPOSITION SPECTRALE
Toute matrice symétrique A peut étre écrite sous la forme :

T T
A=dup + e+ A,

ou les ﬁl’ sont les vecteurs de la base propre orthonormale de A.
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