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Introduction

Ce recueil de 1571 exercices est destiné en premier lieu aux étudiants du
premier cycle universitaire qui suivent pour la premiere fois un cours d’analyse
(calcul différentiel et intégral) concernant les fonctions réelles d’une variable
réelle. Il s’adresse aussi & tous ceux qui s’intéressent ou veulent approfondir
I’'un ou 'autre des sujets traités.

Le contenu de ce livre correspond au cours d’analyse que l'auteur enseigne,
depuis plusieurs années, aux étudiants du premier semestre de différentes sec-
tions de I’Ecole polytechnique fédérale de Lausanne (EPFL). Le choix des exer-
cices sert aussi bien a vérifier du degré d’acquisition par I’étudiant de la théorie
que de son habilité a les résoudre. Il est bon de rappeler ici que le meilleur moyen
de devenir familier avec I’analyse est de résoudre un maximum d’exercices. Et
plus on en résout, plus on a de la chance de pouvoir les résoudre. On acquiert
ainsi un savoir-faire dont I'intuition, élément indispensable en mathématique,
ne devrait pas étre absente.

D’un point de vue pratique, ce livre contient 9 chapitres qui sont divisés
chacun en deux parties.

1) La premiere partie est un rappel non exhaustif de toutes les principales
définitions et tous les principaux résultats qu’il faut connaitre sur le sujet
traité. Les propositions sont énoncées avec précision mais sans leur dé-
monstration. Les exemples donnés doivent étre connus, car ils reviennent
en permanence dans les exercices.

2) La deuxieéme partie est un recueil d’exercices concernant le sujet traité.
Pour les résoudre, une bonne connaissance des définitions, propositions et
exemples donnés dans la premiere partie sont exigés de la part de ’étu-
diant. C’est pourquoi une bonne assimilation de la théorie est nécessaire,
mais malheureusement pas forcément suffisante, pour arriver a résoudre
tous les exercices. Pour certains d’entre eux, la connaissance des chapitres
précédents est parfois nécessaire. Pour chaque exercice, un corrigé est donné
a la fin du livre. Chaque corrigé est fait en fonction de la difficulté de I’exer-
cice. Les exercices difficiles s’adressent plus particulierement aux étudiants
des sections mathématique et physique.

A la fin du livre, un formulaire est donné. Le contenu de ce formulaire
devrait permettre de résoudre tous les exercices sans avoir recours a une aide
extérieure. Néanmoins, il est vivement recommandé de se familiariser avec les
différents logiciels mathématiques proposés sur le marché pour résoudre les
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exercices qui s’y prétent, apres, bien siir, avoir essayé de les résoudre par soi-
méme.

Pour ceux qui s’intéressent aux démonstrations, je recommande comme
livre de référence : Jacques Douchet et Bruno Zwahlen Calcul différentiel et
intégral, Presses polytechniques et universitaires romandes (PPUR).

Enfin, n’étant pas propriétaire des exercices contenus dans ce livre, jen-
courage tous mes collegues a les utiliser a bon escient et sans restriction, ainsi
que d’en faire profiter pleinement leurs étudiants.

Finalement, je souhaite a tous les étudiants beaucoup de plaisir a faire les
exercices proposés et rappelle que ce n’est qu’en persévérant que 'on arrive a
ses fins.

Remerciements

Je tiens a remercier ici toutes les personnes qui m’ont aidé a la réalisation
de ce livre. En particulier, Van Duoc Lé qui a relu le manuscrit et qui s’est
occupé de l'importante partie informatique. Mes remerciements vont aussi a
Victoria Rezzonico pour les dessins, a Marie-France De Carmine pour son aide
et ses remarques judicieuses ainsi qu’aux Presses polytechniques et universi-
taires romandes (PPUR) qui ont accepté de publier ce livre en faisant preuve
d’un grand professionnalisme.

Jacques Douchet
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CHAPITRE 1

Nombres réels

1.1 Introduction

On désigne par @ ’ensemble vide, N I'ensemble des entiers naturels
{0,1,2,...}, Z 'anneau des entiers relatifs {...,—2,-1,0,1,2,...}, Q le
corps des nombres rationnels {% :p,q € Z, q # 0} et R le corps des
nombres réels. R\ Q étant 'ensemble des nombres irrationnels. On a
alors les inclusions suivantes :

)cNCZcQCcCR.

Par définition, on pose

N*=N\{0}, Z"=Z\{0}, Q" =Q\{0}, R*=R\{0}.

1.2 Propriétés

Proposition 1.1 R est archimédien. Autrement dit, R satisfait 'axiome
d’Archiméde, a savoir : V (z,y) € R% x Ry, 3 n € N* tel que nx > y.

Proposition 1.2 Entre deux nombres réels distincts, il existe une infinité d’ir-
rationnels.

Proposition 1.3 Entre deux nombres réels distincts, il existe une infinité de
rationnels.

1.3 Intervalle

Définition 1.4 Un sous-ensemble I # () de R est appelé un intervalle si pour
tout couple (a,b) € I x I vérifiant a < b, la relation a < x < b implique z € I.
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1.3.1 Intervalles bornés

Intervalle ouvert
Ja,b[={z €R:a <z < b}.

Intervalle fermé
[a,0] ={z €eR:a <z <b}.

Intervalle semi-ouvert a gauche
Ja,b) ={zx € R:a <z <b}.
Intervalle semi-ouvert a droite

[a,b[={z €eR:a <z <b}.

1.3.2 Intervalles non bornés

Intervalles ouverts
|—c,a[={z eR:z<a}
la,+oo[={x €eR:z>a}.

Intervalles fermés

Autres intervalles

R_ =]—00,0]
Ry =[0,+o0]
R* =]—00,0]
R% =0, +o00[.

1.4 Valeur absolue

Définition 1.5 A tout nombre réel x, on peut associer le nombre réel positif
ou nul défini par

| = x siz>0
Tl —z siz<0.

|z| est appelé la valeur absolue de z.
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Propriétés
1) |z =0 <=z =0.
2)Va>0: |z] < a <= —a <z < a.
3)Va>0: || <a<= —a<z<a.
4)Va>0: |z| > a <= x < —aouzx > a.
5)Va>0: || > a<= 2 < —aouzx>a.
6) |zy| =[] |yl
7) Siy #0, z|_ lel

yl oyl
8) |x| > x et |z| > —x.

9) Inégalité triangulaire

[z +yl < |2 + [yl
10) Inégalité triangulaire inverse

||| = lyl| <l -yl

Proposition 1.6 Ve >0:|z| <e=x=0.

1.5 Partie entiére

Proposition 1.7 A tout nombre réel x, on peut associer un unique entier
relatif [x] tel que
[z] <z < [z] + 1.

[x] est appelé la partie entiére de x. Autrement dit, [z] est le plus grand entier
relatif inférieur ou égal a x.

1.6 Minorant — Borne inférieure

Définition 1.8 On dit qu'un sous-ensemble A # () de R est minoré s'il existe
un élément a € R tel que la relation x € A implique z > a. Le nombre réel a
est appelé un minorant de A. Si A admet un minorant il en admet plusieurs.
Parmi ceux-ci, il y en a un qui est le plus grand, que ’on appelle la borne
inférieure de A et que 'on note inf A. Caractérisation du minorant inf A :

Ve>0, dz. € A tel que x. < inf A +¢.
Par convention : Si A # () n’est pas minoré, on pose

inf A = —oo0.
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1.7 Majorant — Borne supérieure

Définition 1.9 On dit qu'un sous-ensemble A # () de R est majoré s'il existe
un élément b € R tel que la relation z € A implique = < b. Le nombre réel b
est appelé un majorant de A. Si A admet un majorant il en admet plusieurs.
Parmi ceux-ci, il y en a un qui est le plus petit, que 'on appelle la borne
supérieure de A et que 'on note sup A. Caractérisation du majorant sup A :

Ve>0, dJaz. € Atel que supA —e < ..

Par convention : Si A # () n’est pas majoré, on pose

sup A = +oc.

1.8 Sous-ensemble borné

Définition 1.10 Un sous-ensemble A # () de R est dit borné, s’il est a la fois
minoré et majoré.

Proposition 1.11 A # () borné <= 3 M >0 tel queVz € A: |z| < M.

1.9 Raisonnement par récurrence

Définition 1.12 Soit P (n) une relation dépendant d’un entier n > 0, telle
que P (ng) soit vraie et que pour tout entier n > ng : P (n) implique P (n + 1).
Alors, P (n) est vraie pour tout entier n > ng. Dans la terminologie mathéma-
tique, le raisonnement par récurrence s’appelle aussi ratsonnement par
induction.

1.10 Exercices

Résoudre 1.5 Résoudre graphiquement :
2 2
11 (x2—9)(x4—8x):(). 4y +2y<3,x—y>0etx <1

1.6 Trouver les entiers a,b et ¢ de sorte
que pour tout x € R :

(z—a)(zx—10)+1=(z+b)(x+¢).

1.2 J(x+3)°—-2c-5-2>=0.

1.3 r o> -1 1. 1.7 Vérifier que pour tout z,y € R et
T —2 z+1 tout entier n > 1 :
n n __ n—1 n—2
1.4 Résoudre graphiquement : " —y" = (z—y) (x ta Ty

z—y>0,le+y<2ety>0. +...+$y"*2+y"*1)'
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En déduire la somme d’une progres-
sion géométrique, a savoir pour tout
réel a # 1 et tout entier n > 1 :

_ n+l
l+a4+a’+. - +a" = 1-a™
1—a
1.8 Montrer que 2000%°° — 1 est divi-
sible par 1999.
1.9 Calculer la somme
S=2+2-2243.-2%+...4100-2'°.

1.10 1) Montrer que pour tout z,y € R
et tout n € N* (binéme de Newton) :

(z+y)"

n n!
(k:) IO

2) Vérifier que pour tout z € R et tout
reN":

ol

et

3) Montrer que pour tout entier n > 1,
I’équation a™ 4+b" = ¢" n’admet aucune
solution pour a,b,c € N avec 0 < a,
b < n.

1.11 Montrer que pour tout z € Ry et
tout n € N* : (14+2)" > 1+ na.
1.12 Montrer que pour tout entier

n > 1, Pexpression n® — n est divisible
par 5.

1.13 1) Montrer que pour tout entier
n>1:

n—l—l)

Zk—

2) En déduire que pour tout entier
n>1:

() -5

1.14 Soit n € N* et posons pour tout
entier p > 0 :

.
k=0

1) Montrer que pour tout p € N* :

;(i)sp_m.

2) En déduire I’égalité

(n+1)" =

= +1)(2n+1)
S =3 pr = ot el
k=1 6
3) Calculer

100

> (k+1)(3k+2).

k=0

1.15 Calculer

1.16 Vérifier que pour = # 2pm avec
p € Z et tout entier n > 1 :

1.17 Vérifier que pour = # 2pm avec
p € Z et tout entier n > 1:

1.18 Soient zi,...,x, € R et y1,...,
yn € R. Montrer l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, a savoir

(Som) Eege

En déduire que
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1.19 Soit A1,..., A, € R7Y. Trouver la
valeur minimale de

n

2 : 2
)\kl’k

k=1

sachant que x1 + - -+ + x, = 1.

1.20 Soit z1,...,2n € RY dont le pro-
duit vaut 1. Montrer que

1.21 Soit ai,...,an € R}. Montrer
que leur moyenne harmonique est
inférieure a leur moyenne géomé-
trique qui est elle-méme inférieure a
leur moyenne arithmétique. Autre-
ment dit,

n
1 1
al Qn
< varan < a1+'?'1'+an.

1.22  Soit z1,...,z, € R}. Montrer que

R I x§+~~~+x%.

n n

1.23 Soit a,b € RI. Montrer que
4(a® +b%) > (a+0b)°.

1.24 Soit a,b,c € RZI. Montrer que
9(a®+b°+c%) > (a+0b+c).

1.25 Trouver les valeurs extrémes du

produit zyz sous les conditions x,y, z >
Oet zy + 2+ yz = 3.

1.26 Trouver les valeurs extrémes de la
somme x + y + z sous les conditions
z,y,z>0etxy+z2+yz=3.

1.27 1) Pour 0 < z < y < 1, trouver la
valeur maximale de zy? — z2y.

2) Pour 0 < z < y < z <1, en déduire la
valeur maximale de zy? + 22z 4+ yz? —
x2? — 2%y — y’2.

1.28 1) Montrer que v2 ¢ Q.

2) Pour z,y € Q, résoudre

x—|—y\/§:6.

1.29 Montrer que pour tout z,y € Q vé-
rifiant 2°4¢° = 222y, le nombre 1—zy
est le carré d’un rationnel.

1.30 Montrer qu’entre deux irrationnels
distincts, il y a une infinité de ration-
nels.

1.31 Montrer qu’entre deux rationnels
distincts, il y a une infinité d’irration-
nels.

1.32 Montrer l'existence et 'unicité de
[z].

1.33 Trouver sup{0,1; 0,11; 0,111; ...}
et inf{—0,1; —0,101; —0,10101; ...}.

1.34 Soit E un sous-ensemble non vide
et borné de R. Montrer que

sup E = —inf(—FE).
1.35 Montrer que
sup{xEQ:x2<2}:\/§.

1.36 Théoréme de Dedekind. Soient
FE et F deux sous-ensembles disjoints
non vides de R pour lesquels FU F' =
R. De plus, on suppose que pour tout
r € Fetye F,onaxz <y. Montrer
qu’il existe un unique a € R tel que
x € F et y € F impliquent z < a < y.

1.37 Soient I un intervalle, n un entier
strictement supérieur a 1, £1,...,Zn N
éléments de I et \1,...,A\n n éléments
de [0,1] tels que > Ax = 1. Montrer

k=1

que

Z Aezi € 1.
k=1

1.38 Soit E un sous-ensemble de R et
P (E) lensemble des parties de E.
Montrer qu’il n’existe aucune surjection
entre E et P (E).

1.39 Soit P (N) ensemble des parties de
N. Trouver une fonction f : N — P (N)
pour laquelle la relation n ¢ f(m) im-
plique m € f (n).



CHAPITRE 2

Suites numériques

2.1 Introduction

Une suite numérique est une application f : N — R, qui, & tout entier
naturel n, fait correspondre le nombre réel f(n). On pose z, = f(n) et on
désigne la suite (numérique) par (z).

2.2 Suites bornées

Définition 2.1 Une suite (x,) est dite minorée, s’il existe a € R tel que
n € N implique a < z,,.

Définition 2.2 Une suite (z,) est dite majorée, s'il existe b € R tel que
n € N implique z,, <b.

Définition 2.3 Une suite (z,) minorée et majorée est dite bornée.

Proposition 2.4 (x,) bornée <= 3 ¢> 0 tel queVn € N: |z,| < c.

2.3 Limite d’une suite

Définition 2.5 Une suite (z,,) est dite convergente et admet pour limite
x € R ou tout simplement que (z,,) converge vers x , si a tout € € R*, on peut
associer n. € N tel que n > n. implique |2, — 2| < e. On écrit alors,

lim z, = x.
n—-+o0o

Lorsque la limite d’une suite existe, elle est unique.

Définition 2.6 Une suite qui ne converge pas est dite divergente.
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Exemple 2.7 Va > 0:
lim Ya=1.

n—-+o0o

Exemple 2.8 Va > 0, la suite (z,, = a™) converge vers 0 si |a|] < 1 et diverge si
la] > 1.

Propriétés
On suppose que

lim x, =2 et lim y, =y.
n—-+4oo n—-+4oo

Alors,
1) Linéarité. Vo, € R :
lim (az,+ Byn) = az+ Oy.

n—-+oo

2) lim x,yn, = zy.

n—-+oo

3)Si y£0etVneN:y, £0,

. Tn X

lim — = —

n—-+oo yn y

4) lim |z,| = |z|.
n—-+4oo

Proposition 2.9 Toute suite convergente est bornée.

Proposition 2.10 Supposons que les deux suites (x,) et (y,) convergent res-
pectivement vers x et y et qu’il existe un entier ng > 0 pour lequel n > ng
implique z,, < y,. Alors, z < y.

Proposition 2.11 Soit (z,) une suite bornée et (yy) une suite qui converge
vers 0. Alors, la suite (x,y,) converge vers 0.

Proposition 2.12 (Théoréme des deux gendarmes) Soit (r,), (u,) et
(vn) trois suites satisfaisant les deux propriétés suivantes :

1) les suites (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite ¢;
2) I3ng € Ntel que Vn > ng : up <z < vy

Alors, la suite (z,,) converge vers /.

Proposition 2.13 (Critére de d’Alembert) Soit (x,) une suite d’élé-
ments de R* pour laquelle la limite

Tn41
T

p= lim

n—-+4oo

existe. Alors, si p < 1 la suite (x,) converge vers 0 tandis que si p > 1 elle
diverge.
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Proposition 2.14 (Critére de Cauchy) Soit (x,) une suite pour laquelle

Ia limite
p=tm V]|

existe. Alors, si p < 1 la suite (x,) converge vers 0 tandis que si p > 1 elle
diverge.

2.4 Limites infinies

Parmi toutes les suites qui divergent, nous distinguerons celles dont la limite
est infinie.

Définition 2.15 On dit que la suite (z,,) tend vers —oo, si a tout o € R* |
on peut associer n, € N tel que n > n,, implique x,, < a. On écrit alors,

lim =z, = —occ.
n—-+o0o

Définition 2.16 On dit que la suite (x,,) tend vers +oo, si a tout 5 € R,
on peut associer ng € N tel que n > ng implique z,, > 3. On écrit alors,

lim =z, = +oo.
n—-+o0o

Exemple 2.17 Soit z, = ap +a1n+---+apn? et y, = bo +bin+--- 4+ bynl
avec ap, by # 0. Alors,

0 sip<gq
a .
lim = 35 sip=g
n—-+4oo yn q a
000 sip>q,asignedeb—p.
q
2.4.1 Propriétés
lim =z, = +oo )
1) n— o0 . = lim (x, + yn) = +o0.
(yn) bornée n—+00
2) lirf Ty = —00 i ( )
n—too = lm (z,+ = —o0.
(yn) bornée oo T Y
lim =z, =+
3) n—+00 = lim vy, = +o0.
dk>0tqVn>k:y, > x, n—+-o00
lim =z, = —c
4) n—+o0 = lim y, = —o0.
dk>0tqVn>k:y, <z, n—+oo

lim =z, = +oo

5) n—+00 = lim x,y, = +oo.
dyeRietn, eNtqVn>ny: y, >y n—+o0
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6) n—-+00 —~ lim e = 0.
dyeRietn, eNtqvVn>n,: y, > notoo
Zp) bornée T
n—>+ooyn n—+00 UYp
J¢eRienceNtqYn2ne: 2,26 | _ o,
8) nETmynZOetVneN:yn>0 inEIEooy_n:—H)o'
J¢eRienceNtqYn2ne: 2,26 |,
9) Jim oy, =0etVneN:y, <0 ingrfmy_n:_oo,

Proposition 2.18 Soit (x,) une suite d’éléments de R* telle que

Tn+1
In

lim
n—-+oo

:+OO

Alors, la suite (x,,) diverge.

2.4.2 Suites monotones

Définition 2.19 Une suite (z,,) est dite croissante si n € N implique z,, <
Tp+1-

Définition 2.20 Une suite (z,) est dite strictement croissante sin € N
implique z,, < Tp41.

Définition 2.21 Une suite (z,) est dite décroissante si n € N implique
Tn > Tn41-

Définition 2.22 Une suite (z,,) est dite strictement décroissante sin € N
implique z,, > Tp41-

Définition 2.23 Une suite (z,) est dite constante si n € N implique z,, =
Tp+1-

Proposition 2.24 Toute suite croissante et majorée converge.
Proposition 2.25 Toute suite croissante non majorée tend vers +oo.
Proposition 2.26 Toute suite décroissante et minorée converge.
Proposition 2.27 Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo.

Proposition 2.28 (Théoréme des suites adjacentes) Soit (x,) une suite
croissante et (y,) une suite décroissante telles que

lim (z, —yn) =0.

n—-+o0o

Alors,
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DVneN:zo<zp <2ng1 < Yt < Yn < Yo

2) (zn) et (yn) convergent vers la méme limite.

Proposition 2.29 (Théoréme de Stolz) Soit () et (yn) deux suites qui
vérifient les propriétés suivantes :

1) (yn) est strictement croissante et 11111 Yn = +00;
n—-—+oo

2) lim T gavecf € R
n—=+00 Yni1 — Yn

Alors, lim 2% —g.

n—-+o0o yn

Exemple 2.30 La suite (2, = (1 + 1)) est strictement croissante et majorée
par 3. Par définition,
1 n
lim (1 + —) =e.
n—-+4oo n

Exemple 2.31 La suite (;vn =1+ % 4+t %) est strictement croissante et
elle converge aussi vers e.

Exemple 2.32 La suite (z,, = ¥n) est strictement décroissante pour n > 3 et
minorée par 1. De plus,
lim ¥n=1.

n—-+o0o

2.5 Suites de Cauchy

Définition 2.33 Une suite est dite de Cauchy si a tout ¢ € R’}, on peut
associer n. € N tel que n, m > n. impliquent |z, — z,| < ¢.

Proposition 2.34 Une suite (x,) est de Cauchy si et seulement si elle
converge.

2.6 Sous-suites

Définition 2.35 Si (ny) est une suite strictement croissante d’entiers naturels,
on dit que (z,, ) est une sous-suite ou encore suite extraite de la suite (z,,).

Proposition 2.36 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass) De toute suite
bornée (z,,), on peut extraire une sous-suite (x,, ) qui converge.

Proposition 2.37 Si une suite (z,) converge vers x, toutes ses sous-suites
convergent vers x.
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2.7 Limite supérieure

Définition 2.38 Soit (z,,) une suite majorée. A partir de cette suite, on peut
définir une nouvelle suite (y,,) en posant

yn =sup{zg : k>n}.

La suite (y,) est décroissante. Par définition, sa limite est appelée la limite

supérieure de la suite (z,,) et on la note par limsup z,.
n—-+4oo

Lorsque (x,,) n’est pas majorée, on pose limsup z,, = +0o0.
n—-+o0o

Proposition 2.39 De toute suite (x,,), on peut extraire une sous-suite (T, )

qui converge vers limsup x,, .
n—-+o0o

Proposition 2.40 liI}_l T, ={f = limsupz, = /4.

n—-+o00 n—-+oo

Proposition 2.41 Soit

p =limsup V/|zn|.

n—-+o0o

Alors, si p < 1 la suite (x,,) converge vers 0.

Propriétés
HVA>0: limsup Az,, = Alimsup ,, .
n—-+o0o n—-+o0o
2) limsup (z,, + y»n) < limsup z,, + limsupy,, .
n—-4oo n—-+oo n—-+o00

3)Si lim x, =xavecz € R ona
n—-+4oo

limsup (z,, + yn) = = + lim sup y,.

n—-+4oo n—-+oo

4)Si lim z, =z avecx € R} et Vn€N:y, >0,0na:

n—-+oo

lim sup (x,yy,) = xlim sup y,.
n—-+o0o n—-+oo
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2.8 Exercices

Calculer 2.19  lim (1 + z)n .
n n—-—+oo n
2.1 lim .
n—+4oon + 2 1\"
) 2.20 lim (1 —) .
. n°+1 n—+o0 n
2.2 lim ———.
n—+too 4n? + 5 1\"
. 2.21 hrJIrl ( 2) .
n— 400 n
23 lim YU T2
n—-—+oo 2’n . (1 +n )
2.22 hIJIrl | \/_
24 lim cos Vi nvn
n—-4oo n
1 2.23 lim ﬁln(ﬁ—‘_i) .
2.5 hIJIrl n sin — - e Vi —
n—-4oo n n
R 2.24  lim (m(ll;"))
2.6 lim n?cos — sin — - e nn
n—-+o0o n n . —vn n
225 lim e In(l+n+e").
2.7 n—+oo
in(n+1) —sin(n —1) . Inn? nl
lim 2oAn sin (n ) 2.26  lim +cos”" — ] .
n—-+oo cos (n+ 1) + cos (n — 1) n—too \ V/n n
2.8 227 fim 2UIEVD)
n—+oco In (1 + 712)
T (n+ 1).-1- sin (n — 1) . pos I In (n + e
n—-+oo sinn . 1 - ————= .
n—+oo e
inViF FnZ 1 , nygn
29 lm SOVATIREET 229 lm 43
n—too M3 +n?+1 n—+oo 4
2.0 lim sinn. . Inn!
0 nirfoo sinn 2.30 nll,ljf_loo o
/o2 /2 !
211 lim Y n 4 231 lim
n—-+oo 2 n—-—+oo ’n2
2.12 539 .
. n—1>moo -
lim (\/n2+7—\/(n—|—3)(n+6)). o bl
1
2.33 —_
2.13 hrf n(\/n4+4n+5—n2). n%+oozk2+3k+2
2.14 k+1
2.34 —_
lim \/ﬁ(\/nS—i—n— \/n3+1),
n—+o00 2.35
3 2
. n k*+3k+2
2.15 1 — . .
Wi =2 cosv/n nq+ooz K TS+ 1Tk2 + 17k + 6
2.16 lim — 1 &
n——+oco N 2 1 _ 2
8 (n 2k )
217  lim — k=t
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2.38 lim

2.39 lim

2.40 lim < x/E)
n—-+4oo n

2.41 Soit m € N*. Montrer que

Calculer

2.42 lim < 1+ % — 1>
n—-+4oo

k=1

243 lim (L L) |
n—-+oo n =1 k

2.44 lim i Zn: S
n—+too \ 1! =1

045 i "\ nsin 2
. lm 73 .
n—too \ i logy, V/n!

. 1 1

n

247 lim sin? (7r\/n2 + n) .

n—-+4oo
2.48 1151_1 cos /2 + 4n3w2 .
2.49

1) Montrer que

— 1
li 'le— — ] =0.
LN ( 2 k!)
k=0
2) En déduire que e est irrationnel.

2.50 Soit (z,) une suite qui converge

vers ¢ € R. Montrer que

Exercices

2.51 Soit () une suite qui converge
vers £ € R. Montrer que

2 n
li — k =/.
oo <n (n+1) ; Ik)

2.52 Vérifier que pour tout entiern > 1:

1
Vn+ _\/ESQ\/H'

En déduire que la suite (x,) définie par

1
ta=—2 v+
=k

est convergente.

2.53 Soit a € R. Montrer que la suite
(zn = a™) converge vers 0 si |a] < 1 et
diverge si |a| > 1.

2.54 Montrer que la suite

1\n
n
est strictement croissante et majorée

par 3.

2.55 Montrer que la suite
(zn = ¥n) est strictement décrois-
sante pour n > 3 et qu’elle converge
vers 1.

2.56 Soient 0 < |a| < 1 et

(mn:(1+a)(1+a2)~~~(1+a2n)) .

Vérifier que pour tout n € N* :
l1-a)zn=1 —a
En déduire la limite de la suite (x,,).
2.57 Soient a € R* et
( = cos 2. cos = )
Ty = 3 o) -

Montrer que pour tout entier n > 1 :

. n .a
sina = 2"z, sin —

on’
En déduire que
. sina
lim =z, = .
n—-+oo a

2.58 Calculer la limite de la suite (z)
définie par

Il+...+xn:n2xnetx1:a750.
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2.59 Calculer la limite de la suite (xn)
définie par xo =0, z1 =1 et

1
Tnt+1 = 5 (mn +mn71) .

2.60 Calculer la limite de la suite (x,)
définie par xo =0, z1 =1 et

1
Tn+1 — Z (5In - mnfl) .

2.61 Montrer que la suite (z,) définie
par

Tnt1 =D&y —4Tp—1, o =0etz1 =1

est divergente.
2.62 Calculer la limite de la suite (xn)
définie par
3z, — m% +4
3

2.63 Calculer la limite de la suite (x,)
définie par

Tpt1 = et zo =0.

3z, +1
Tpntl = ————— et ZTo

1 =0.

2.64 Etudier la convergence de la suite
(xn) définie par

Tpg1 = % (22 4+ zn + 1) et 20 = V2.
2.65 Calculer la limite de la suite (acn)
définie par
2%, +5

xn+1:Tetxo:§.

2.66 Calculer la limite de chacune des
deux suites (z,) et (yn) définies par
zo=1,7y0=0et

41’n+1 - an + Yn
4yn+1 - 3yn + Zn.

2.67 Montrer que les deux suites (zn) et
(yn) définies par

Tn+1 = 4/TnlYn

Tn + Yn
Ynt+1 = — 9 Y

et 0 <20 <o

convergent vers la méme limite.

2.68 Montrer que les deux suites (zn) et
(yn) définies par

Tn + Yn

Tnt+1 = 5
 2z.yn et 0 <yo <o

I = e ¥

convergent vers la méme limite. Calcu-
ler cette limite commune.

2.69 Soit a 'unique solution de 1’équa-
tion x — cosx = 0. Montrer que la suite
(zr) définie par

Tp41 = COSTy €t o =0

converge vers a.

2.70 Montrer que la suite (z,) défine par

. 1
Tpt1 =SInxy, et o = 3
est convergente. Calculer sa limite.

2.71 Montrer que la suite (z,) définie
par
1
Tpny1 =2— — et xp =2
Tn
est convergente. Calculer sa limite.
2.72 Discuter, en fonction de la valeur
de a € R, la convergence de la suite
(zr) définie par
y
Tpt1 = ? et o = .

Lorsqu’elle converge, calculer sa limite.

2.73
par

Montrer que la suite (x,) définie

1 5 1
xn+1:Z—|—xn etxozz

est convergente. Calculer sa limite.

2.74 Montrer que la suite (z,) définie
par

2
2 49
g = T2 =0

22
est convergente. Calculer sa limite.

2.75 Montrer que la suite (zn) définie
par

3
70
Tnt1 = % et xo =4

converge. Calculer sa limite.
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2.76
par

Montrer que la suite (z,) définie

Tn +4

Tp4+1 = et zo =0

est convergente. Calculer sa limite.
2.77 Calculer la limite de la suite (acn)

définie par

n+3
l’n+1:x2+ et xo=1.

2.78 Montrer que la suite (z,) définie
par

1 1
mn+1:§ xn—l—x— et xo >0

est convergente. Calculer sa limite.

2.79 Montrer que la suite (z,) définie
par
Tn+1
a1 = " et ag=1
Tl =3 1 e

est convergente. Calculer sa limite.

2.80 Calculer la limite de la suite (xn)
définie par

Tyl = et zo =0.

142z,
2.81 Montrer que la suite (acn) définie

par

3x

el CRPY =2
143z, "

Tn+l1l =

converge. Calculer sa limite.

2.82 Montrer que la suite (z,) définie
par

Tp4+1 = V3T, et xo =1

est convergente. Calculer sa limite.

2.83
par

Montrer que la suite (z,) définie

Tnt1 =4/ +V/Tn et 20 =9

est convergente.

2.84 Soit (x,) la suite définie par

Tnt1 =V2+2xn et 20 =0.

1) Montrer que

s
VnEN:mn:2c052n+1.

2) En déduire la limite de la suite (zr).

2.85 Soit (zr) la suite définie par

2
Tntl1 = V2 —Tp etxo:§.

1) Montrer que

VneN*:i<ajn<\/§,
V2

lim =z, =1.
n—-—+oo

2) En déduire que

2.86 Discuter, en fonction de la valeur
a > 0, la convergence de la suite défi-
nie par

Tnt1 =V1+2x, et 20 = .

Lorsqu’elle converge, calculer sa limite.

2.87 Montrer que la suite (a:n) définie
par

Tnt1 =Vxpn+14+3etxzo=3
converge. Calculer sa limite.

2.88 Discuter, en fonction de la valeur
de a € R, la convergence de la suite
(zr) définie par

xn+1:%(4—1’i) et xo = «.

Lorsqu’elle converge, calculer sa limite.

2.89
par

Montrer que la suite (x,) définie

22
Tpt1 = 3—1—7” et g = 2

converge. Calculer sa limite.

2.90 Montrer que la suite (z,) définie
par

Tny1 = \4/2+m% et xo =2
converge. Calculer sa limite.

2.91 Montrer que la suite (z,) définie
par

Tnt1 = \6/1—|—av§L et zo =3

converge. Calculer sa limite.
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2.92 Montrer que la suite (z,) définie
par

et zop =1

1
Tn+l = \V/Tn — Z
converge. Calculer sa limite.
2.93 Montrer que la suite (mn) définie
par

T4l = Tn — ln(l +a;,21) et xg = %

converge. Calculer sa limite.
2.94 Montrer que la suite (z,) définie
par

Znt+1 =In(chzy) et zog =1

converge. Calculer sa limite.
2.95 Montrer que la suite (z,) définie
par xo =1 et

1 .
Tnt1 = 3 (zn + sinzy, cos zy)

converge. Calculer sa limite.

2.96 Calculer la limite de chacune des
deux suites (zn) et (yn) définies par
To=Yo=1et

Tnt+1 = chxpyn —shz,yn
Yn+1 = ch Xpyn + shz,yn, .

2.97 Montrer que les deux suites (z,) et
(yn) définies par

x =z
(= o

Ynt+1 = SIN TnYn
convergent. Calculer leur limite.

2.98 Montrer que la suite (z,) définie
par

n—1
1
Tn = E Tpetx1 =95
2 _
n 11[):1

converge. Calculer sa limite.

2.99 Montrer que la suite (z,) définie
par

T A/SIN Tp_1

etxo=x1=1
B 0 1

Tn+1 =

converge. Calculer sa limite.

2.100 Montrer que la suite (z,) définie
par xo =3, x1 =2 et

Tn+1 = \3/ Tn + Tn-1

converge. Calculer sa limite.

2.101 Montrer que la suite (z,) définie
par xo =4, x1 = 3 et

3
Tn+1 = \/ TnTn-1 + 4

converge. Calculer sa limite.

2.102 Soient @ € R et b > 0. Calculer,
en fonction de a et b, la limite
lim 1—a
n—too 14 b" "

2.103 Montrer que

lim n(¥Ye—1)=1.

n—-4oo
2.104 Soient a > 0 et (z,) la suite défi-
nie par
mn:n(%—l) et xo =a.
1) Montrer que si a > 1, la suite (zn)
converge.

2) En déduire qu’elle converge pour tout
a> 0.

3) En posant
t(a) =

lim x,,
n—-+oo

montrer que pour tout «, 5 € R} :
t(ap) =L(a)+£(B).
2.105 Soit a > 0. Montrer que
lim (2V¥a-1)"=a".

n—-+oo

2.106 Discuter, en fonction de la valeur
de a > 0, la convergence de la suite
(zr) définie par

Tn = V2" +an.
Lorsqu’elle converge, calculer sa limite.

2.107 Soient a < b < c. Calculer la li-
mite de la suite (z,) définie par

Tn = Vam 4+ b? + cn .
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2.108 Soit (zn) une suite bornée d’élé-
ments de R} telle que
. Tn
lim
n—+oo 1 + Tp

=041,

Montrer que la suite (z,) converge en
calculant sa limite .

2.109 Soient oo € R*, £ € R et (z,) une
suite d’éléments de {t € R : t # —a}
telle que

Tn — Q&

=/.

lim
n—-+oo Ty +

Discuter, en fonction de la valeur de /,
la convergence de la suite (x,). Lors-
qu’elle converge, calculer sa limite.

2.110 Etudier, en fonction de «, 8 € R,
la convergence de la suite (z,) définie
par

Tpyl = —QTn + et zo = 3.

2.111 Soient a,b € R. Discuter, en fonc-
tion des valeurs de a et b, la convergence
de la suite (z) définie par

Tnt1 = \3/xn +betxog=a.

Lorsqu’elle converge, calculer sa limite.

2.112 Soient 0 < a < S et (zn), (Yn) les
deux suites définies par

- _ Bxn +ayn
ntl = —————
a+ 3
Y  awn + Byn et xo < yo.
n+1 —
+ ot

1) Montrer que la suite (z,) est crois-
sante et que la suite (yn) est décrois-
sante.

2) En déduire qu’elles convergent vers la
méme limite /.

3) Calculer /.

2.113  Soient o, B € R} et (), (yn) les
deux suites définies respectivement par

ZTn + BYn
1+

Tn + ayn
ORI s RV
1+«

avec xo, Yo € R. Posons

_B-a
14+a)(1+p5)"

o=

1) Vérifier que |o| < 1.
2) Montrer que pour tout n € N* :

o n—1
ITn — Tn—1 = — (

T3’ @o—w)

3) En déduire que les deux suites (z,)
et (yn) convergent vers la méme li-
mite. Calculer cette limite.

2.114 Soient a < x < b.
1) Montrer que Vn € N, Ak, € N tel

que
b—a
2n

a+knbz_—na <@ <a+(kat1)

2) En déduire que la suite (z,) définie
par
b—a
n = kn—
T a—+ o

converge vers x.

2.115 Vérifier que pour entier n > 0 :

n., n
Inn! > —In—.
nn>2n2

En déduire que

1) Pour o < 1, la suite (a;n = l:‘l—(’j') est
strictement croissante et non majo-
rée.

2) Pour o > 1,

Inn!
nnl o

lim
n—+4oo N
2.116 Soit z € R. Montrer qu’il existe
une suite de rationnels et une suite d’ir-
rationnels qui convergent vers x.

2.117 Montrer que si les deux sous-suites
(z2n) et (zan+1) convergent vers la
méme limite ¢, la suite (z,) converge
vers /.

2.118 Montrer que la suite (z,) définie
par
1
Tpt1 =1+ — etzog=1
Tn
converge. Calculer sa limite.

2.119 Montrer que de toute suite on
peut extraire une sous-suite monotone.
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2.120 Soit (z) une suite d’éléments de
R} telle que

. Tn+1
lim =2 =g,
n—-+o0o Tp

1) Montrer que

lim
n—-—+oo

Ve, =41.

2) La réciproque est-elle vraie ?

3) Calculer

Vn!

n—-+oo

2.121 Soit (z) une suite bornée.

1) Montrer que

p=limsup V|zn| <1.

n—-—+oo
2) Si p < 1, montrer que

lim z,=0.
n—-—+oo

3) Que peut-on dire si p =17

2.122 Soit (x,) une suite d’éléments de
R* telle que

limsup V/|zn| < 1.

n—-—+oo
Peut-on en déduire l'existence de

Tn+1
Tn

lim ?
n—-+4oo

2.123 Montrer que de toute suite (z),
on peut extraire une sous-suite (zn, )

qui converge vers lim sup z,.
n—-—+oo

2.124 Soit (an) une suite d’éléments de
R* telle que la suite (zn = an ... ao)
converge vers £ € R* et posons £, =

lim . Montrer que lim £, = 1.
n—-4oo Tm m—-+4o00

Ln

T

2.125 On dit que =z € R est un point
adhérent A la suite (zn) si de celle-
ci on peut extraire une sous-suite qui
converge Vvers .
Soit (zn) une suite bornée et désignons
par E D’ensemble de ses points adhé-
rents. Montrer que

supFE = lim supz,.

li
n—-+4oo

2.126 Principe des intervalles fer-
més emboités.
Soit (In = [an,bn]) une suite d’inter-
valles fermés telle que pour tout n € N :

In+1 - I’n .

1) Montrer que
+oo
(1. #0.
n=0

2) Que devient ce résultat si les I,, sont
des intervalles ouverts ?

2.127 R est non dénombrable.

1) Montrer qu’il n’existe aucune suite
(an) d’éléments de [0, 1] pour laquelle
on puisse écrire

[0,1] ={an:n €N} .

2) Trouver une bijection de [0, 1] dans
10,1[.






CHAPITRE 3

Nombres complexes

3.1 introduction

On désigne par C le corps des nombres complexes dont les éléments sont
toute expression de la forme z = x + iy ot 7,y € R et i2 = —1. C est muni des
2 lois de composition interne, I’addition et la mutiplication

214 22 = (21 +x2) +i (y1 + y2)

2122 = (w122 — Y1y2) + i (21Y2 + T2y1) -

Le nombre réel = est appelé la partie réelle de z et on le note x = Rez,
tandis que le nombre réel y est appelé la partie tmaginaire de z et on le note
y = Imz. Lorsque z = 0 et y # 0, on dit que le nombre complexe z = iy est
imaginaire pur.

Les deux nombres complexes z = x + iy et Z = x — 1y sont dits complexes
CONJUGUES.

Le nombre réel noté |z| = /2 + y? est appelé le module du nombre
complexe z = x + iy.

Définition 3.1 Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé {O;
e1,ea}, le nombre complexe z = x + iy est appelé I'affize du point P = (z, y).
D’aprés Pythagore, |z| n’est rien d’autre que la longueur du segment OP.

Propriétés

1) zZ=1z.

2) AT E=T .

3) TR =77

4) Sizy #0, (%)Zj;:

5) 2| =0<=2=0<=Rez=Imz=0.

6) 2l = |2l
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7) 2122 = |21] |22].
8) Si 25 # 0, al_lal
z9 |2’2|
9) 2z =27,
L

10) Si z # 0, Tl 2
z 7

3.2 Forme polaire

Soit z = x 4+ iy # 0. En utilisant la représentation polaire dans le plan
R2?, on sait qu’il existe 6 € R tel que

{ x = |z| cos®

y = |z|siné.

0 est appelé I’'argument de z et on le note par § = arg z. Il découle immédia-
tement de cette définition que I’argument d’un nombre complexe z est défini &
2km pres (avec k € Z ).

Définition 3.2 Soit 0 € R. Par définition, I’égalité
e = cos +isinf

est appelée la formule d’FEuler.

axe imaginaire
. _ — i0
1y7777777777727x+1y7|z|e
[
|2 ‘
|
R [
0 [
1 :
0 | L axe réel
0 ‘
|
[
|
[
. | _ . i
—Yr - ———-—-—-—-—- X Z=x—iy=|zle”"

Fig. 3.1
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En utilisant la formule d’Euler, tout nombre complexe z # 0 peut s’écrire
sous la forme trigonométrique

z = |z| e = |z| (cosf + isin8)
ou f = argz.

3.2.1 Propriétés

1) 2129 = |21| | 22] ei(01+02)

2) arg (z122) = argz; +argze + 2kw, keZ.

3) Sizg#£0, arg (?) =argzy —argzo +2kn, keZ.
2

4) Si z #0, i =—=—€

0 _ —if 0 ,—if
5)VOeR: sint?:% et cos = < te
i

3.2.2 Interprétation géométrique

Soient € RY et # € R. Multiplier un nombre complexe z # 0 par re?

revient & faire subir a z une homothétie de centre l'origine et de rapport » > 0
suivie d'une rotation de centre ’origine et d’angle 6.

3.3 Formule de Moivre

Proposition 3.3 (Formule de Moivre) Yn e N* et 0 € R :

(cos@ +isinf)" = cosnf + isinnd ou encore (ele) =e

3.4 Racines d’un nombre complexe

Proposition 3.4 Soient z = |z| € et un entier n > 1. Alors, si a > 0,

) 2k
2" =ae’ = |z = %et@zu, k=0,1,...,n—1.
n

Exemple 3.5 Les racines n'*™ de I'unité, autrement dit les racines de I’équation
z™ = 1, sont les sommets du polygone régulier a n cotés situés sur le cercle
centré a l'origine et de rayon 1.
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3.5 Décomposition d’un polynéme

Proposition 3.6 Tout polynéme P (z) = an2™ + -+ + a1z + ag a coefficients
dans C de degré n > 1 admet au moins une racine dans C.

Proposition 3.7 Soient z1,...,%, € C les p racines distinctes du polynéme
P(z)=anz" 4+ -+ a1z + ag. Alors,

P(z)=an(z—21)"" (2= 2)""
avec mi +---+myp =n.

Proposition 3.8 Soient ay,...,a, € Ret P(z) = a,z"+---+a1z+ag. Alors,
P (z) = 0 implique P (Z) = 0.

Proposition 3.9 Soient ag,...,a, € R et P(z) =anz™+ - -+ a1z + ap. On
désigne par by, ..., by les q racines réelles distinctes de P (z) et par ci,...,¢p
ses p racines complexes distinctes telles que pour tout couple 1 < r, s < p :
¢ # Cs. Alors,

P(2) = an (2 —b1)™" - (2 = by)™
k k
(22 —2:Ree; + |c1|2) L (22 —22Rec, + |cp|2) ’

avec my + -+ +mg +2ky + -+ 2k, =n.

3.6 Exercices

3.1 Pour le nombre complexe z =1—14, 3.8 2i—2z=2+4iz.

calculer Zz, |z|, argz et 2z~ 1.

39 224+24+41=0.

3.2 Soit § < a < 7. Trouver le mo- 310 2242:45=0.
dule et ’argument du nombre complexe
2z = —sin 2a + 2i cos? a. 3.1 422 +224+41=0.

3.3 Calculer (2 +1)%(3 +14)%. 312 22 +224i=0.

28 28
3.4 Calculer (\/g—z) +(\/§+i) . 313 2 —2-6=0.

. 3 _ 4,2 A=
3.5 Soit z € Ctel que z # 1 et 2% = —1. 314 2" —42"+62-4=0.

—2 i

Calculer (z(z — 1)) . 315 2% 11422 1412468 =0.
Résoudre 3.16 2*=2+1.

3.6 |2 —9i =3z — 2. 317 ' -2 462" —2:4+5=0.

3.7 |z—1=+2]z-2|. 318 2 +i=0.
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3.19 Décomposer le polynéome
Px)=2"+2°+2° +x

en un produit de polynémes irréduc-
tibles dans R.

3.20 Résoudre
zs+z7+z6+z5+z4+z3
+224+241=0.

3.21 Vérifier que 2 + i est solution de
I'équation

-2 224 2,410=0.

Trouver ses trois autres racines.

3.22

z3+(\/§—i)z2+<1—ix/§)z—i:0

Résoudre 1’équation

sachant qu’elle admet une racine qui est
imaginaire pur.

3.23 Soient a € R} et b € R. Montrer
que 'équation

242 z+a2-b)+lna=0

admet deux racines réelles distinctes si
et seulement si

Ina+2a—a®—ab<0

3.24 Pour quelle valeur de a, I'une des
racines du polynome

P(z)=2*—122* + az — 150

est égale a la somme des deux autres.
Pour ce o particuler, donner les trois
racines du polynéme P(z).

Résoudre
z—2
3.25 =
z—1 “
z4+1 .
3.26 = 2i .
1 Z+ 2
2 2
3.27 (M) —1.
z—1
328 (1—2)°%=(1+2)°

3.29 Décomposer le polynéme z* + 1 en
un produit de deux polynémes du se-
cond degré irréductibles dans R.

3.30 Décomposer le polynéme x® + 1 en
un produit de trois polynémes du se-
cond degré irréductibles dans R.

Résoudre le systeme

331 2B +(2-30)2—2=0

' 214022+ 2+0)z2+2=0.

3.32 1—-9)z1+(1—2i)22=6+2¢
(1—2i)z1 + (3 —14) 22 = 5.
a+b=2

3.33 {a2b2 L

3.34 Soit z = x +1iy # i. Ecrire, en fonc-
tion de z et vy,

2
Re(_z )
11—z

3.35 1) Montrer que si z1 # 22 :

21 + 2
Re ( 1+ 2)
zZ1 — 22
2) En posant 21 =
ro %2 montrer que

Re (21 +Zz)
zZ1 — k2

2=

_ Jaf? — Jeaf?

|21 — 2o/

0
rie’l et zo =

T 2473 —2riracos (01 — 02)

3.36 Soit z = re'® # 0. Ecrire, en fonc-
tion de r et 6,

Re(z—1> et Im(z—l>.
z z

3.37 Soit z = . Montrer que pour tout
entier n > 1 :

1 ..

2" — — = 2isinnf
Zn

et

n 1
z' 4+ — =2cosnf.
ZTL

3.38 Soit n € N*. Montrer que la partie
réelle de toute solution de I’équation

(=2) =

vaut 1.
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3.39 Soienta = (V3+1)+5 (V3-1)
et b =6 + 6i. Montrer que
lim |a"b| =0.

n—-—+oo

3.40 Soient 21,22 € C*.

1) Montrer que l'inégalité triangu-
laire

’21 +Z2’ < ’21’ + ’22‘

2) En déduire 'inégalité triangulaire
inverse

1] = feal| <[22 = 2]
3) Montrer que

|21+Z2| = |21| +|Z2|
S IA>0t.q2=Az.

Dans le plan complexe, représenter gra-
phiquement

341 E={zeC:|z—1+i]=2}.

:1}.
3.43
z—1—1 ™

3.44

z—1
z+4

3.42 E:{ZE(C:

z—1 _
z—i)  6/[°
346 E—lzecCrag(2-2) =T
) - A\ T ) T3

3.47 Soit A = (4,3). Trouver le point
B = (x,y) de sorte que le triangle OAB
soit équilatéral.

3.48 Soient A = (1,-1) e¢ C =
(2,1). Trouver les coordonnées des deux
points B et D de sorte que AC soit une
des deux diagonales du carré ABCD.

3.49 Soient A = (1,1) et B = (2,3).
Trouver les coordonnées (x,y) du point
C de sorte que le triangle ABC soit iso-
cele et rectangle en B.

3.50 Soient A = (3,—1) et B = (2,1).
Trouver les coordonnées (x,y) du point
C de sorte que le triangle ABC soit iso-
cele et rectangle en C.

3.51 Montrer que pour tout § € R :
sin560 = 5cos® Osin 6 — 10 cos” #sin® 0
+ sin® 0
et
cos 50 = cos® 6 — 10 cos® O sin® 0
+5cosfsin® 6.
3.52 Montrer que pour tout 8 € R :

sin® 0 = lifi sin 560 — % sin30+§ sin 0

et

5 1 5 5
- — - 2 9.
cos’ 0 1 cos 50 1 cos 36 COS

3.53 Soit 6 # 2prm avec p € Z. Pour tout
entier n > 0, calculer

2: k0
e .

k=0

n
En déduire les deux sommes suivantes :

i sin k0 et i cos k6 .
k=0 k=0

3.54 Soit n € N*.
1) Montrer que pour tout 0 <t < 7 :

sin(2n +1)¢

sin?"t1¢

~ 2n+ 1 _
= Z(—l)k <2211> cotg 2" F)¢
k=0

2) Trouver les n racines du polynéme

P@) =3 (-1 <§Z j: i) 2k

k=0
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3) En déduire que

n(2n —1)

icoth k =
= 2n+1

3

4) Vérifier que pour tout 0 < 8 < % :

1
cotg 20 < 7

5) En conclure que

<1+ cotg?0.

k26 E* T 90
k=1 k=1

3.55 1) Soit n € N™.
a) Montrer que pour tout t € R :

sin(2n+ 1)t = P, (sin2 t)sint

b) En déduire que pour tout x € R :

sine = (2n+1) (sin Qni— 1)

n
H sin? T sin” 5y
- - 51112 ke

n+1

2) Montrer que pour tout z € R :

SlHIL’_IL’H< k27T2).

27






CHAPITRE 4

Fonctions d’une variable

4.1 Introduction

Soient E et F' deux sous-ensembles non vides de R. La correspondance, qui,
a tout élément x de E associe un élément y de F est appelée une fonction
ou encore une application de F dans F et on la note par f : E — F. Pour
montrer que f(x) est ’élément de F' associé a x, on utilise la notation = — f(z).

E est appelé le domaine de définition de la fonction f et F son en-
semble d’arrivée. Le sous-ensemble {y € R: 3z € E tel que f(z) = y} est
appelé I'itmage de E par f et on le note par Im f.

Dans le plan muni d’un repére orthonormé {O; e, e2}, la fonction f : E —
F est représentée par sa courbe C = {(z,y = f(z)) 1 € E}.
On désigne par F(E, F') 'ensemble des fonctions f : F — F.

y==x

62(*

Fig. 4.1
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Définition 4.1 Soit f: E — F. La fonction f*: E — R, définie par

1
74 () = max{ F(@), 0} = 5 (/@) + |7(a)])
est appelée la partie positive de la fonction f.

Définition 4.2 Soit f: E — F. La fonction f~ : F — R, définie par

_ . 1
I (@) = —min{(2),0} = =3 (f(2) ~ [ /()]
est appelée la partie négative de la fonction f.

Proposition 4.3 Soit f : E — F. Alors, pour tout x € E :
fla)=f"(x) = f~(x) et |f(2)] = fF(2) + [ ().

Définition 4.4 Une fonction f : E — F est dite surjective si tout élément
y de F est I'image par f d’au moins un élément = de E.

f:FE — Fsurjective<= Vye F, Jx e Etelquey= f(z)) < F=Imf.

Définition 4.5 Une fonction f : E — F est dite injective si tout élément y
de F est 'image par f d’au plus un élément = de E.

f: E — F injective <= (21, z2 € E et f(z1) = f (x2) = 1 = x2) .

Définition 4.6 Une fonction f : E — F est dite bijective si elle est a la fois
surjective et injective ou encore si tout élément y de F est I'image par f d’un
et un seul élément x de E.

f: E — F bijective <= (Vy € F, Jla € E tel que y = f(x)).

Lorsque la fonction f : E — F est bijective, I'application, qui, & tout
élément y de F, fait correspondre I’élément x de F solution unique de I’équation
y = f(x), est appelée la fonction réciproque de f et est notée f~!. La courbe
de f et celle de f~! sont symétriques par rapport & la droite d’équation y =
aussi appelée premsiére bissectrice.

Définition 4.7 Soient f : £ — F et g : A — B deux fonctions telles que
Im f C A. Alors, la fonction go f : E — B, qui, a tout élément x de E, fait
correspondre 1’élément g( f ((E)) de B, est appelée la fonction composée de g
et f. En particulier fo f~' =Idp et f~ 1o f =1dg.

Proposition 4.8 Soient f : E — F et g : ' — E deux fonctions telles que les
deux propriétés suivantes sont vérifiées :

DVzeFE :goflzx)=u;

2)VyeF : fogly) =y.
Alors, la fonction f est bijective et g = f~1.
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Définition 4.9 Soit k € RY.. Une fonction f : ' — F est dite lipschitzienne
dans le rapport k si pour tout couple d’éléments z,y de E :

[f(x) = fy)| <kl —yl.
Lorsque 0 < k < 1, on dit que f est k-contractante.
Proposition 4.10 (Théoréme du point fixe de Banach) Soit f : R — R
une fonction k-contractante. Alors,
1) L’équation f(x) = x admet une et une seule solution dans R.
2) La suite (x,,) définie par xn+1 = f (xn) et 29 € R converge vers cet unique

point fixe.

Remarque : Toute solution de I'équation f(x) = = est appelée un point fize
de f.

4.2 Fonction monotone

Définition 4.11 Une fonction f : E — F est dite croissante si a,b € E et
a < b impliquent f(a) < f(b).

Définition 4.12 Une fonction f : E — F est dite strictement croissante
sia,b € F et a < b impliquent f(a) < f(b).

Définition 4.13 Une fonction f : E — F est dite décroissante si a,b € E
et a < b impliquent f(a) > f(b).

Définition 4.14 Une fonction f : E — F est dite strictement décroissante
sia,b € F et a < b impliquent f(a) > f(b).

Définition 4.15 Une fonction f : E — F est dite constante si pour tout
couple a,b € E : f(a) = f(b).

4.3 Fonction paire — Fonction impaire

Définition 4.16 Une fonction f : E — F est dite paire si x € E implique
—x € E et f(—z) = f(z). La courbe d’une fonction paire est symétrique par
rapport a 'axe Oy.

Définition 4.17 Une fonction f : E — F est dite impaire si z € E implique
—z € E et f(—z) = —f(x). La courbe d’une fonction impaire est symétrique
par rapport a 'origine.

Proposition 4.18 Soit une fonction f : E — F bijective et impaire. Alors, sa
fonction réciproque f~! : F — E est aussi impaire.
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4.4 Fonction périodique

Définition 4.19 Une fonction f : R — R est dite périodique de période
T #0sipour tout x €eR: f(x+T) = f(x).

Une fonction peut avoir plusieurs périodes multiples ou non les unes des
autres.

Proposition 4.20 Soit T' # 0 une période de la fonction f : R — R. Alors,
pour tout k € Z*, kT est aussi une période de f.

Proposition 4.21 Supposons que f : R — R soit une fonction périodique,
non constante et continue. Alors, il existe T' € R*. tel que les périodes de f sont
les multiples entiers non nuls de T'. Par définition, T' est appelé la période de
la fonction f.

4.5 Fonction bornée

Définition 4.22 Une fonction f : E — F est dite minorée si Im f est un
sous-ensemble minoré.

Proposition 4.23 f: E — F est minoré <=
JdoeRtelqueVre E:o0 < f(z).

Définition 4.24 Une fonction f : E — F est dite majorée si Im f est un
sous-ensemble majoré.

Proposition 4.25 f: E — I est majorée <=
dpeR telqueVr e E: f(x) <.

Définition 4.26 Une fonction f: E — F est dite bornée, si elle est a la fois
minorée et majorée.

Proposition 4.27 f: E — F est bornée <=

JaeRy telquereE:‘f(x)‘ <oa.

4.6 Supremum et infimum d’une fonction

Définition 4.28 Soit f : E — F. Alors, inf{f(x) T x € E} est appelé
Iinfimum de la fonction f et on le note 11612 f(x).

Définition 4.29 Soit f : £ — F. Alors, sup{f(ac) S E} est appelé le

supremum de la fonction f et on le note sup f(z).
z€E
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4.7 Maximun et minimum d’une fonction

Définition 4.30 On dit que la fonction f : E — F admet un minimum
local en a € E, 'l existe 6 € RY tel que x € ENJa—46,a+ d] implique

fla) < f().

Définition 4.31 On dit que la fonction f : F — F admet un maximum
local en a € E, s’ existe 6 € RY tel que x € ENJa—46,a+ d] implique

fla) = f(z).

Définition 4.32 On dit que la f : E — F atteint son minimum en a € F,
si f(a) = in%f(:c). On écrit alors, f(a) = mig f(z).
zTE rE

Définition 4.33 On dit que la f : E — F atteint son mazimum en a € F,
si f(a) = sup f(x). On écrit alors, f(a) = max f(z).
zeE €

4.8 Limite d’une fonction

Définition 4.34 Une fonction f : E — F' est dite définie au voisinage du
point a, §’il existe v € R tel que

la—v,a+~[C EU{a}.

Définition 4.35 On dit qu’une fonction f : E — F définie au voisinage du
point a admet pour limite £ € R lorsque = tend vers a si a tout ¢ € R7,
on peut associer d,. € R tel que v € E et 0 < [z —a| < 64, impliquent
|f(x) —£] < e. On écrit alors, lim f(x) = L.

r—a

Proposition 4.36 Lorsque la limite d’une fonction existe, elle est unique.

Proposition 4.37 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage du point
a. Alors,

lim f(z) ={ <=
Ve>0,30,:>0telquez e Eet0<|z—al<dge=|f(x)—{<e.

Proposition 4.38 Une fonction f : E — F définie au voisinage du point a
admet pour limite ¢ € R lorsque z tend vers a si et seulement si pour toute
suite (x,,) d’éléments de E\{a} qui converge vers a, la suite des images (f (x,,))
converge vers £.

Proposition 4.39 Soit une fonction f : E — F définie au voisinage du point
a et supposons que pour toute suite (x,) d’éléments de E \ {a} qui converge
vers a, la suite des images (f (x,,)) converge. Alors, la fonction f admet une
limite lorsque x tend vers a.
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Exemple 4.40

lim =1.

x—0 x
Exemple 4.41

lim tg_a: =1.

x—0 I

4.8.1 Propriétés
On suppose que lim f(z) = ¢; et lim g(x) = {o.
r—a r—a
1) Linéarité. Vo, € R :

lim (af + fig) (@) = oty + B

2) lim (fg) (x) = £14s.

r—a

3)Sily #0et Vo € E\{a}: g(x) #0,

i@ _ b
@) 6
9 lim |£(2)] = [61].

Proposition 4.42 On suppose que lim f(x) = ¢1, lim g(x) = {5 et que pour
tout x € E\ {a} : f(z) < g(z). Alors, {1 < {.

Proposition 4.43 On suppose que lim f(z) = 0 et que la fonctiong : E — F
est bornée. Alors, lim (fg)(z) = 0.

Proposition 4.44 (Théoréme des deux gendarmes) Soient f,g,h: E —
F trois fonctions satisfaisant les deux propriétés suivantes :

1) lim g(a) = lim h(x) = ¢;
2)¥a € B\ {a} : g(x) < f(2) < h().
Alors, ilgb f(z)="¢.

Proposition 4.45 Soient f : E — F une fonction telle que lim f(z) = b et

r—a

g : A — B une fonction telle que lirr%) g(y) = L. De plus, on suppose
y—
DImfcCA;
2)Ja>0tel quex € E et 0 < |z — a| <« impliquent f(x) # b.
Alors, lim go f(z) = ¢.
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4.9 Limites infinies

35

Définition 4.46 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage du point a.
Alors, par définition

lim f(z) = o0 <~

Vn>0,304,>0telquexr € Eet 0< |z—a|l <bqpn= flz)>n.

Définition 4.47 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage du point a.
Alors, par définition

lim f(z) = —00 <=

r—a

V{<0,30,c>0telqueze Eet0< |z —a|l<dse= flz) <.

4.9.1 Propriétés

7)

8) lim f(z) =0,Vz € E\ {a}: f(x)

r—a

9) lim f(z) =0,Vz € E\ {a} : f(x)

r—a

lim f(z) = 400 et lim g(z) =L ou +oo= lim (f +g)(z) = +o0.

lim f(z) = —oc0 et lim g(z) =£fou —oo = lim (f +g)(z) = —00.

lim f(z) = +o0 et g bornée = lim (f + g) (z) = +o0.

r—a Tr—a

lim f(z) = —oco et g bornée = lim (f + g) (z) = —o0.

r—a

lim f(z) =400 et lim g(x) =¢#0

. B 400 sil >0
:;lgb(fg)(x)_{ —oo sifl<O.
lim f(z) = —oo et lim g(z) = ¢ #0

. —oc0 sil>0
:>:11_r§1(fg)(a:)—{+oo sif < 0.
lim f(z) = oo et g bornée = lim %

. g(x) 400 sil<0
lim =% = .
Za —oo sif>0.

v—a f(z)

lim g(x) { —00 sil<0

a—a f(x) ) 400 sif>0.

Soient f,g: E — F deux fonctions définies au voisinage du point a.

=0.

<Oet limg(x)=0+#0

>0et limg(x) =0#0
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4.9.2 Formes indéterminées

1) lim f(z) = +o0 et lim g(x) = —oc0. Alors, lim (f +g) (z) =7

2) lim f(z) = 0o et lim g(z) = co. Alors, lim % =7
Tr—a Tr—a r—a g T

3) lim f(x) = oo et lim g(x) = 0. Alors, ;13; (fg)(z)="

4) lim f(x) =0 et lim g(z) = 0. Alors, lim % =7

Remarque : Pour résoudre les formes indéterminées ci-dessus, la regle de Ber-
noulli-I’Hospital ainsi que le dévellopement limité peuvent étre d’un grand se-
cours.

4.10 Limites a ’infini

Définition 4.48 Une fonction f : E — F est dite définie au voisinage de
+00, s'il existe ¢ € RY tel que [¢, +00[ C E.

Définition 4.49 Une fonction f : E — F est dite définie au voisinage de
—00, §'il existe d € R® tel que |—00,d] C E.

Définition 4.50 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de +oc.
Alors, par définition

lim f(z) =4 <=

r——+00
Ve>0,3a.>0telquexz € Eetz>a. = |f(z)— | <e.
Définition 4.51 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de +ooc.
Alors, par définition
1i1}_1 f(z) = +o0 <=

Vn>0,Fa,>0tel quez € Eetz>a,= f(z)>n.

Définition 4.52 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de +oc.
Alors, par définition
1i1}_1 f(x) = —00 =

V(<0,JFar>0tlquex e Eetx>a= flz)<C(.

Définition 4.53 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de —oo.
Alors, par définition

lim f(z) ={<+=

V6>0,Elﬁ5<0telquex€Eetx§ﬁE:>‘f(ac)—f’Se.
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Définition 4.54 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de —oo.
Alors, par définition

lim f(z) = +oo0 <=

Vn>0,38,<0telquexz e Eetx<p,= f(zr)>n.

Définition 4.55 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de —oo.
Alors, par définition
lim f(z) = —o00 <=

V({<0,3B:<0telquexr e Feta<P:= flz) <(.

Proposition 4.56 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de +0o
et croissante. Alors,

lim f(z) =sup f(z).

T—+00 z€E

Proposition 4.57 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de 400
et décroissante. Alors,

lim f(z) = inf f(x).

r——+00 zEE

Proposition 4.58 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage de —oo
et croissante. Alors,

lim f(z) = inf f(x).

T — —00 xelR

Proposition 4.59 Soit f : E — Fune fonction définie au voisinage de —oo et
décroissante . Alors,

lim f(z) = sup f(x).

T——00 rclk

4.11 Limite a droite

Définition 4.60 Une fonction f: E — F est dite définie a droite du point
a, s'il existe v € R% tel que

la,a+~] CE.

Définition 4.61 Soit f : E — F une fonction définie a droite du point a.
Alors, par définition

lim f(z) =4 <

r—a+

V6>0735a75>0telquex€Eet0<x—a§5a,5:>‘f(ac)—é‘Ss.
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Définition 4.62 Soit f : E — F une fonction définie a droite du point a.
Alors, par définition

lim f(z) =400 <=

r—a+

Vn>0,30,, >0telquer € Eet 0<z—a<d,,= f(z)>n.

Définition 4.63 Soit f : E — F une fonction définie a droite du point a.
Alors, par définition

lim+ f(z) = —0c0 <=

V(<0,304¢c>0telquexe Fet0<az—a<dqc= flz) <(.

Pour ces trois limites, on parle de limite a droite. Les propriétés des
limites quand x tend vers a restent valables.

Proposition 4.64 Soit f : ]a,b] — F une fonction croissante. Alors,

lim f(z)= inf f(x).

z—a+ z€ Ja,b]

Proposition 4.65 Soit f : ]a,b] — F une fonction décroissante. Alors,

lim f(z)= sup f(x).

r—a+t z€ ]a,b]

4.12 Limite a gauche

Définition 4.66 Une fonction f : E — F est dite définie a gauche du point
a, s'il existe v € R% tel que

la—v,a] CE.

Définition 4.67 Soit f : E — F une fonction définie a gauche du point a.
Alors, par définition
lim f(z) ={<=

Ve>0, 30a>0telquez€ Eet0<a—x< 5= |f(z)— (] <e.

Définition 4.68 Soit f : E — F une fonction définie a gauche du point a.
Alors, par définition
lim f(z) =400 <=

Vn>0,3 04, >0telquecre Fet0<a—x<0d,,= f(x)>n
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Définition 4.69 Soit f : E — F une fonction définie a gauche du point a.
Alors, par définition

lim f(z) = —o00 <

V(<0,304¢c>0telquexe Fet0<a—x<dq¢= flz) <(.

Pour ces trois limites, on parle de limite & gauche. Les propriétés des
limites quand z tend vers a restent valables.

Proposition 4.70 Soit f : [a,b] — F une fonction croissante. Alors,

lim f(z)= sup f(x).

z—b— z€a,b[

Proposition 4.71 Soit f : [a,b] — F une fonction décroissante. Alors,

lim f(z)= inf f(z).

z—b— z€a,b|

Proposition 4.72 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage du point
a. Alors,

) lim f(2) = ¢ = lm [(z) = lim f(z)=¢.
2) lim f(2) = +oo <= lim f(z) = lim f(x) = +oo.
3) lim f(z) = —00 = lim f(z)= lim f(r) = —oo.

4.13 Fonctions continues

Définition 4.73 Une fonction f: E — F est dite continue en a € E si

lim f(z) = f(a).

r—a

Proposition 4.74 Soit f : E — F une fonction définie au voisinage du point
a € E. Alors,

f continue en a <=
Ve >0, 30 >0tel quex € E et |v—a| <dae = |f(x) — fla)] <e

Proposition 4.75 Une fonction f : E — F définie au voisinage du point
a € E est continue en a si et seulement si pour toute suite (z,) d’éléments de
E qui converge vers a, la suite des images (f (x,)) converge vers f(a).
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4.13.1 Propriétés

Soient f, g : B — F deux fonctions continues en a. Alors,

1) Linéarité. Va, 8 € R : la fonction (af + Bg) est continue en a.
2) Les fonctions fg, f/g, |f], fT et f~ sont continues en a.

3) Les deux fonctions hi, he : E — F définies respectivement par

(f(2) +g(x) + |f(2) — g(2)])

N =

hi(z) = max{ f(z), g(z)} =

et

(f(2) +g(@) = [f(2) — g(x)])

NN

ha(x) = min{ f(x), g(2)} =

sont continues en a.

Proposition 4.76 Soient f : E — F une fonction continueena et g: A — B
une fonction continue en f(a). De plus, on suppose que Im f C A. Alors, la
fonction composée go f : E — F est continue en a.

Définition 4.77 Soient a ¢ E et f : E — F une fonction telle que lim f( )=
¢ avec ¢ € R. Alors, la fonction f : EU {a} — R définie par

{f(x) sizeE

/ siz=a

fla) =

est appelée le prolongement par continuité de la fonction f en a.

4.14 Continuité unilatérale

Définition 4.78 Une fonction f : E — F est dite continue a droite en
a € I si

lim f(z) = f(a).

r—a+

Les propriétés données pour la continuité en un point restent valables.

Définition 4.79 Une fonction f : E — F est dite continue a gauche en
a € E si

lim f(z) = f(a).

r—a—

Les propriétés données pour la continuité en un point restent valables.

Proposition 4.80 Une fonction f : E — F est continue en a € FE si et
seulement si elle est continue a droite et a gauche en a.
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4.15 Continuité sur un sous-ensemble

Définition 4.81 Une fonction f : E — F est dite continue si elle est continue
en chaque point de F.

Définition 4.82 On désigne par C(E, F') 'ensemble des fonctions continues
f:E—F.

Définition 4.83 Soit a < b. La fonction f : [a,b] — F est dite continue si
elle est continue en chaque point de lintervalle ouvert ]a, b[, continue & droite
en a et a gauche en b.

Définition 4.84 Soit ¢ < b < +oo. La fonction f : [a,b] — F est dite
continue si elle est continue en chaque point de Uintervalle ouvert |a, b et
continue a droite en a.

Définition 4.85 Soit —co < a < b. La fonction f : |a,b] — F est dite conti-
nue si elle est continue en chaque point de U'intervalle ouvert |a, b[ et continue
a gauche en b.

Proposition 4.86 (Théoréme de la valeur intermédiaire) Soient a < b
et f : [a,b] — F une fonction continue. Alors, f atteint son minimum, son
maximum et toute valeur comprise entre ces deux valeurs. Autrement dit,

Imf=| min f(z), max f(z)

a<z<b a<z<b

Le théoréme de la valeur intermédiaire implique, entre autres, que la fonc-
tion f prend toute valeur comprise entre f(a) et f(b).

Proposition 4.87 Soient a < b et f : [a,b] — F une fonction continue telle
que f(a)f(b) <0. Alors, ’équation f(z) = 0 admet au moins une solution dans
Pintervalle fermé [a, b].

Proposition 4.88 Soit f : [a,b] — F une fonction continue et injective. Alors,
1) Si f(a) < f(b), la fonction f est strictement croissante.

2) Si f(a) > f(b), la fonction f est strictement décroissante.

Proposition 4.89 Soient I un intervalle et f : I — F une fonction continue.
Alors, Im f est un intervalle.

Proposition 4.90 Soient I un intervalle et f : I — F une fonction continue
et injective. Alors, [ est strictement monotone. De plus,
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1)SiI=]a,b[:
} hm+ f(z), liIil f(:c)[ si f est croissante
Imf =
} hril f(z), hm+ flx ){ si f est décroissante.
2)SiI=]ab] :
(a), 111? f(z ){ si f est croissante
Im f =
111})1 flx), f (a)} si f est décroissante.
3)SiI=
hm+ , f (b)} si f est croissante
Im f =
hm+ f (a:)[ si f est décroissante.
4)Si I = [a,b]

I f — [f(a), f(b)] sif est croissante
mi= [f(b), f(a)] sif est décroissante.

Proposition 4.91 Soient I un intervalle et f : I — F une fonction continue et
bijective. Alors, sa fonction réciproque f =1 : F — I est continue et strictement

monotone.

4.16 Continuité uniforme

Définition 4.92 Soit I un intervalle. Une fonction f : I — F est dite unifor-
mément continue si a tout € € R, on peut associer 6. € R tel que z, y € I

et |z — y| < d. impliquent |f(z) — f(y)| < e.

Proposition 4.93 Soit I un intervalle. Une fonction f : I — F uniformément

continue est continue.

Proposition 4.94 Soient a < b et f : [a,b] — F une fonction continue. Alors,

f est uniformément continue.
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4.17 Convergence simple

Définition 4.95 On dit qu'une suite (f,) d’éléments de F (E, F) converge
stmplement vers la fonction f : E — F si pour tout x € F :
dim (o) = f(x).

Une telle fonction f étant unique, on dit que f est la limite simple de la
suite (fy).

4.18 Convergence uniforme

Définition 4.96 On dit qu’une suite (f,) d’éléments de F (E, F') converge
uniformément vers la fonction f : E — F si a tout € € R, on peut associer
un entier n. > 0 tel que n > n. implique

sup | fn(2) — f(z)| <e.
rel

Une telle fonction f étant unique, on dit que f est la limite uniforme de
la suite (fy).

Proposition 4.97 Si une suite (f,) d’éléments de F (E, F') converge unifor-
mément vers la fonction f : E — F, elle converge aussi simplement vers cette
fonction.

Proposition 4.98 (Linéarité) Soient (f,) et (g,) deux suites d’éléments de
F (E, F) qui respectivement convergent uniformément vers les fonctions f et g.
Alors, pour tout couple « et 3 de R, la suite (af,, + Bgn) converge uniformé-
ment vers af + f3g.

Proposition 4.99 Soit (f,)une suite d’éléments de F (E, F') qui converge uni-
formément vers la fonction f : E — F. De plus, on suppose que toutes les
fonctions f, sont continues en a. Alors, la fonction f est aussi continue en a.

Proposition 4.100 Soit (f,)une suite d’éléments de C (E,F) qui converge
uniformément vers la fonction f : E — F. Alors, f € C(E, F).

Proposition 4.101 (Théoréme de Dini) Soit a < b. Toute suite monotone
(fn) d’éléments de C ([a, b], F') qui converge simplement vers une fonction conti-
nue f : [a,b] — F, converge uniformément vers f.

Proposition 4.102 Soient a < b et (f,) une suite d’éléments de F ([a,b], F)
qui converge simplement vers la fonction continue f : [a,b] — F. De plus, on
suppose que toutes les fonctions f, sont croissantes (resp. décroissantes). Alors,
la convergence est uniforme.
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Proposition 4.103 (Permutation des limites) Soit (f,) une suite d’élé-
ments de F (E, F) qui converge uniformément vers la fonction f : E — F. De
plus, on suppose que pour tout entier n > 0 : lim f,(z) = ¢, € R. Alors, les
deux limites e

lim (lim fn(:c)) et lim ( lil}_l fn(:c))

n—-+oo \r—a

existent et sont égales.

Ce résultat reste valable si I’'on remplace a par —oco ou +00.

4.19 Fonctions trigonométriques

4.19.1 Fonction arc sinus

Définition 4.104 La fonction sin : [, 2] — [—1, 1] étant bijective, elle ad-

202
met une fonction réciproque appelée arc sinus et notée Arcsin. Cette fonction
Arcsin : [-1,1] — [5E, Z] est continue, strictement croissante et impaire.

. . -T
y = Arcsine <=z =siny et y € {— }

272
r =siny y = Arcsinz

w2 ‘

I i 3

itk i 1 s
3 0 /2 Y 3 0 1 x

— 1 |
L —7/2
Fig. 4.2 Fig. 4.3

4.19.2 Fonction arc cosinus

Définition 4.105 La fonction cos : [0, 7] — [—1, 1] étant bijective, elle admet
une fonction réciproque appelée arc cosinus et notée Arccos. Cette fonction
Arccos : [—1,1] — [0, 7] est continue et strictement décroissante.

y = Arccosz <=z =cosy et y € [0,7].
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Ax =cosy y = Arccosz

1
/2
0 v
1 =z
I
Fig. 4.4 Fig. 4.5

4.19.3 Fonction arc tangente

Définition 4.106 La fonction tg : | <=, 5[ — R étant bijective, elle admet
une fonction réciproque appelée arc tangente et notée Arctg. Cette fonction

Arctg : R — ] =5 5[ est continue, strictement croissante et impaire.

-
y:Arctgx:)x:tgyetye}— [

272
T =1tgy y = Arctgx
w/2
1
—7/2 0 7n/2 vy 0 1 x
—7/2
Fig. 4.6 Fig. 4.7

4.19.4 Fonction arc cotangente

Définition 4.107 La fonction cotg : ]0, 7[ — R étant bijective, elle admet une
fonction réciproque appelée arc cotangente et notée Arccotg. Cette fonction
Arccotg : R — ]0, 71| est continue et strictement décroissante.

y = Arccotg x <= x = cotgy et y € |0, 7[.
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x = cotgy y = Arccotg x

\ ﬂ-/Q

Fig. 4.8 Fig. 4.9

4.20 Fonction exponentielle

n

—+o0

Définition 4.108 Puisque pour tout x € R, la série > — est absolument
n=0 T

convergente (critere de d’Alembert), on pose, par définition

+o0
" "
€ Z |-
n:
n=0

La fonction exp : R — R’ définie par exp(x) = e” est appelée fonction expo-
nentielle. Elle est continue, strictement croissante et bijective.

Par convention : 0° = 0! = 1.

y = exp (z)
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Propriétés
1)VezeR: e’ > 0.
+001 1 n
2 O=letel =) —=e= Ii 1+—) .
) ¢ e T;n! ¢ nlrfw(—’_n)
3) lim e =0 et 11141_1 e’ = +00.
Y Vr,yeR: etV =e" eV,
1
5) Ve eR: e r=—.
6.’1}
. L,k P
6) Ve R} et ke N: e >Eete < E-
VzeR: e = lim (1+f).
n—-4o0o n

4.21 Fonction logarithme népérien

Définition 4.109 La fonction exponentielle étant une bijection de R dans R,
elle admet une fonction réciproque, appelée logarithme népérien et notée
In. Cette fonction In : R} — R est continue et strictement croissante. Par
définition,

y=lhr<=x=¢€".

y=Inzx
11
0 1 T
Fig. 4.11
Propriétés

1) Inl=0et lIne=1.

2) lim Inz =—coet lim Inzx=+4oco.
r—0+4 T—+00

3)Vae,yeRYL : Inazy=Inz +Iny et lng =lnz —Iny.

) VzreR: Ine* =z.



48 Fonction logarithme de base a
4.22 Fonction logarithme de base a

Soient a > 0 et a # 1. La fonction notée log, : R} — R et définie par

) Inx

0g, T =—,

8a Ina

est appelée logarithme de base a. Cette fonction est continue, bijective, stric-
tement croissante si a > 1 et strictement décroissante si 0 < a < 1.

y =log,x y = log, x
1 | /
o] 1 r 0 1 T
O0<axl1 a>1
Fig. 4.12 Fig. 4.13
Propriétés
1) log,1=0et log,a=1.
2)Si0<a<1: lim log,z=+occet lim log,z=—c0.
r—0+ xr—-+00
3)Sia>1: lim log,x = —ocoet lim log,x = 4o00.
z—0+ r—-+o00
HhVa,yeRy:

log, zy = log, « + log, y et log, L log, x —log, y .
Yy

4.23 Fonction exponentielle de base «

Définition 4.110 Soient a > 0 et @ # 1. La fonction log, : R} — R étant
bijective, elle admet une fonction réciproque, appelée fonction exponentielle
de base a et notée exp,. Cette fonction exp, : R — R’ est continue, stricte-
ment croissante si a > 1 et strictement décroissante si 0 < a < 1. De plus, par
définition, on pose

a” = exp, .
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Y = Xp,T Y = exp,T

0 1 T 0 1 T
0<ax<l1 a>1
Fig. 4.14 Fig. 4.15
Propriétés
1)VzeR: a® = exp, x = "M,
2) a’=1leta' =a.
3)Sio<a<1: lim a” = +o0 et liT a®=0.
4)Sia>1: lim a®=0et liT a® = +4o00.
5) Ve eR: Ina® =zlnaet log,a” =x.
6) Vo,y e R : a®tV = a"a¥ et (a®) =a™V.
1 1"
VereR: a“z—z(—) .
a® a
8) Ve eR: (ab)® = a"b” et (%) 22—1.

4.24 Fonction puissance

Définition 4.111 Soit o un nombre réel fixé. La fonction f : R} — R% définie
par
f((E) — o = ealnas7

est appelée fonction puissance. Cette fonction est continue, strictement crois-
sante si a > 0, constante si & = 0 et strictement décroissante si o < 0.
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y=z
a>1 a=1
O<ax<l
1 a=20
a<0
0 1 T
Fig. 4.16
Propriétés
DSia<0: lim z%=+4occet lim z%=0.
z—0+ T——+00
2)Sia>0: lim 2% =0et lim 2%=4o00.
x—0+ x——+00
3) Vo e RY : log, % = alog, x .
4) Vo eR: : 2P = 2920 et (2*)° = 2P
5 Va,y e RY : (zy)* = 2™y~
z\* a2
af
7)Si0<a<leta>0: lim — =0.
r——+oo &
a.’.E
8)Sia>1: lim — =+o0.
r—-+oo %
log, =
9 Va>0: lim ~22% _ et lim x*log, x =0.
z—4oo z—0+

4.25 Fonctions hyperboliques

4.25.1 Fonction sinus hyperbolique
Définition 4.112 Soit sh : R — R la fonction définie par

e’ —e
shz —
shx 3

Cette fonction est appelée fonction sinus hyperbolique. Elle est continue,
bijective, strictement croissante et impaire.
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y=shx
1,,
0 1 T
Fig. 4.17

4.25.2 Fonction sinus hyperbolique inverse

Définition 4.113 La fonction sh : R — R étant bijective, elle admet une
fonction réciproque appelée argument sinus hyperbolique et notée Argsh.
Cette fonction Argsh : R — R est continue, strictement croissante et impaire.
De plus, pour tout z € R :

Argshz = In (:c+ 1+x2) .

y = Argshx
11
0 1 x
Fig. 4.18

4.25.3 Fonction cosinus hyperbolique
Définition 4.114 Soit ch : R — [1, +o0] la fonction définie par
et +e”*

hx =
cnr B
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Cette fonction est appelée fonction cosinus hyperbolique. Elle est continue
et paire. De plus, elle est strictement décroissante sur |—o0,0] et strictement
croissante sur [0, 4+o0].

y=chx
=
ol 1 z
Fig. 4.19

4.25.4 Fonction cosinus hyperbolique inverse

Définition 4.115 La fonction ch : [0,4+o0c0] — [1,+o00[ étant bijective, elle
admet une fonction réciproque appelée argument cosinus hyperbolique et
notée Argch. Cette fonction Argch : [1,+oo[ — [0, +00[ est continue et stricte-
ment croissante. De plus, pour tout x € [1, +00] :

Argchz =1n (a: +Va? — 1) .

y = Argchx
1 4
0 1 T
Fig. 4.20

4.25.5 Fonction tangente hyperbolique
Définition 4.116 Soit th: R — ]—1, 1] la fonction définie par

shz et —e™ "

thet = —= ——.
che e*+e®
Cette fonction est appelée fonction tangente hyberbolique. Elle est continue,
bijective, strictement croissante et impaire.
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y=thx

Fig. 4.21

4.25.6 Fonction tangente hyperbolique inverse

Définition 4.117 La fonction th : R — |—1,1[ étant bijective, elle admet
une fonction réciproque appelée argument tangente hyperbolique et notée
Argth. Cette fonction Argth : |—1,1] — R est continue, strictement croissante
et impaire. De plus, pour tout =z € |]—1,1] :

Argtha = 1 1n<1+x>.

2 1—=
y = Argthx
1,,
-1 0 1 =z
Fig. 4.22

4.25.7 Fonction cotangente hyperbolique
Définition 4.118 Soit coth : R* — |—o0, —1[U]1, +0o0] la fonction définie par

th 1 chx e*+4e*
cothr=—=—=———
thx shx e —e 7
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Cette fonction est appelée fonction cotangente hyberbolique. Elle est conti-
nue, bijective et impaire. De plus, elle est strictement décroissante sur chacun
des deux intervalles ouverts |—o0, 0] et ]0, 4+o00].

y = cothx
1
0 1 T
-1
Fig. 4.23

4.25.8 Fonction cotangente hyperbolique inverse

Définition 4.119 La fonction coth : R* — |—00, —1[U]1, +00] étant bijective,
elle admet une fonction réciproque appelée argument cotangente hyperbo-
lique et notée Argcoth. Cette fonction Argcoth : |—oo, —1[U]1, +oo[ — R* est
continue, impaire et strictement décroissante sur chacun des deux intervalles
ouverts |—oo, —1[ et |1, +00[. De plus, pour tout € |—oo, —1[U]1, +o0] :

Argcothx = % In <$+ 1) .

rx—1

y = Argcothz

Fig. 4.24
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4.26 Exercices

mite que
41 lim (42 +5) = 13.
4.2 zlin713 (Jz| —2”) = 30.
4.3 Calculer
. b5x3 43z
hm —_— .
z—0 6x
4.4 Soit n € N*. Calculer
lim -1
=1 x—1 "~
4.5 Soient o € R* et n € N*. Calculer
i & )" —a”
x—0 x
Calculer
46 lim 22
z—2+ /2 — 4
47 tim YAFTZ2
x—0 x
. 2+ 2
4.8 1
4.9 111_“{_1 a;(\/a;Q—i—l—:/n
410 Gim YEEELZVIFRL ) es
z—+o00 ﬁ
411 lim YAET T V2T
z—1 /1 -+ 2Qr — \/g
412 lim YETV2HVE -2
z—2+ 2 —4
4.13

4.15

4.16

Calculer
4.17
11111 %(f/:ﬂ—i—z—i—l— §/$2+1).
. Vot a®— Yo+ 23
4.18 lim - 3
x—0 g/_ — /2x — IQ
4.19 Soit n € N*. Calculer

i Ve V2
xr—2

x—2

Calculer

4.20

. x3 — 3242
lim —————— .
-1 g3 —x2 —x+1

z4—$3+z2—z

4.21 ig o
3 2
422 lim 2Tl
x— 400 I3 +x
. 3
4.23 il—»ml <l—z - 1—z3)
4.24 lin}) [x]
T
4.25 li —_— .
zﬂu}rloo 1+ [x]
4.26 lim x {l] .
x—0 xT
Montrer que
427 lim 2% — 1.
x—0 €T
. tgx
4.28 lim —=— =1.
x—0 X
Calculer
429 lim 2%
Tr——400 xT
. 1
4.30 lim zsin—.
xr—+00 €T
o1
4.31 lim sin —.
x—0 €T
432 lim 222

4.33

4.34

e—0+ /T
. 1
lim Arctg —.

z—0+ x
T —cosx

lim - .
z—+oo T 4 SInT



56 Exercices

i 1
435 lim SR2T 454 lim — L SSTE
z—0 sin 5 z—1 sin“mx
436 tg?x 4.55 Soit a € R*. Calculer
z—0 x sin bx - 23— aB
o tg3a® e (77 ) :
o9 sin ( —x
4.37 ili% 26 132 o
_ i — 1-2
4.38 lim z(z _ 1)sin(z — 1) . 4.56 Calculer lim ,ﬂ,
z—1 3 — 3z + 2 e— % sin (1 — 3z)
4.39 lim 6 — cos 8z 4.57 Soit a € R}. Calculer
: x—0 1‘2 ’
S
440 lim sin® 6x . sin® 4x
z—0 tg-x
. sin2x —sin4
4.41 il_,mQ z_2 . Calculer
2, 458 lim z°e™ ”
442 lim 521 s—too
z—0 I2 2 x
cos 2% — 1 4.59 lim z°5
443 lim 222 e
z—0 sinx 4.60
V1=
444 lim Y- 98T lim z2 (e“é - ez)(efﬁ% — efz) .
z—0 |:L‘| x—+00
tg® zsi L e
xsin —
. 4.61 1 .
4.45 ili% . cosag:c . 230 sin 22
1
1 Yz
sin® z° Arctg — 462 lm &
4.46 lim —2x z—0+ sinz
z—0 (] — )
(1= cosa) _ In(32°+1) —3hna
4.47 Soient «, B € R*. Calculer 4.63 ZETOO :
T sin —
. x sin ax x
o T — cos Bz’ 464 lim Inzln(l —z).
x—04
Calculer 4.65 lim 27",
xr—+00
z°sin — )
448 lim — L 166 lim (ve ™ +yEe V).
z—0 tg X T — 00
/ 27 +1
440ty EOTTIZY 467 lim
_ - 4.68 Soit a > 0. Montrer que
450 lim Y1TBT 3‘/1 tsmz
z—0 sin” r I e’ n
im — = +o0.
451 lir% (tg 3z — t2g z)tgx . z—+oo T
o z 4.69 Pour quelles valeurs de o« € R, la
4.52 lim &' limite
z—0 cotg 4x — cotg 3x
Dt 1 lim 2 + 60z’ — 7otz
453  lim -Dtgz-1) T a3 — 13

1 —sin T T
2 existe-t-elle 7
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4.70 Pour quelles valeurs de a € R, la
limite
(z® = 202” + o'z) In |z

lim 5
(z—1)(z—a)

T—o

existe-t-elle 7

4.71 Pour quelles valeurs de a € R, la
limite

(z* — 202® + 42°) tg” (z — )

lim
(x—a)

T—a

existe-t-elle 7

4.72 Pour quelles valeurs de a € R, la
limite
lim (a®x® — 2022 + 2?) tg(z — )
z—a sin’(x — )

existe-t-elle ?

4.73 Pour quelles valeurs de a € R, la
limite

' + az® — 8ax

I
2% Tsin (at — x4)

existe-t-elle 7
4.74 Pour quelles valeurs de a € R, la
limite
2% — 202" 4+ (o + 1) 2*
(z—a)tg(z—a)

lim

existe-t-elle ?

4.75 Pour quelles valeurs de «, 3 € R, la
limite
2 1
z“sin — + a|z|
lin}) - r

2+

1
cos —
T

existe-t-elle ?
4.76 Pour quelles valeurs de «a, 8 € R,
on a
(@®—=1)(B—2)+4z+2°
a? (B+2)z + afz?

4.77 Pour quelles valeurs de o, 3 € R,
on a

lim =17
z—0

. (a* —1)(8—4) + 4Bz + 62>
w0 (B4 2a+ (@2 + B

4.78 Pour les deux fonctions f, g : R
— R définies respectivement par

_J z+3 siz>0
f(x)i{af siz <0

et
() = 2v+1 siz >3
I = 2 sixz <3,

calculer go f et fog.

4.79 Soient f,g : R — R deux fonc-
tions croissantes. Montrer que la fonc-
tion composée go f : R — R est aussi
croissante.

4.80 Soient f, g : R — R deux fonctions
décroissantes. Montrer que la fonction
composée go f : R — R est croissante.

4.81 Trouver toutes les fonctions [ :
R — R telles que f o f = Idg.

4.82 Soit f : R —[0,4+00[ une fonction
impaire. Montrer que f est identique-
ment nulle.

4.83 1) Montrer qu’'une fonction f : R —
R dont la courbe C est symétrique par
rapport a la premiere bissectrice sans
étre celle-ci, n’est pas croissante.

2) En dédutre que si f est continue, elle
est strictement décroissante.

3) Donner un exemple d’une fonction f :
R — R non décroissante dont la courbe
C est symétrique par rapport & la pre-
miere bissectrice.

4.84 Montrer que la courbe C de la
fonction f : R — R admet le point
Q = (a,b) pour centre de symétrie si
et seulement si la fonction g : R — R
définie par g(t) = f(a +¢) — b est im-
paire.

4.85 Montrer que la courbe C' de la fonc-
tion f : R — R admet pour axe de sy-
métrie la droite verticale x = a si et
seulement si la fonction g : R — R dé-
finie par g(t) = f(a +t) est paire.

4.86 Soit f : R — R la fonction définie
par
2z
Trouver Im f. La fonction f est-elle in-
jective ?
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4.87 Montrer que la fonction f
— ]0,1[ définie par

fa) = V1=

est bijective. Calculer sa fonction réci-
proque f~ 1.

:]-1,0]

4.88 Montrer que la fonction f : R —
R% définie par

est bijective. Calculer sa fonction réci-
proque f 1.

4.89 Montrer que la fonction f: R — R
définie par
2z
et —4
f) =

est bijective. Calculer sa fonction réci-
proque f~1.

4.90 Montrer que la fonction f :
— [1, 4+o0[ définie par

[0, +o0[

2 eQz

J@) = =

est bijective. Calculer sa fonction réci-
proque f~ 1.

4.91 Soient f, g : R — R les deux fonc-
tions définies respectivement par

f(@) =[] + (¢ — [2])°

et
= [z] + vz — [2].

Montrer que g = .

4.92 Soit f : R — R une fonction bijec-
tive et impaire. Montrer que sa fonction
réciproque f~! : R — R est aussi im-
paire.

4.93 Montrer que pour tout z € [—1,1] :
Arcsinx + Arccosz =
4.94 Montrer que pour tout z € R :

Arctg x 4+ Arccotgx =

ST OR I

4.95 Pour z € [—1,1], simplifier
Arcsin ( 1-— 2:2)
4.96 Pour x € [Tﬂ, %] simplifier
Arcsin m .
4.97 Pour z € |—m, [, simplifier
1—cosz
Arctg Trcoss”

4.98 Pour z € [0, 27|, simplifier

Arcsin 4/ 1_% .

Pour z € [0, 27], simplifier

1+ costz —sin* z
Arccos 5 .

4.100 Pour z € [0, 7|, simplifier

4.99

Arccos |cos2 z —sin® z| .
4.101 Démontrer que pour tout
ze[-1,1]:
Arccos (1 — 22%) = 2 Arcsin |z].

Résoudre

4.102
2
ArCSin (H——xﬂ>
+ Arccos 1_—962 =0
1+22)

Arcsin 2z — Arcsin V32 = Arcsinz .

4.104 Arcsiny/bx — Tx2 =

4.105

4.103

Arccosx.

1
Arctg(l — 2z) — Arctg (gc + 5) = g .
4.106 Pour quelle valeur de o € R, la

fonction f : ]—%, % [ — R définie par

1 2z+/1 — 2
— Arctg | ——
T 1 — 222

flz) =

si0<|x|<%
a siz=20

est-elle continue en 0 7
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Résoudre
4.107 log, 4° = g .
4.108 2%® —2°Tl 4 1=0
4109 2%72 _92%2® _3=
2 2
z°4+y =13
4.110 { Inz?+Iny? =2In6

y:
4.111 {333 y

4.112 Soit a # b. Montrer que la fonc-
tion f: R — R définie par
sizeQ

r={ 5 5red

est discontinue en chacun de ses points.

4.113 Etudier la continuité de la fonc-
tion f: R — R définie par

f(z) =z lim

4.114 Etudier la continuité de la fonc-
tion f : R — R définie par

2n
cos“" x
= Arcsi li .
f@) resin (niI}rloo 1 4 sin?" :L‘)
4.115 Etudier la continuité de la fonc-
tion f: R — R définie par

lim ( lim cos
m— 400 n—-—+oo

flz) = n (m!m;)> .

4.116 Etudier la continuité de la fonc-
tion f : [0,4+o00o[ — R définie par
"2 (1 + sin?" m)

4.117 Etudier la continuité de la fonc-
tion f : [0, 4o00[ — R définie par

lim
n—-+oo

flz) =

" 3(1 + cos? z)
,3/ 1,3n + 55n '

4.118 Etudier la continuité de la fonc-
tion f: R — R définie par

lim
n—-—+oo

flz) =

) = six #0
0 siz=0.

4.119 Montrer que la fonction f : R — R
définie par
x siz ¢ Q
flx) = .
l—z size@Q

est continue en % et discontinue ailleurs.
4.120 Montrer que la fonction f : R — R
définie par
siz <0

siz=0

T sin cosT sizx>0
Nz

est continue en 0.

4.121 Soit f : R* — R la fonction définie
par

1 1
f(x) = zsin — 4 cos .

z Vlzl
Peut-on la prolonger par continuité
en 07?7

4.122 Soit f : R — R la fonction définie
par

VvVt +1— (az® +b)

1—
n cozs(ca;)

f(@) = six #0

T
0 siz=0.

Trouver a, b, ¢ € R de sorte que f est
continue en 0 et lim f(z) = —3.

4.123 Soit f : E — F une fonction qui
n’est pas localement constanteau voi-
sinage du point a et supposons qu’il
existe un nombre réel £ et une fonction
0 : R} — RY vérifiant la propriété sui-
vante :

re€Eet0<|z—al <d(e)
= |flx) (| <e

pour tout €
lim §(e) = 0.
e—0+

€ Ri. Montrer que

4.124 Trouver le maximum et le mini-
mum de la fonction f : [-1,1] — R
définie par f(z) = |2° — x| + |a.
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4.125 Soient f, g : [a,b] — R deux fonc-
tions continues. Montrer que

25,0+ i, 0@
< max (f(2) +9(2)).

4.126 Soit f : R — R une fonction dé-
croissante sur |—oo,0[, croissante sur
10, +o0[ et continue en 0. Montrer que
f atteint son minimum en ce point.

4.127 Soient a < b et f : [a,b] — R
une fonction continue. On suppose que
f admet un maximum local en a et un
autre en b. Montrer qu'il existe ¢ € ]a, b]
pour lequel f admet un minimum local.
4.128 Soient a < b et f : [a,b] — R
une fonction croissante telle que Im f =

[f(a), f(b)]. Montrer que f est conti-
nue.

4.129 1) Soit I un intervalle. Montrer
que la fonction f : I — R est mono-
tone si et seulement si pour tout triplet
r<y<zdel:

(fly) = f()) (f(y) = f(2)) 0.

2) En déduire que si la fonction f n’est
pas monotone, il existe trois éléments
r < s < t de I pour lesquels on a l’al-
ternative suivante :
ou bien f(s) > max{f(r), f(t)}
ou bien f(s) < min{f(r), f(t)}.

4.130 Soient a < b et f : [a,b] — R
une fonction continue n’admettant au-
cun extremum local dans Dintervalle
ouvert Ja,b[. Montrer que f est stric-
tement monotone.

4.131 Soient f, g : R — R deux fonc-
tions continues telles que pour tout z €
Q: f(z) = g(z). Montrer que f = g.

4.132 Montrer que I'équation

m5+m3+m+\/§—1:0
admet une et une seule racine réelle.

4.133 Montrer que ’équation

52" +32° + 102 —3=0

admet une et une seule racine réelle et
qu’elle est positive.

4.134 Pour quelles valeurs de a, 8 € R,
I’équation

a2x3+x—|—ﬁ:0

admet-elle une unique racine dans I’in-
tervalle fermé [0, 1] ?

4.135 Pour quelles valeurs de a € R,
I’équation

P +Vr—a=0

admet-elle une unique racine dans l’in-
tervalle fermé [0, 1] ?

4.136 Soient a < bet f:]a,b[ — R une
fonction continue telle que

lim

r—b—

li = —oo et
gy (7} = —ooce

(z) = +o0.

Montrer que Im f = R.

4.137 Soit f : [0,5] — R une fonction
continue. Montrer qu’il existe au moins
un élément a de l'intervalle fermé [0, 5]
pour lequel

13 £(0) + 24 £(5) = 37 f(a) .

4.138 Montrer que tout polynéme a
coefficients réels de degré impair admet
au moins une racine réelle.

4.139 Soit f : [0,2] — R une fonction
continue telle que f(0) = f(2). Mon-
trer qu’il existe au moins un élément «
de [0, 1] pour lequel on ait

f(a) = fla+1).

4.140 Soient f,g :[0,1] — R deux fonc-
tions continues vérifiant f(0) = g(1) =
Oet f(1) = g(0) = 1. Montrer qu’a tout
«a > 0, on peut associer un élément x,,
de [0, 1] tel que

fza) = ag(za).

4.141 Soient a < bet f: [a,b] — R une
fonction continue telle que f(a) = a et
f(b) = b et soit g : [a,b] — [a,b] une
fonction continue. Montrer qu’il existe
au moins un élément ¢ de [a, b] pour le-
quel f(c) = g(c).
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4.142 Soient f,g:[0,1] — R deux fonc-
tions continues telles que f < g. Mon-
trer qu’il existe une constante ¢ < 0
telle que pour tout z € [0,1] :

flz) <glx) +e.

4.143 Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction
s’annulant en 0 et telle que pour tout
couple z,y de R :

[f (@) = f)l = |z =yl

Montrer que pour tout = € [0,1]
1) = .

4.144 Soient a < bet f : [a,b] — [a,b]
une fonction croissante.

1) Montrer que f admet un point fixe.

2) Que devient ce résultat si f est sup-
posée décroissante 7

4.145 Soient ¢ < a < b < d et f :
[a,b] — [c,d] une fonction surjective
et continue. Montrer que f posseéde au
moins un point fixe.

4.146 Soient f : [0,1] — R une fonc-
tion continue telle que f(0) = 0 et
f(1) = 4. Montrer qu'il exite au moins
un élément c¢ de [O, %] pour lequel on

ait f(c+3)—f(c)=2.

4.147 Soient a < b et f,g : [a,b] —
R deux fonctions continues telles que
Im f C Img. Montrer qu’il existe au
moins un élément c de [a, b] pour lequel
on ait f(c) = g(c).

4.148 Montrer que la fonction

f: [0, i] — [0, %] définie par

est z5-contractante.

4.149 Théoréeme du point fixe de Ba-
nach.
Soient @ < b et f : [a,b] — [a,b] une
fonction k-contractante.

1) Montrer que f admet un unique point
fixe ¢ dans [a, b)].

2) Soit (zn) la suite récurrente définie
par

Tnt1 = f(xn) et a <xo < b.

Montrer que pour tout couple d’en-
tiers m>n>1:

n

|f (xo) — ol .

k
m n<
fom —2al < 77

3) En déduire

lim z,=c.
n—-+oo

4) Montrer que pour tout n € N* :

n

k
1-k

| f(z0) — ol .

|zn — ] <

4.150 Soit f : [0,3] — [0, 3] la fonction
définie par

—z?2 4+ 3z +4
f(l“):f-

1) Vérifier que Im f C [0, 3].
2) Montrer que f est k-contractante.

3) Trouver son point fixe.

4.151 Soient f : R — R une fonction k-
contractante et a € R tel que f(a) # a.
Montrer que

f(a—a,a+a])Cla—a,a+q]

_ |f(a) —q
avec o = " —— .
4.152  Soit f : [0, +00[ — R une fonction
continue telle que pour tout x > 0 :

|f(x)] <.
1) Vérifier que f(0) = 0.
2) Montrer qu’a tout couple 0 < a < b,

on peut associer 0 < p < 1 tel que
pour tout = € la,b[ : |f(x)| < pz.

3) Que devient ce résultat sia =07?

4.153 Montrer que la fonction f : [0, 1]
— R définie par f(z) = +/x est unifor-
mément continue mais qu’elle n’est pas
lipschitzienne.
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4.154 Soient a < b et f : ]Ja,b] — R
une fonction continue. Montrer que f
est uniformément continue si et seule-
ment si les deux limites

lim f(z) et

Jm, [im f(z)

existent.

4.155 Montrer que la fonction f
10, +00[ — R définie par

.1
fx) = zsin —

est uniformément continue.

4.156 Soient a > 0 et f : Ja,+oo] — R
la fonction définie par

1) Montrer que f est uniformément
continue.

2) Que peut-on dire sia =07

4.157 Soit f : [0, +00] — R une fonction
uniformément continue. Montrer qu’il
existe deux constantes « et 3 telles que
pour tout z € [0, +o0] :

[f(z)| <azx+8.

4.158 Soient a € Ret f : ]a,+oo[ — R
une fonction continue. De plus, on sup-
pose que

lim f(z) =41 et

r—a+

L ) =12

avec {1,0> € R. Montrer que f est uni-
formément continue.

4.159 Soit f : R — R la fonction définie
par

1 sizeQ
ﬂ”_{o sizgQ.

Trouver toutes les périodes de f.

4.160 Soit f : R — R une fonction conti-
nue et périodique de période T > 0.
Montrer qu’il existe a € [0, %] pour le-
quel f(a) = f(a+ L).

4.161 Soit f : R — R une fonction pé-
riodique.

1) Vérifier que la fonction |f| est aussi
périodique.

2) La réciproque est-elle vraie ?

4.162 Soient £ € Ret f : R — R une
fonction périodique telle que

lim f(z)="2¢.

x— 400
Montrer que f est constante.

4.163 Soient f : R — R une fonction pé-
riodique et g : R — R une fonction in-
jective. Montrer que T' est une période
de f si et seulement si T est une période
degof.

4.164 Trouver la période de la fonction
f : R — R définie par

f(x) = Arcsin (cos2 ).
4.165 Soit f : R — R une fonction conti-
nue et périodique.
1) Montrer qu’elle est bornée.

2) Que devient ce résultat si f n’est pas
supposée continue ?

4.166 Soit f : R — R une fonction telle
que pour tout x € R :

fE+1)+ flz—1)=vV2f(x).

Montrer que f est périodique. Donner
un exemple d’une telle fonction.

4.167 Soit a € ]0,1[. A chaque entier
n > 0, on associe la fonction f,
10, a] — R définie par f,(z) = z".

1) Montrer que la suite ( fn) est unifor-
mément convergente.

2) Que devient ce résultat sia =17

4.168 A chaque entier n > 0, on associe

la fonction fy, : [O, %] — R définie par

n . x
n(@)=ax +sin| ——|.
Jn(@) (n + 1)
Montrer que la suite (f) est uniformé-
ment convergente.
4.169 A chaque entier n > 0, on associe

la fonction f, :]0,1[ — R définie par
fn(z)

_ nx
T l4nz’
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1) Calculer la limite simple de la suite

(fn)-
2) La convergence est-elle uniforme ?

4.170 A chaque entier n > 1, on associe
la fonction f, : [1,3] — R définie par

fu(z) =z (14 Vnx).

Montrer que la suite (f,) est uniformé-
ment convergente.

4.171 Soit a < b. A chaque entier n > 0,
on associe la fonction croissante f, :
[a,b] — R. De plus, on suppose que la
suite (fn) converge simplement vers la
fonction continue f : [a,b] — R. Mon-
trer que la convergence est uniforme.

4.172 A chaque entier n > 0, on associe
la fonction polynomiale P, : [0,1] — R
définie par Po(z) =0 et

Patr(z) = Pa(z) +

1) Montrer que pour tout z € [0,1] et
tout entier n > 0 :

0 < Po(z) < Papa(z) < Va.

2) En déduire que la suite (P,) converge
uniformément vers la fonction f
[0,1] — R définie par f(z) = /=.

3) Montrer qu'il existe une suite de fonc-
tions polynominales @y : [-1,1] = R
qui converge uniformément vers la
fonction g : [-1,1] — R définie par
9(z) = |zl

4173 A la fonction f : [0,1] — R,
on associe le polynéme de Bernstein

B (f,-):[0,1] = R d’ordre n (n > 1)

définie par

Bulh) =3 (Z) f(%) (1)

k=0

Montrer que si la fonction f est conti-
nue, la suite des polyndémes de Bern-
stein  (Bn(f,-)) converge uniformé-
ment vers f.
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4.174 Théoréme d’approximation de
Weierstrass. Soient a < b et f :
[a,b] — R une fonction continue. Mon-
trer qu’a chaque nombre € > 0, on peut
associer un polynéne P (z) tel que

sup ‘f(a:) — Pg(aj)‘ <e.
a<z<b

4.175 Calculer
(I + 1)2n+1 _ I,2n+1
lim lim T .
n—-+oco \ x—+oo (1;2 + 1)n+ _ $2n+2
Peut-on intervertir les deux limites ?

4.176 Calculer
lim

. Inn!
lim .
z—1+ \n—+oo n<

Peut-on intervertir les deux limites ?

4.177 (Permutation des limites) Soit
(fn) une suite d’éléments de F(E, F)
qui converge uniformément vers la fonc-
tion f : E — F. De plus, on suppose
que toutes les fonctions f,, sont conti-
nues en a. Montrer que

lim (lim I (x))

n——+oo \x—a

= lim (nliffoo fn(x)) = f(a).

4.178 Calculer

n
. T
S —— .

k(k+ 1)

lim lim —
n—+ooxz—0 I
k=1
4.179 Calculer la limite de la suite (z,)
définie par

zn =n° max z"(1—z)".
0<z<1

4.180 Soient f : [0,+oc0] — [0,1[ une
fonction continue et (z,) la suite nu-
mérique définie par

Tnt1 =Tn f(Tn) et o =1.
1) Montrer que la suite (z,) converge.
2) Calculer sa limite.

3) Calculer la somme

+oo
> ak (1 - f(21)).
k=0
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4.181 Soient £ € Ret f :]0,400[ — R
une fonction continue telle que

lim (f(z+1)— f(z)) =¢.

r—+00

Montrer que

lim
Tr——400 €T

4.182 Soit f : R — Z une fonction conti-
nue. Montrer que f est constante.

4.183 Soit f : R — Q une fonction conti-
nue. Montrer que f est constante.

4.184 Soit f : Q — Q une fonction telle
que

fl+f)=f(=)fly).

Montrer que f est constante.

4.185 Soit f : R — R une fonction véri-
fiant f(0) # —1 et telle que pour tout
couple z,y de R :

flz+ fly)+=zf(y)
=y+ flx)+yflz).

Montrer que f est bijective.

4.186 Montrer que I'unique fonction f :
R — [0,400[ qui satisfait, pour tout
couple z,y de R, I'égalité

Pz+y) = 2z —y) = 4f(2)f(y)
est la fonction identiquement nulle.

4.187 Montrer qu’il n’existe aucune
fonction f : R} — RL telle que pour
tout couple z,y de R :

F2) > f@+y)(fl)+y).

4.188 Soient B,y > 0et a € R.

1) Montrer que l'intervalle fermé [a — 7,
a + ] contient qu’un nombre fini de
rationnels % avec p € Z et q € N* tels
que

1
- > 4.
q

2) En déduire que la fonction f : R — R
définie par
0 sizgQ*
flx) =

— simzﬁ

avec p € Z*, q € N* et pged (p,q) =1
est continue sur R\ Q" et discontinue

sur Q.

4.189 Soit f : R — R une fonction conti-
nue en a telle que pour tout couple x,y
de R :

flety)=flx)+ f(y).
1) Montrer que la fonction f est conti-
nue partout.
2) En déduire que pour tout z € R :
flx) =z f(1).
4.190 Trouver une fonction f : R —- R

discontinue partout telle que pour tout
couple z,y de R :

flx+y)=f(z)+ fly).

4.191 Soit f: R — R une fonction crois-
sante telle que f(1) = 1 et pour tout
couple z,y de R :

fle+y)=[fl@)+fy).
Montrer que pour tout t € R : f(t) =t.

4.192 Soit f : R — R une fonction conti-
nue telle que pour tout couple x,y de
R:

s (x—zky) _ f(x);rf(y)'

Montrer que pour tout ¢t € R : f(t) =
(f(1) = £(0)) t+ £(0).

4.193 Soit f : R — R une fonction telle
que pour tout couple x,y de R :

fle+y) = f2) fy).

De plus, on suppose que f est continue
en 0 et f(0) #O0.

1) Montrer que f(0) = 1.

2) Montrer que pour tout z € R :
f(z) > 0.

3) En déduire que f est continue sur R.
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4) En posant o = f(1), montrer que
pour tout z € R : f(z) = a”.

4.194 Soit f : R} — R une fonction telle
que pour tout couple z,y de R} :

flzy) = f(2) f(y) -

De plus, on suppose que f est continue
en 1et f(1)#0.

1) Montrer que f(1) = 1.

2) Montrer que pour tout z € R :
f(z)>0.

3) En déduire que f est continue sur R .

4) En posant o = In f(e), montrer que
pour tout z € R} : f(x) = z“.

4.195 Soit f : R} — R une fonction telle
que pour tout couple z,y de R} :

flzy) = f(z) + f(y)-

De plus, on suppose que f est continue
en 1.

1) Montrer que f(1) = 0 et que pour
tout z € RY :

2) En déduire que f est continue sur R .

3) En posant o = f(e), montrer que
pour tout z € R} : f(z) = alnz.






CHAPITRE 5

Calcul différentiel

5.1 Introduction

Une fonction f: E — F est dite dérivable en a si la limite

i @) = (@)

r—a Tr—a

existe. Cette limite, lorsqu’elle existe, est appelée la dérivée de la fonction f
au point a et on la note f’(a) ou encore %(a). Lorsque f/(a) existe, la droite
d d’équation

y=f'(a)(z —a)+ f(a)
nest autre que la tangente a la courbe C de la fonction f au point A =
(a7 f(a)) et f/(a) = tg 6 la pente de cette tangente.

= X
y = f() J
C
A
)
0 T
Fig. 5.1

Proposition 5.1 Soit f: E — F une fonction dérivable en a. Alors,

) — tim LOE) (@)

h—0 h

Proposition 5.2 Toute fonction f : E — F dérivable en un point est continue
en ce point.
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5.1.1 Propriétés
Soient f, g : E — F deux fonctions dérivables en a. Alors,
1) Linéarité. Vo, B € R :
(af + B9)" (a) = af'(a) + B9 (a).

2) (f9) (@) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
3) Ve e E: g(x) #0,

(i)’ (@) = I @9(@) ~ f(0)g' (@)
g

Proposition 5.3 Soient I un intervalle ouvert et f : I — F une fonction
bijective et continue. De plus, on suppose que f est dérivable en a et que
f'(a) # 0. Alors, Ia fonction réciproque f=1 : F — I est dérivable en b = f(a)
et

Proposition 5.4 Soient f : E — F une fonction dérivable en a et g: A — B
une fonction dérivable en f(a). De plus, on suppose que Im f C A. Alors, la
fonction composée go f : E — R est dérivable en a et

(9o f) (a) =g (f(a)f'(a).

Proposition 5.5 Soient I un intervalle ouvert, a < b deux éléments de I et

f I — F une fonction dérivable telle que f'(a) # f'(b). Alors, sur [a,b], la

fonction dérivée f’ : I — F prend toute valeur comprise entre f'(a) et f’(b).
En particulier, si f' ne s’annule pas, elle garde un signe constant.

5.1.2 Dérivée unilatérale

Définition 5.6 Une fonction f : E — F définie a droite du point a € E est
dite dérivable a droite en a si la limite

@) - f@)

r—a+ Tr—a

existe. Cette limite, lorsqu’elle existe, est appelée la dérivée a droite de la
fonction f en a et on la note f/(a).

Définition 5.7 Une fonction f : E — F définie a gauche du point a € E est
dite dérivable a gauche en a si la limite

o S0~ @
T—a— r—a

existe. Cette limite, lorsqu’elle existe, est appelée la dérivée a gauche de la
fonction f en a et on la note f;(a).

Proposition 5.8 Une fonction f : E — F est dérivable en a si et seulement
si sa dérivée a droite et sa dérivée a gauche en a existent et sont égales.
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5.1.3 Dérivées d’ordre supérieur

Définition 5.9 Une fonction f : F — F est dite dérivable si elle est dérivable
en chaque point de E. Dans ce cas, la fonction f’ : E — R est appelée la
fonction dérivée de f. Si maintenant la fonction [’ est elle-méme dérivable,
sa fonction dérivée est appelée la dérivée seconde de f et on la note f”. Plus
généralement, les dérivées successives de f, si elles existent, seront notées

FO = O =,

La fonction f(™ étant appelée la ni®™¢ dérivée de f ou encore la dérivée
d’ordre n de f.

ieme

Définition 5.10 On dit qu'une fonction f : E — F est de classe C" sisan
dérivée f(™ est continue. C° désignant 1’ensemble des fonctions continues et
C° I’ensemble des fonctions dont toutes les dérivées successives sont continues.
On a alors les inclusions suivantes :

C®c...cC"lcC’c---cCtcCO.

Proposition 5.11 Soient I un intervalle ouvert et f : I — F une fonction
dont la dérivée est monotone. Alors, f est de classe C!.

Proposition 5.12 (Formule de Leibniz) Soient n € N* et f,g : E — F
deux fonctions de classe C™. Alors, pour tout x € E :

(19" @) =3 ()79 @) o).

k=0
5.1.4 Point stationnaire
Définition 5.13 On dit que a € E est un point stationnaire de la fonction

f:E— Fsif'(a)=0.

Proposition 5.14 Soient I un intervalle ouvert et f : I — F une fonction
dérivable en a et qui admet en ce point un extremum local. Alors, a est un
point stationnaire de f. Autrement dit, f'(a) = 0.

Proposition 5.15 Soient f : [a,b] — F une fonction continue et ¢ un élé-
ment de [a,b] ol f atteint son maximum ou son minimum. Alors, ¢ se trouve
forcément parmi les points suivants :

1)aoub;
2) les points stationnaires de f ;

3) les points x de lintervalle ouvert |a, b[ ot f'(x) n’existe pas.
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-~ - - -
8

Fig. 5.2

Proposition 5.16 Soient I un intervalle ouvert contenant a, n > 0 un entier
pair et f: I — F une fonction de classe C" telle que

flla)=-=f""V@)=0 et f"(a)#£0.
Alors,

1) Si f(™(a) > 0, la fonction f admet un minimum local en a.

2) Si f(™(a) < 0, la fonction f admet un maximum local en a.

5.1.5 Point d’inflexion

Définition 5.17 On dit qu’une fonction f : £ — F dérivable en a admet un
point d’inflexion en a, si sa courbe C traverse sa tangente au point A =

(a,f(a)).

Proposition 5.18 Soit f : E — F une fonction dérivable en a. Alors, f admet
un point d’inflexion en a si et seulement s’il existe un nombre réel § > 0 (choisi
de sorte que la — &, a+ 0] C E) tel que 'on ait : ou bien

f($)<f(0,)+fl(a)(l‘—a,) Siﬂ?E]a—é,a[
{ f(z) >f(a)+fl(a)($—a) Siace]a7a+5[ (fig- 5.3)
ou bien
f(x) > fla)+ f(a)(x —a) sizx€la—0,a|
{ f(x) < fla)+ f'(a)(x —a) siz€la,a+d| (fig. 5.4).

Cas particuliers : On suppose que f € C! et f’(a) = 0. Alors,
1) Si pour tout = € Ja — d,a[ U Ja,a+ 0 : f'(x) > 0, la premiére accolade est
satisfaite.
2) Si pour tout = € Ja — d,a[U]a,a+ [ : f'(z) < 0, la deuxiéme accolade est
satisfaite.

Proposition 5.19 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — F une
fonction de classe C? qui admet un point d’inflexion en a. Alors, f(a) = 0.
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Proposition 5.20 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — F une
fonction de classe C2. Alors, s'’il existe un nombre réel § > 0 (choisi de sorte
quela— 6, a+ 6] CI) tel que I'on ait : ou bien

() <0 siz€la—46,a]
{ f'(z) >0 size€la,a+d] (fig. 5.3)
ou bien
f"(x) >0 siz€la—46a]
{ f//(l‘) <0 size ]a7 a4 5[ (ﬁg 54),

la fonction f admet un point d’inflexion en a.

y = f(z)
y = f(=)
) - - - - 5
|
|
|
|
l
0 ‘a T T
Fig. 5.3 Fig. 5.4

Proposition 5.21 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — F une
fonction de classe C™ oun > 1 est un entier impair. De plus, on suppose que

fla)=-=f""Da)=0et f"(a) £0.

Alors, la fonction f admet un point d’inflexion en a.

Remarque : On est dans le cas de la figure 5.3 si f(")(a) > 0 et dans celui de la
figure 5.4 si f("(a) <0

5.2 Théorémes

Proposition 5.22 (Théoréme de Rolle) Soient a < b et f : [a,b] — F
une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. De plus, on suppose que
f(a) = f(b). Alors, la fonction f admet au moins un point stationnaire dans
la, b[. Autrement dit,

3 c€la,b] tel que f'(c) =0.



72 Théorémes

D’un point de vue géométrique, le théoreme de Rolle exprime que la courbe
C' de la fonction f admet, en un point distinct de ses extrémités, une tangente
horizontale.

Yy =CosT

/2 3m/2

—7/2 0

oo 7719

Fig. 5.5

Proposition 5.23 (Théoréme de Cauchy) Soienta <bet f,g:[a,b] = F
deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur |a,b|. De plus, on suppose
que pour tout = € la,b| : g'(x) # 0. Alors, il existe au moins un élément ¢ de
la, b] pour lequel on ait

Proposition 5.24 (Théoréme des accroissements finis) Soient a < b et
f : la,b] — F une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Alors, il
existe au moins un élément ¢ de la, b| pour lequel on ait

fb) = fla) = f'(c)(b—a).

y = f()
B
f(b) 1 |
|
|
|
l
|
@y A i
|
| |
0 a b
Fig. 5.6

D’un point de vue géométrique, le théoreme des accroissements finis ex-
prime que la courbe C' de la fonction f admet, en un point distinct de ses ex-
trémités, une tangente parallele a la corde joignant ses extrémités A = (a7 f (a))

et B = (b, £(b)).
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Proposition 5.25 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — F une
fonction continue sur I, dérivable sur I\ {a} et telle que

lim f'(z) = ¢ € R.

r—a

Alors, la fonction f est dérivable en a. De plus, f'(a) = £.

Proposition 5.26 Soient a < b et f,g : [a,b] — F deux fonctions continues
sur [a, b], dérivables sur |a,b[ et telles que pour tout x € ]a,b] : f'(z) = ¢'(x).
Alors, les deux fonctions f, g sont égales a une constante prés. Autrement dit,
pour tout = € [a,b] :

f(z) = g(x) + cste .

Proposition 5.27 Soient a < b et f : [a,b] — F une fonction continue sur
[a,b], dérivable sur |a,b[ et telle que pour tout = € |a,b[: f'(x) = 0. Alors, la
fonction f est constante.

5.2.1 Fonction monotone

Proposition 5.28 Soient a < b et f : [a,b] — F une fonction continue sur
[a, b] et dérivable sur ]a,b[. Alors,

1) f est croissante < YV x € |a,b[ : f'(z) > 0.
2) f est décroissante < Vx € Ja, b : f'(z) < 0.
3)Vx €la,b[: f/(x) >0 = f strictement croissante.
4)Vz €la,bl: f'(z) < 0= f strictement décroissante.
Proposition 5.29 Soient I un intervalle ouvert et f : I — F une fonction dé-

rivable dont la fonction dérivée f' ne s’annule pas sur I. Alors, f est strictement
monotone.

5.2.2 Reégle de Bernoulli-L’Hospital

Proposition 5.30 (Régle de Bernoulli-L’Hospital) Soient f,g : la,b[ —
F deux fonctions dérivables telles que g, g’ ne s’annulent pas sur ]a, b[. De plus,
on suppose que

1) lim+f(ac) = lim+g(x) =a avec a =0, —00 ou +00;

N
2) 1 = RuU{- .
) Hm 7 () W avec i € {—00, 400}
Alors,
lim _(a:) =
r—a+ g it)

Cette regle reste valable si z tend vers b—, vers a, vers —oo ou vers +00.
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5.3 Polynome de Taylor

Définition 5.31 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — F une fonction
de classe C". Alors, la fonction polynomiale P,, : R — R définie par

"(a (n)a
f"(a) @ e

2
ST A —

(r —a)+

est appelée le polynéme de Taylor d’ordre n de la fonction f autour de a.

Proposition 5.32 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — F une
fonction de classe C™. Alors,

i @) = Pul@)

v—a  (z—a)

=0.

Proposition 5.33 (Unicité) Soient I un intervalleouvert,a € Ietf:I — F
une fonction de classe C". Supposons a présent que le polynéme P(z) =
ap+ai(x—a)+---+a, (x—a)" vérifie

o 1) = P@)

v—a (2 —a)

=0.

Alors, P n’est rien d’autre que le polynéme de Taylor P,, d’ordre n de la fonction
f autour de a.

5.3.1 Propriétés

Soient I un intervalle ouvert, a € I et f,g: I — F deux fonctions de classe
C™. Alors,

1) Linéarité. Pour tout couple «, 5 de R :
(af(a) + Bg(a)) + (af'(a) + Bg'(a)) (x —a) + -+
- (af<n><a> . 5g<n><a>> _—

n! n!

est le polynéme de Taylor d’ordre n de la fonction af + B¢ autour de a.

2) Le polynéme de Taylor d’ordre n de la fonction fg autour de a, s’obtient
en effectuant le produit de

(g "
(r@+ @@=+ T e a))

par

(")a n
(s + d@ =) 4o+ Do a)")

n!

et en ne conservant que les termes de degré inférieur ou égal a n.
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3) Si g(a) # 0, le polynéme de Taylor d’ordre n de la fonction 5 autour de a,

s’obtient en effectuant la division suivant les puissances croissantes jusqu’a
lordre n de

(")a n
(Fe+ r@=a) -+ T w0

par

M (q
(g(a)+g’(a)(x—a)+...+g ( )(Ji—a)")

Rappels : On suppose que a = 0. Alors,
1) Si f est une fonction paire, tous les f*)(0) avec k impair sont nuls.

2) Si f est une fonction impaire, tous les f(*)(0) avec k pair sont nuls.

Proposition 5.34 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — F une
fonction de classe C™ telle que f(a) = 0. Soient « > 0 et g : |—a,af — G
une fonction de classe C™. De plus, on suppose que Im f C |—a, af. Alors, le
polynéme de Taylor d’ordre n de la fonction composée go f : [ — R autour de
a s’obtient en effectuant

() (g
g(0) + ¢'(0) (f’(a)(a:—a) 4+ 4 fT'() (a:—a)n) + -

(n) ")(q n
+7 © (f’(a)(a:—a)+-'-+f ( )(x—a)n)

n! n!

et en ne conservant que les termes de degré inférieur ou égal a n.

Proposition 5.35 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — F une
fonction de classe C™ avecn > 1. Si

ao—|—a1(a:—a)—|—-'-—|—an_1(a:—a)n71

est le polynome de Taylor d’ordre n—1 de la fonction dérivée f' : I — R autour
de a, le polynéme de Taylor d’ordre n de la fonction f autour de a est

f(a)+a0(x—a)—&-%l(x—a)z—k-“—kat;l (x —a)".

5.3.2 Développement limité

Définition 5.36 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — F une fonction
de classe C". Alors, 'expression

f(z)=Pu(x) + Ru(x), €1

est appelée le développement limité d’ordre n de la fonction f autour de a.
La fonction R,, : I — R est appelée le reste du développement limité d’ordre
n de la fonction f autour de a. Ce reste est caractérisé par

lim Ral@)_ (z)

v—a (2 —a)"

=0.
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5.3.3 Formule de Taylor

Définition 5.37 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — F une fonction
de classe C"Tt. Alors, & chaque élément z de I, on peut associer 6, € ]0, 1] tel
que I'égalité suivante

F D a b (o — )

(n+ 1)' (i_a)nle

f(@) = Pnlx) +

est vérifiée. Cette égalité est appelée la formule de Taylor. Si a = 0, il est
d’usage de 'appeler formule de MacLaurin. Ici, pour tout = € [ :

frtD) (a—|— Gx(x — a))
(n—i—l)!

Rn(z) = (x—a)" ™.

5.4 Fonction convexe

Définition 5.38 Soit [ un intervalle. Une fonction f : I — F est dite convexe
si pour tout couple a,b de I et tout A € [0,1] :

Fa+ (1=2b) < Af(a)+ (1= ) F(b).

D’un point de vue géométrique, une fonction f : I — F est convexe si pour
tout couple de points A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)) de sa courbe C', tout point
P de C, dont I’abscisse ¢ est comprise entre a et b, est situé au-dessous de la
corde AB; ce qui entraine, entre autres, que f(c) < max{f(a), f(b)}.

y=f(z)

Fig. 5.7
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Proposition 5.39 (Inégalité de Jensen) Soit I un intervalle. Alors, la

fonction f : I — F est convexe si et seulement si pour tout n-tuple aq,...,a,

de I et tout n-tulple A1,...,\, de [0,1] vérifiant > Ay =1, on a
k=1

f (é Am) < éAkf(ak).

Proposition 5.40 Soit I un intervalle. Pour qu’une fonction continue f : I —
F soit convexe il faut et il suffit que pour tout couple x,y de I :

F(55) = 5 v+ f).

Proposition 5.41 Soient I un intervalle et f : I — F une fonction convexe.
Alors, pour tout triplet z,y, z de I vérifiant v < y < z :

) —f@) fe) - f@) ()= 1)

y—x Z— - zZ—y

Proposition 5.42 Soient I un intervalle ouvert et f : I — F une fonction
convexe. Alors, f est continue et admet en tout point de I une dérivée a droite
et une dérivée a gauche. De plus, pour tout couple a < b de I :

fola) < fi(a) < fi(b) < fi(b).

Proposition 5.43 Soient I un intervalle ouvert et f : I — F une fonction
dérivable. Alors, f est convexe si et seulement si f' est une fonction croissante.

Proposition 5.44 Soient I un intervalle ouvert et f : I — F une fonction
dérivable et convexe. Alors, f est de classe C! et de plus sa courbe C' se trouve
en chacun de ses points au-dessus de sa tangente (fig. 5.7).

Proposition 5.45 Soient I un intervalle ouvert et f : I — F une fonction
dont la dérivée seconde existe. Alors, f est convexe si et seulement si pour tout
xel: f'(x)>0.

5.5 Asymptotes

Définition 5.46 On dit que la courbe C de la fonction f : E — F admet la
droite d’équation x = a pour asymptote verticale

si lim f(x) =00 ousi lim f(z)=o0.

T—a— r—a+
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y=1/z

Fig. 5.8

Définition 5.47 On dit que la courbe C de la fonction f : E — F admet la
droite d’équation y = £ pour asymptote horizontale

si lim f(z)=/{ ousi liIE flx)=1¢.

Tr— —0Q

y=f(z)

Fig. 5.9

Définition 5.48 On dit que la courbe C de la fonction f : F — F admet la
droite d’équation y = ax + § pour asymptote oblique si

lim (f(z) — (ax+8)) =0.

Tr—00

Par un simple calcul, on vérifie que

a = lim Metﬁ: lim (f(z) — ax).

r—o0 I T—00
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y = f(z) y=az+p8

Fig. 5.10

5.6 Etude d’une fonction

L’étude d’une fonction f : E — F consiste en général & déterminer les
différents points énumérés ci-dessous :

1) Si elle est paire, impaire, périodique ou si elle admet des symétries.
2) Ses points de discontinuité et sa limite en ces points.

3) Sa limite aux points frontieres de E.
)

4) Calculer sa dérivée et déterminer le domaine de définition et le signe de
celle-ci.

5) Rechercher ses points stationnaires et étudier leur nature.
6) Rechercher ses points d’inflexion.
7)

8) Finalement, dessiner C.

Faire son tableau de variations.

Ezxemple : Etudier la fonction f : R* — R définie par

1
fla) =+ -
Cette fonction n’est ni paire, ni impaire et ni périodique. Par contre, f €
C>(R*,R).
lim f(z)=—-o00, lim f(z)=4o0

Tr——00 r——+00

lim f(z) = lim f(z) =+o0

r—0+ rz—0—
, _ 2 _ 3 —2 , o
fla)=1-= =22 D(f'@) =R

Si z € ]—00,0[U] V2, +00[ : f'(z) > 0.
Sizeo,V2[: f'(z) <0.

L’unique point stationnaire de f est x = V2.
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Etant donné que pour tout z € R* : f”(z) = 5% > 0, la courbe C' de la
fonction f ne possede aucun point d’inflexion. La droite d’équation z = 0 est
une asymptote verticale de C, tandis que la premiere bissectrice y = x est une

asymptote oblique de C.

ou
L3y 3 1
m—f(\/i)—\/i—k—%.

La fonction f admet un minimum local en /2.
y=x+1/2?

Fig. 5.11

5.7 Courbe paramétrée

Définition 5.49 Soient I un intervalle et ¢, ¢ : I — R deux fonctions. Par
définition, I'application ¢ : I — R? définie par
o(t) = (z=(t), y = ¥(t)

est appelée une courbe paramétrée. Si, de plus, les deux fonctions ¢, 1 sont
de classe C™, on dit que la courbe paramétrée ¢ est de classe C”.
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Proposition 5.50 Soient I un intervalle, ty € I et ¢, 1 : I — R deux fonc-
tions dérivables en ty. Alors, la droite d défine par

z=xz(t) = p(to) + ¢ (to) t feR

{ y=y(t) = (o) +0'(to) t, '
est la tangente a la courbe paramétrée ¢ au point ¢ ((to)) = (;E (to) , ( )) et,
si ¢’ et ¢/ ne s’annulent pas simultanément en to, ¢’ (to) = (¢'(to) , ¥’ (to)) est
son vecteur tangent au point ¢(t0) tandis que (— ’( ), o ((to))) est son
vecteur normal en ce point.

Proposition 5.51 Soient I un intervalle, ty € I et o, 1 : I — R une paramé-
trisation de la fonction f : E — F (c-a-d. E = {p(t):t € I} etVt € I : 9(t) =
f(go(t))) De plus, on suppose que ¢ (to) #0 et [’ ( )) existent. Alors, la
pente de la tangente a la courbe C' de f au point (a = ( ) b= w( )) est
donnée par

V' (to)

f (a) = @’(to) .

5.8 Exercices

Calculer la dérivée de la fonction Calculer
: R — R définie par z _
/ . P 510 lim !
5.1 = —. o z
f@) = 5 B
o 22 511 lim S
. SR S— T x
J@) = Ty cos
5.12 lim
53 f(z)=cosv1+z2. S
2
54 f(z)=sinv1+x2+ 2. —
Calculer la dérivée de la fonction 513 lim = Y2
f:]—g,%[—ﬁRdéﬁniepar =V = V2
5.5 f(z)=Incosz. 514 lim -2
) ToT L — T
56 f(z)=1In (M> . 5.15 Montrer que
cosx
Calculer la dérivée de la fonction lim 22T _ 1.
f : R — R définie par e=0 T
5.7 f(z) = 2*[x]. 5.16 Calculer
1 . x—sinzx
2gin = i lim ——— .
5.8 f(l')—{xsmx stz #0 b ————
0 siz=0.
. 5.17 Montrer que
i
59 f(z)=4 ¢ 7 70 . Arctgz
0 siz=0. Iim —=—=1.
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5.18 Calculer

lim
r—1 €T — 1

Soit a > 0. Montrer que
5.19 lil“(f)l z%Inx=0.

xr—

520 lim 2% _g.

r—+4oo %

5.21 Soit o € R. Montrer que

lim (1+ g)z =e%.
x

xr—+00

5.22 Soit n € N*. Montrer que

x

lim — =+4+00.
r——+oco ™
Calculer
In (1 -11- )
523 lim —— 2/
x—0 sin x
524 lim DT
x—0 ln (1 _|_ x)
In(1+ 23
525 tim mOLEE)

z—0 shig

2
5.26  lim YLt

z—+oo Inchzx

€T
eArctsw gin? ¢

Arctg <1I_§)

5.27 lim —————— .
220 In(1+ sha?)
598 lim Arctgzsinz
x—0 ln(l + l‘2)
.2
529 lim ST T
x—0+ ln(l + l‘)
.2
sin —
530 lim $
e—+tooIn(y/z — 1) —In\/z
cos (zx) sin(z — 1)
5.31 lim ——2 , :
x—1 (f[ _ 1)
.1
sinx — sin —
5.32 lim T 4
x—0+ et — ez
5.33 rsin

lm ——— .
200 T+ cos(z — )

Exercices

5.34

5.35

5.36

5.37

5.38

5.39

5.40

5.41

5.42

5.43

5.44

5.45

5.46

5.47

5.48

5.49

5.50

5.51

5.52

ch? z — cos z?

lim
x—0 m2

. 1—cosz®
lim ———

x—0 :[12

lim V2zx — 23— Jx
r—1 €T — ]_ '
lir% In|z|In(l —z).

iig}) In(1+z)In(e” —1).

i In(1 + 2z) — 2sinz + 222
2—0 41n(1+ z) — sindx + 222

lim ((cos2z — 2cos6z)Intgx

z—0

+ Insin 2x) .

ln(l + x2)
EIE% z/1—zsinz

x—0+ Inz
22
n| ——
. 2 +1
lim .
z—0+ Inx
T —1 4 cos4dx
o0 sz
In
T

. Insinzlncosz

hm B E—
z—0+ z?Inz

lim (z — tgz)sinmx .
2—0 (1 —cosz)(1 — chx)

. Inchz

lim ———.

z—0 1n(1+a:2)

lim l—x+4+Inz
=112z — 22

lim In(1+2z)—In(l—z) .

z—0 sin x

. 14sinx —cosx
lim ——
z—0 tgx

. 1l—cosz+Incosx
lim

x—0 1—chx

Arctg(z*(1 — cosx))
o sinz °

li
v0 (1 —+y/cosz)In
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5.54

5.55

5.56

5.57

5.58

5.59

5.60

5.61

5.62

5.63

5.64

5.65

5.66

5.67

5.68

5.69

5.70
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lim lln<e _1) .
x—0 I xr

o sin(In(1 4+ z)) — In(1 + sinz)

x—0

(1 — cos $)2

. 1 sin x 1
im — —=.
z—0 2 \sinbx 5

lim

. 22 —sin?z
lim 5 3 -
z—0 x2sin’x

3cosx — cos3z — 3tga — 2

lim I
x—0 (ez _ 1)
. 6sinz — 6z + &°
lim =2 .5
z—0 r3sin®
sh 4x
—4

lim —&—
z—0 xsinx

. 6shz — 6z —2°
lim ——MM———
z—0 rishz

. xcosr —tgx
lim ———— .
z—0 z(1 — cosx)
4 2 2
7 (tgz® —sin”x
liy ©_ (b2 —sin®z)
1— cosz*
(1 —cha)(z? — zsinx)
5 .

(1 — cosz) sin® a2

2
1
5 — COST
. cos? x
lim .

z—0 x2cosz — sin x2

. 622 + 2% — 6 Arcsin 22
lim .
10

z—0

lim Jcosx — /cosz
=

z—0 sin“ x

lim
xr— — 00

(\/1—x+x2
+ \3/1+212+13).

. ln(1—|—sinx)2+x2—2x
lim - .
tgx —sinx

x—0

(ln cos $)2 sin x
(er —1)°

lim sin?(tg ) + In(cos )
e—0 x2 + In(1+ 22 +24)

lim

z—0

tgx _ =z
571 lim & —©
x—0 I3
cos T chz
572 lim S
z—0 cosx — chx
I2+I _ 2z .
5.73 lim ¢ _temmr
z—1 cos 5 @
2 1
5.74  lim (—2 +— ) :
z—% \cos’z Insinz
.4 2 2
sin z* + In“ cos” =
. li .
5.75 2ob A + sin x4 + x2 sh x2
e® —chz —sinz
5.76 lim .
e—0 glnv/1+ 22 +sh®z
5.77  lim 2x —sinx —5Arcsm T
z—0 Arctg®
- ] 3
578 lim 6 Arctgx Gs¥nx—|—x, .
z—0 6tgx — 6 Arcsinx — a3
5.79 Avec 'LL(IZ) = m,
. 2
lim 2 Arctg (u(x)g sinz + 27
z—0 sh” z
580 lim Argshx — A.rcsmgn '
z—0 shz —sinz
5.81 lim Argthz — Arctgx .
z—0 shx —x
5.82 lim Arcte(thz) — o
z—0 thr—tgax
5.83  lim In(1 +th§: —shax) '
x—0 xT
21In(1 4+ si 2_2
5.84 lim 220 +S“,1x3) tat o
z—0 sin” x
4 2 12
5.85 lim shx —|—1.n4ch T
z—0 g%+ sin* 2z
4 2.2
5.86  lim sh z—ljlnios T
x—0 s T
5.87 Avec u(x) = Arcsinz et v(z) =
Arctgz,

5.88

5.89

tg(sinx) — sin(tg )

ilg%) Arctg(u(aj)) - Arcsin(v(m)) '

1
1 T _
i A2 —e

x—0 €T

. cos(xcosx) — ch(zchz)
lim — p :
z—0 sin(zsinx) + sh(zsh )
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1
5.90  lim (x427)=.
1
5.91 lim (cos J:) 22
x—0
%
5.92 lim (tg—m -
x—0 X
1
i T=cosz
5.93 lim (Smx> e
x—0 €T
1‘2
™
594 i i
IHHJIrloo (Sln 2x + 1)
5.95 lim ()71 T
5.96 lim (Inz)®
96l (In)
597 lim (142)"7.
r—0+4
- 1
5.98 lim_ (5 — Arctg x) mT
5.99 lim 25"°
r—0+4
5.100
hIJIrl (%/x3—|—3x2+2— %/xi*—l—l).
1 1
5101 lim ((a: t1)eTrs — a;ez) .
1\*\#
5.102 lim (e — <1 + —> > .
Tr——400 €T
5.103

. <2% +3% +4%>z
lim | &¥——— | .
Tr——400 3

5.104 Pour quelles valeurs de k € Z, la
limite suivante

Incos x

lim

x—0 €T
existe-t-elle 7

5.105 Comment faut-il choisir o, 8 € R,
pour que l'on ait

lim i <cha;

x—0 :[5

2
_1+oza: —0?
1+ Bx?

5.106 Soit f: R — R une fonction déri-
vable en a. Calculer

o @)~ af(@)

r—a

T—a

5.107 Soient a € R et f : R— R une
fonction de classe C? telle que f'(a) #
0. Calculer

lim

(o=@~ w7 ®)
e—a \ f(z) = f(a) (z—a)f (a))
5.108 Soit f: R — R la fonction définie

par
-

Montrer que f est dérivable en 0 et
qu’elle est discontinue en tout autre
point.

sizeQ
siz ¢ Q.

5.109 Pour quelles valeurs de k € Z, la
fonction f : R — R définie par

B sin(z*)
-

est-elle dérivable en 07

six #0

siz=0

5.110 Pour quelles valeurs de k& € Z, la
fonction f : R — R définie par
1
zFsin= siz#£0
flx) = z
0 six=0

est-elle dérivable en 07

5.111 Montrer que la fonction f : R — R
définie par
2 1
z“cos— six#0
flx) = r
0 siz=0

est dérivable mais que f’ n’est pas
continue en 0.

5.112 Soit f : R — R une fonction de
classe C? telle que f(0) =0et g: R —
R la fonction définie par

M siz#0
9(z) = z 7
fi(0) siz=0.

Calculer ¢'(0).

5.113 Soit f : R — R une fonction déri-
vable en 0.
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1) Montrer que

s (0(2) o)

2) En donnant un contre-exemple, mon-
trer que l'existence de cette limite
n’implique pas nécessairement celle
de f'(0).

5.114 Soient a € R et f : R — R une

fonction dérivable en a. Vérifier que

L flath)— fa—h)
h—0 2h

F(0) =

= f'(a).

L’existence de cette derniere limite
entraine-t-elle celle de f'(a)?

5.115 Soit f: R — R la fonction définie
par

2 .1 .
+z°sin— sixz#0
flx) = z

S w8

sizx=0.

1) Vérifier que f’(0) > 0.

2) Montrer qu’il n’existe aucun inter-
valle ouvert contenant 0 dans lequel
la fonction f est croissante.

5.116 Soient I un intervalle ouvert, a €
I et f: 1 — F une fonction bijective
et continue. De plus, on suppose que f
est dérivable en a et que f'(a) # 0. En
posant b = f(a), montrer que

5.117 Soient

E={z=y+2:y€]0,2(NQ, /i ¢ Q}

et f:]0,2[ UE — F la fonction bijec-
tive définie par

T sizeQ
et z €]0,2[

flz)y=< 2z—-1 sizé¢Q
et z €]0,2[

T —2 size k.

Montrer que f'(1) = 2 et que la fonc-
tion réciproque f~! n’est pas dérivable

en f(1).

5.119

5.120

5.121

5.118 Trouver ’équation de la tangente

a la courbe
y=1In VI—}-COSG (% \/1+l‘+1’2)

au point z = 0.

Montrer que la fonction f : R — R
définie par

flx)y=24+2 -2
est bijective. Calculer (ffl)/(O).

Montrer que la fonction
f:1]0,400] — R définie par

f)=—-1+e"'4+nz

est bijective. Donner ’équation de la

tangente & la courbe y = f'(z) au
point x = 0.
Montrer que la fonction f : R — R

définie par
f(z) = 4z + sin* z

est bijective. Donner 1’équation de la
tangente & la courbe y = f'(z) au
point x = 0.

5.122 Montrer que la fonction f : R — R

définie par
f(z) =e* +cosz + 2z

est bijective. Donner 1’équation de la

normale & la courbe y = f~!(z) au
point x = 2.
5.123 Montrer que la fonction

f:]0,+00[ — R définie par
f)=—-24z+¢e"""+nz

est bijective. Donner 1’équation de la

normale & la courbe y = f~'(z) au
point z = 0.
5.124 Montrer que la fonction

f:10,400] — [0, +00] définie par

f@) =2+ Vi +z+1

est bijective. Donner ’équation de la

normale & la courbe y = f~'(z) au
point z =1+ 1“75
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5.125 Montrer que la fonction
f:]-1,+00[ — ]0, +00[ définie par
1 1
)= —— + ———
@)= o =
est bijective. Donner 1’équation de la

normale & la courbe y = f~'(z) au
point z = 3.

5.126 Soient f : E — F une fonction dé-
rivable en a et g : A — B une fonction
dérivable en f(a). De plus, on suppose
que Im f C A. Montrer que

(gof)(a) =g (f(a))f (a).

5.127 Montrer que la fonction
f 1, 4+00] — [0,400[ définie par

fle)=2+Inz)lnz

—2
+e "

est bijective. Donner I’équation de la
normale & la courbe y = f~'(z) au
point z = 3.

5.128 Soient f, g : R — R les deux fonc-
tions définies respectivement par

flz) = ’1”3—|—2x—|—3 et g(y) = Arctgy®.

Calculer (g o f)/(O),
5.129 Soient f, g : R — R les deux fonc-
tions définies respectivement par
flz) = ‘1’5’ + 6sinz + 1
et
g(y) = Arctg\/y%2 + 3.
Calculer (go f)'(0).
5.130 Soient f, g : R — R les deux fonc-
tions définies respectivement par

1
z?sin— 42z siz#0
f(z) = z
0 six=0
et )
9(y) = (1 +y)°.
Calculer (go f)'(0).
5.131 Montrer que la fonction
f:R— [%, %] définie par
_ 3+ 2sinx
v1+cosz++/1—coszx

est surjective.

f(x)

5.132 Soit f : R — R une fonction de
classe C! dont la fonction dérivée ne
s’annule pas dans R\ {a} . Montrer que
si f admet un extremum local en a, cet
extremum est global.

5.133 Etudier la nature des points sta-
tionnaires de la fonction f : R — R
définie par

flz)=2® 52> +3z+6.

5.134 Etudier la nature des points sta-
tionnaires de la fonction f : R — R
définie par

f(x) =z +sinx +cosx.

5.135 Etudier la nature des points sta-
tionnaires de la fonction f : R* — R
définie par

s, 1
flx)=¢e"+ g
5.136 Soit f : R — R la fonction définie
f(z) = (1 +sinz)cosx.
1) Etudier la nature de ses points sta-
tionnaires.

2) Trouver ses points d’inflexion.

5.137 Trouver les quatre constantes «,
B, u et o de sorte que la courbe C'
d’équation y = ax® + Bz + px + o ad-
mette un minimum local au point (0, 1)
et un point d’inflexion au point (1, 3).

5.138 Trouver les valeurs extrémales de
la fonction polynomiale

P(z) =2° —5z* 4+ 2

dans l'intervalle fermé [—4, 6].

5.139 Trouver les extrema de la fonction
f: [g, 27r] — R définie par

1
f(z) = sin—.

5.140 Trouver les extrema de la fonction
f: [%,4] — R définie par

fla)=a"%
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5.141 Trouver les extrema de la fonction
f R — R définie implicitement par

%:sian—i—Qcosm—i—l,

5.142 Trouver le maximum de la fonc-
tion f:[—1,1] — R définie par

2 16 — 722

J3ier 16-5a2

5.143 Trouver le minimum de la fonction
f : R — R définie par

f(x) =th (ln V1 +a;2) .

5.144 Montrer que la fonction f : R — R
définie par

flz) =

Fla) = 224+ 72242+ 2
Toab 422242 +1
admet un minimum local en 0.
5.145 Montrer que la fonction f : R — R
définie par

2P+ 1444
T 10zt + 822 4+ Tr + 2

f(z)

admet un maximum local en 0.

5.146 Montrer que la fonction
f:]—1,400[ — R définie par

2
f(z) =sinz —1In (2 + H—Lﬁ)
admet un minimum local en 0.
5.147 Montrer que la fonction
f:]—00,1[ — R définie par

V1 —2x+ 222
fe)=——7—
admet un minimum local en 0.
5.148 Montrer que la fonction
f: ]—%, I [ — R définie par
ch*z —sh*z
costz —sin x

flx) =

admet un minimum local en 0.

5.149 Montrer que la fonction
f R — R définie par

2 —cosz
1 +sin2m+sh2aj)(1 +th2a:)

admet un maximum local en 0.

5.150 Montrer que la fonction

f: ]—g,g[ — R définie par

admet un maximum local en 0.

5.151 Montrer que la fonction
f: ]—%, z [ — R définie par

4
Vcos? x — sin® z
fla) = 1+sin?z

admet un maximum local en 0.

5.152 Montrer que la fonction
f: ]—%, I [ — R définie par
costx —sin*z

cosz + sin’

flz) =

admet un maximum local en 0.

5.153 Montrer que la fonction
f: ]—%, Z [ — R définie par

4
Vcost z —sin x
flz) = 72 4+ cos?x
admet un maximum local en 0.
5.154 Montrer que la fonction
f R — R définie par
1+ 22 + sh?
f(z) = Arctg 1tz sz
ch*z —sh*z

admet un minimum local en 0.

5.155 Montrer que la fonction
f : R — R définie par

2 3
z° 4+ 1+ 22
= Arctg | —————
/(@) ng< 2+ cos?z )
admet un minimum local en 0.
5.156 Montrer que la fonction
f : R — R définie par
2+ 26
1422424

admet un maximum local en 0.

f(x)=Iny /22 +
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5.157 Montrer que la fonction
f:]—-1,400[ — R définie par

flz) =In || —2E vVcha
B 1+ 22 +28
admet un maximum local en 0.
5.158 Montrer que la fonction
f R — R définie par
z? + cosz
ch(2x)
" 1+4sin?z +sh’x

In
f(z)

admet un maximum local en 0.

5.159 Montrer que la fonction
f R — R définie par

admet un maximum local en 0.
5.160 Montrer que la fonction
f : R — R définie par

Va2 +V1+a2

T 14 2sin’ztcostx

f(x)

admet un maximum local en 0.

5.161 Montrer que la fonction
f: ]—%, %[ — R définie par

2

f(x) = Arctg (

cos? x — sin
admet un minimum local en 0.
5.162 Montrer que la fonction

f:]—%,%[ — R définie par

1+ Arctga?

Argshx + Argthz

Exercices

)

f(z) = Arctg (

admet un point d’inflexion en 0.

5.163 Montrer que la fonction

f:]—%,‘%r[ — R définie par

Vcos2z —sin® z

f(z) =3z +8/cosz + sinx

admet un point d’inflexion en 0.

)

5.164 Montrer que la fonction
f:[-1,1] — R définie par

f(I) = cosz + eArcsinz

admet un point d’inflexion en 0.

5.165 Montrer que la fonction
f:]—1,400] — R définie par

f(z) =1+ + (cos® & — sinx) sinz

3 4\2
“In (1 +z° 4z )
1+
admet un point d’inflexion en 0.

5.166 Montrer que la fonction
f: ]—%,—i—oo[ — R définie par

2 — 2 3
f(z) =sinz +1In {/ 1—#27:;"

admet un point d’inflexion en 0.

5.167 Montrer que la fonction
f : R — R définie par

_ sh (x\/l + x2)
fla) = 1+sin®z

admet un point d’inflexion en 0.

5.168 Montrer que la fonction
f : R — R définie par

sin x
Vesin?
admet un point d’inflexion en 0.

5.169

flz) =

z+22% 4+ cos’z > 0.

2) Montrer que la fonction
f : R — R définie par

sin 2x — 2shx

1) Vérifier que pour tout x € R :

xT) =
/(@) vV + 222 + cos? x

admet un point d’inflexion en 0.

5.170 Montrer que la fonction
f: ]—%, 5 [ — R définie par

__ Incosx
1+sinzx

f(z)

— COs T

admet un point d’inflexion en 0.
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5.171 Montrer que la fonction

f:]—%,%[ — R définie par

f(z) = 1n e’ —sinx + cosx
Vcost z —sin x

admet un minimum local en 0.

5.172 Montrer que la fonction
f: ]—g, %[ — R définie par

f@) = 1—chz?+1Inv1+ 22
- sinz? + y/cos T

admet un minimum local en 0.

Montrer que la fonction f : R — R
définie par

4 4 g4
fx)=In <5+\/5a: +2+a:2+a;4>

admet un minimum local en 0.

5.174 Montrer que la fonction f : R — R
définie par

f@) =1n <(1 ) (1 Arctgx2)>
\4/ 1+sin?z

admet un minimum local en 0.

5.175 Montrer que la fonction f : R — R
définie par

a+1In(1+ 22
f@) = te)
Vcha +sina? +sh?x

admet un extremum local en 0. Etudier
sa nature en fonction de la valeur de «.

5.176 On veut construire une boite mé-

tallique (sans couvercle) de base car-
rée et d’une capacité de 4m®. Sachant
qu'une plaque de métal coiite a $/m?
et que chaque pliage ou soudure cotte
B 8/m, trouver les dimensions de la
boite de sorte que son prix de revient
soit minimal.

5.177 Soient A = (a,0), B = (1,3) et
C = (8,4) trois points du plan. Trouver
a de sorte que le périmetre du triangle
ABC soit minimal.

5.186

5.178 Soient A, B et P trois points du

plan situés sur le cercle €2. On suppose
que sur €2, les points A et B sont dia-
métralement opposés. Comment faut-il
choisir le point P pour que le périmetre
du triangle PAB soit maximal ?

5.179 Soit t, la tangente a la parabole

y = 3 — 2 issue du point d’abscisse
x = a > 0. Cette tangente coupe les
axes de coordonnées respectivement en
A et B. Pour quelle valeur de o > 0,
laire du triangle OAB est-elle mini-
male ?

5.180 Trouver l'aire maximale du rec-

tangle ABCD sachant que son c6té AD
a pour support 'axe Oz et qu’il est ins-
crit dans le triangle limité par les trois
droites y = x, y =0 et y = —2x 4+ 12.

5.181 Soient «, B et 6 les trois angles

d’un triangle que 'on suppose tous ai-
gus. Montrer que

sina+sin 3 +sinf > 2.

5.182 Soient «, 8 > 0 deux nombres vé-

rifiant o + 3% = 4. Montrer que

af
TTasp S V2 L

5.183 Soient o € R et § € R} deux

nombres vérifiant 7a? + 3a8 + 382 = 1.
Montrer que

CZ2+/32

1
> —.
15 -2

5.184 Soient «, B, p > 0 trois nombres

vérifiant aBu (a + B8+ u) = 1. Montrer
que
(a+3)(B+p) =2,

5.185 Montrer que pour tout z € R* :

|sinz| < |a] .

Montrer que pour tout couple z,y
de R :

|sine —siny| < |z —y].

5.187 Montrer que pour tout

0<|z| <%

[tg x| > |2|.
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5.188 Montrer que pour tout
O<|z| < 5

|tgz —sinz| < 2|z|.
5.189 Montrer que pour tout x € R :
0<z—Arctgz < 2°.
5.190 Montrer que pour tout x € R :
nz <zx.
5.191 Montrer que
2
)Vze]0,1]: [lnz| < N
2)Vz e [l,4o0[: Inz < 2¢/x.

5.192 Montrer que pour tout entier
n>1:
< —.

;<ln 1—|—l
1+n? n Vn

5.193 Montrer que pour tout = € |—1,0[
U]0, 400 :

1

In(l+z)<x.

5.194 Montrer que pour tout € R} :

T
In(1 .
n( +a:)>1+$

5.195 Montrer que pour tout z € ]0,1] :

r—1
1 .
n\/E<I+1

5.196 Montrer que pour tout x € ]O, g] :
T — 37 <smz < xT— gcosx.
5.197 Montrer que pour tout = € |0, Z [ :
2r < sin2z +tgx.

5.198 Montrer que pour tout
x €10, 4o00] :

2
1+%—%«nﬂ+x<1+g

5.199 Montrer que pour tout z > v/2 :

a:<a:—|—1n(a;2—1) < 2x.

5.200 Soit f : ]0,%] — R la fonction
définie par

1) Montrer que cette fonction est stric-
tement décroissante.

2) En déduire quepour 0 < a < f < § :

] < sin « < am
B sing 28"
5.201 Montrer que pour tout
11y,
v€]-53[:

1
4 4
|ln(2—8m)+4m —In2 <ﬁ'

5.202 Montrer que pour tout x € R} :
™

1
Arctgx + Arctg — = —.
T 2

5.203 Soit f: R — R la fonction définie
par
f(x) = 2z + cos x> .

Trouver son polynéme de Taylor d’or-
dre 4 autour de 0.

5.204 Soit f: R — R la fonction définie
par ]
sin x
1@ = o
Trouver son polyndéme de Taylor d’or-
dre 6 autour de 0.

5.205 Soit f: R — R la fonction définie
par

-z
1+22°

Trouver son polynéome de Taylor d’or-
dre 5 autour de 1.

5.206 Soit la fonction f:]—1,1[ — R la
fonction définie par

f(z) = Arctg

f(z) =In(5+ Arcsinz) .

Trouver son polynéome de Taylor d’or-
dre 5 autour de 0.

5.207 Soit f : R — R la fonction définie
par
f(x) = cos(cos ).
Trouver son polynéme de Taylor d’or-
dre 6 autour de 0.
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5.208 Soit f : ]—g, %[ — R la fonction
définie par

f(x) = cos (1 — v/cosz) .

Trouver son polynéme de Taylor d’or-
dre 6 autour de 0.

5.209 Soit f : ]—g, %[ — R la fonction
définie par

f(x) = (cos ar:)l-‘_smgC .

Trouver son polynéme de Taylor d’or-
dre 4 autour de 0.

5.210 Soit f : ]—g, %[ — R la fonction
définie par

flw) = eV
Trouver son polynéme de Taylor d’or-
dre 5 autour de 0.

5.211 Soit f: R — R la fonction définie

par
1
@ =10

Trouver son polynéme de Taylor d’or-

dre 100 autour de 0.

5.212 Soit P : R — R la fonction poly-
nomiale définie par

Trouver son polynéme de Taylor d’or-
dre 5 autour de 2.

5.213 Trouver les onze constantes ag,
.., a1 de sorte que pour tout x € R,
on ait

10

m10+3$8—5m3+$2—15 = Z [a7% (a:—l)k,

k=0

5.214 Soit f : R — R une fonction de
classe C? telle que

lim 7‘70(@

- =1.
z—0SINT — T

Trouver son polynéme de Taylor d’or-
dre 3 autour de 0.

5.215 Calculer €%? & 107° pres.

5.216 Calculer In(1,01) & 107° pres.

5.217 Estimer l’erreur commise si on uti-
lise approximation

\/1-1-1:%1-1-%

pour des |z| < 0,02.

5.218 Soient I un intervalle ouvert,
a€let f,g: 1 — R deux fonctions de
classe C™ (avecn > 1) telles que g et Q,
son polynéme de Taylor d’ordre n au-
tour de a, ne s’annulent pas sur /. Mon-
trer qu’il existe une fonction ¢ : I — R
de classe C™ vérifiant ilrx}l

et telle que pour tout = € I :

fz) _ P)
g(x)  Qx)

ot P(z) est le polynéme de Taylor
d’ordre n de la fonction f autour de a.

+ ¢(x)

5.219 Pour quelles valeurs de o € R,
léquation z® — 5z + @ = 0 admet-
elle exactement trois racines réelles dis-
tinctes ?

5.220 Montrer que ’équation z* — 222+
2x + 1 = 0 admet exactement deux ra-
cines réelles distinctes a1 et as et que,
de plus, 2 < a1 < -1 < a2 <0.

5.221 Montrer que x = 0 est I'unique so-
lution de I’équation

2° +32° + 2z +sinz +cosz—1=0.

5.222 Soient a > 0, 8, u et o quatre
constantes vérifiant 32 —3au < 0. Mon-
trer que I'équation

ax3—|—ﬂa:2—|—,ua:+cr:0
possede une et une seule racine réelle.

5.223 Soient o, B € R et un entier n > 1.
Montrer que I’équation

" +ar+5=0

possede au plus deux racines réelles dis-
tinctes si n est pair et trois racines
réelles distinctes si n est impair.

5.224 Montrer que tout polyndéme a co-
efficients réels de degré n > 1 admet au
plus n racines réelles distinctes.
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5.225 Résoudre
1

L —
v 1—2a23

5.226 Combien de racines réelles dis-
tinctes, I’équation

1 1
sin— +sh—=ux.
T T

admet-elle ?

5.227 Montrer que ’équation

L B
(@-1° (2-2)
possede exactement une solution
dans R.
5.228 Montrer que ’équation
1 1 1
— + + =0
b (1’ — 1)3 (a; — 2)

possede exactement deux solutions dis-
tinctes dans R.

5.229 Soit a1 < ... < an n constantes.
Montrer que I’équation

1 1

o) T ez 0

possede exactement n — 1 solutions dis-
tinctes dans R.

5.230 Montrer que I’équation
1 1

r x—1

— 2> —shz=0

possede exactement trois racines réelles
distinctes.

5.231 Montrer que x = 0 est 'unique ra-
cine réelle de I’équation

1 —23

+e =0.

z—1
5.232 Montrer que I’équation

1

—z5 7
I3_1—|—e —shz' =8

admet exactement deux racines réelles
distinctes.

5.233 Montrer que ’équation
20 — 1

m—l—cosx:()

admet une et une seule solution dans
I'intervalle ouvert ]0, 1[.

5.234 Discuter, selon les valeurs de a €
R, le nombre exact de solution de
I’équation

1 1 ’14—1’

2
21 3T,

+a=0.

5.235 Montrer que ’équation
1
In(1 —— =0
n( + |$|) + 1—=x
possede exactement une solution «
dans R et que 1 < a < 2.
5.236 Combien de racines réelles dis-
tinctes, I’équation
1

—— +nz*=0
z(1—1z) e
admet-elle 7
5.237 Discuter, selon les valeurs de

a € R, le nombre de solution de ’équa-

tion
T

3w = «
5.238 Résoudre 3% + 4% = 2% + 5%,
5.239 Soit 2 4+ 3" =n".

1) Montrer que pour tout entier n > 3,

cette équation admet une et une seule
solution dans R.

2) En désignant par z, cette solution,
montrer que

lim z,=0.
n—-+oo

Calculer la limite de la suite (a:n) définie
par

2

5.240 =z, = \/2_” maxa” e

5241 @n = max (n+1)(1—2z)"z).
5.242 1z, = 01%15%(1«1 — )20
5.243 @, = max (Vnz(1—2*)") .
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5.244 Soit f : ]0,4oc0o[ — R la fonction
définie par

z

3"

1) Montrer que pour tout = € ]0,+o0[
avec  # V2 : f(x) > V2.

2) En déduire que la suite (mn) définie
par

f@)==+

Tnt1 = f(xn) et xp =2
converge. Calculer sa limite.

5.245 Soit f :]—2,4o00[ — R la fonction
définie par

fl)=In(z+2) —=z.

1) Montrer que ’équation f(z) = 0 pos-
sede exactement deux racines réelles
distinctes a et (8 et que, de plus, on a

—2<a<0<p.

2) En déduire que la suite (z,) définie
par

Tnt1 = ln(2 + mn) et 0 =0
converge vers (3.

5.246 1) Montrer que pour tout entier
n>0:

Y <ln(n+1)—lnn<%,

2) En déduire que la suite (mn) définie par

+oo1
xn:—lnn—kzz
k=1

converge. Par définition, la limite de
cette suite est appelée la constante
d’Fuler et est notée ~.

3) Montrer que

=1 1
'y:Z(E—ln(lﬁ-E)).
k=1
5.247 Soit f : R — R une fonction de

classe C? telle que f(0) = 0. Calculer
la limite de la suite (mn) définie par

- k
=Y 1(%).
k=1

5.248 Soit f : R — R la fonction définie
par
fl@y=14+(x—-1)e".
Calculer la limite de la suite (mn) défi-
nie par

o — Z M)

!
= K

5.249 Soit f : ]0,1[ — R une fonction
dérivable dont la fonction dérivée est
bornée. Montrer que la suite (mn) dé-

finie par
Ty = f(l)
n

est convergente.
5.250 Soit f : R — R une fonction déri-

vable telle que

sup| f'(z)| < 1.
z€R

1) Montrer que la fonction f possede un
unique point fixe.

2) Que devient ce résultat si

sup|f'(z)| =17
z€R

5.251 Soit f : R — R une fonction déri-
vable telle que pour tout z € R :
0<m< fl(z) <M < 4c0.

1) Montrer que Im f = R.

2) Montrer que la suite (mn) définie par

f(@n)
M

Tntl = Tn — et to =0

converge vers l'unique solution de
Péquation f(z) = 0.
5.252  Soit f : ]0,4+o00] — R la fonction

définie par

z+l +Inx.

flz) =

1) Montrer que dans ]3,+oo[, f pos-
sede un unique point fixe a et que
3<a<4.

2) Montrer que f([3,4]) C [3,4].
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3) Vérifier que pour tout z € |3,4] :

0< f'(z) <

| ot

4) En déduire que la suite () définie
par

Tnt1 = f(xn) et xop =3

converge vers «.

5.253 Soient f : ]1,4o00[ — R et g :
10, +00[ — R les deux fonctions définies
respectivement par

flz) = x—!—ln(:rz -1)
et
g(@)=vVite ™.

1) Montrer que 1’équation f(z) = 0 ad-
met une et une seule solution « et que
1<a<2

2) Vérifier que g(a) = a.
3) Montrer que g([1,2]) C [1,2].
4) Vérifier que pour tout = € |1, 2] :

1
< —.

l9'(@)] < §

5) En déduire que la suite (z,) définie
par

Tpt1l = g(xn) et xo=1

converge vers «.

5.254 Soit a € ]0,1[. A chaque entier
n > 1, on associe la fonction f,
[a,1] — R définie par

fal@)=n (Vo -1).

Montrer que la suite (f») est uniformé-
ment convergente.

5.255 A chaque entier n > 0, on associe
la fonction f, : [0,1] — R définie par

fa(lz)=2"(1—2).

Montrer que la suite ( fn) est uniformé-
ment convergente.

Exercices

5.256 A chaque entier n > 1, on associe
la fonction f, : R — R définie par

2

fulz) = (1 + %)w .

1) Montrer que la suite (fy) est décrois-
sante.

2) En déduire que sur chaque intervalle
fermé et borné, la suite (fn) converge
uniformément vers la fonction f(z) =

—x

e
5.257 Soit f : R — R une fonction telle
que pour tout couple z,y de R :
|f(z) - Fy)] < (z—y)*.
Montrer que f est constante.

5.258 Soit f : R — R une fonction déri-
vable. Montrer que
1) f paire = f’ impaire.
2) f impaire = f’ paire.
3) f périodique = f’ périodique.
4) Etudier la réciprocité de ces trois im-
plications.

5.259 Soient « € R* et f : R — R la
fonction définie par

f(x) =sh (aln (a: + \/l—l——mQ)) .
1) Vérifier que pour tout z € R :
(1—|—x2)f”(x)+xf’(x)—a2f(x) =0.
2) En déduire que pour tout n € N :
F0) = (o = n®) 1™(0).
100
5.260 Calculer Z K3k

k=1
5.261 Soit n € N*. Montrer que

5.262 Montrer que pour tout entier
k>0:

1k 1k-‘—l
1+ - 1+ - .
<+k) <e<(+k>

En déduire que pour tout entier n > 1:
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n—1 n
n n—1
l) —= < < — .
) o <€ (n—1)!
2) ne!T" < nl < pntlelTm,

5.263 Soient ¢ € R*, f : ]0,+00[ — R
une fonction dérivable telle que

lim f(2) + f'(x) = ¢

r—+00

et g : ]0,+00[ — R la fonction définie
par g(z) = €* f ().
1) Montrer que liIJIrl g(z) = +00.

2) En déduire que liT flx)y=1¢.

5.264 Soit f:]0,1[ — ]0, +o0[ une fonc-
tion dérivable telle que

Jm f(z) =0.

Montrer que la fonction g : ]0,1[ — R
définie par

n’est pas bornée.

5.265 Soit f : R — R une fonction de
classe C? telle que pour tout z € R :
f"(z) > 0. Montrer qu'il existe deux
constantes « et (3 telles que pour tout
zeR:

f(x) > ax+ 3.

5.266 Soit f : R — R une fonction déri-
vable telle que f’(0) = f'(1) = 0. Mon-
trer qu’il existe au moins un élément o
de ]0, 1] pour lequel on ait

5.267 Soit f : R — R une fonction dé-
rivable telle que f(0) = 0. De plus, on
suppose qu’il existe un nombre § > 0
tel que pour tout |z| < § : f'(z) # 0.
Montrer que

lim f(z)
-5 P (@)

5.268 Soit f :]—1,1] — R une fonction
de classe C? telle que f”(0) # 0 et soit

=/{=/(=0.

0 :]—1,1] — ]0, 1 une fonction pour la-
quelle, pour tout x € |—1, 1], on puisse
écrire I'égalité suivante :

f@) = f(0) + ' (20()) .
Montrer que lim 6(z) = % .

T—

5.269 Soit f : |0, +oo[ — R une fonction
dérivable telle que

lim f'(z)=¢>0.

r——400

lim f(z) =+o0.

x—+00
5.270 Soit f : |0, +oo[ — R une fonction
dérivable et bornée telle que

lim f'(z)="¢.

Tr——400

Montrer que

Montrer que £ = 0.

5.271 Soit f : R — R une fonction déri-
vable et périodique telle que

lim f'(z)="¢.

Tr——400
Montrer que f est constante.

5.272 Soient £ € Ret f :]0,+00] — R
une fonction dérivable telle que

li "(z)=1¢.

Jim  f(@)

1) Montrer que lim /(=) =/
Tr——400 xT

2) La réciproque est-elle vraie ?

5.273 Soit f : ]0,4+o00[ — R la fonction
définie par

Calculer 11111 f(z) et 11111 ().

5.274 Soienta € Ret f,g:]a,+oo[ = R
deux fonctions dérivables. De plus, on
suppose que g’ ne s’annule pas et

li = li = .

Jim, J@) = Jim g(2) = Foo
!

Montrer que IILI‘I}JF ]gc,gi)) # —o0.

5.275 Soient a € Ret f,g,h: R - R
trois fonctions telles que g < f < h,

fla) = g(a) = h(a) et g'(a) = I'(a).
Montrer que f'(a) = g'(a).
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5.276 Soit ¢ : R — R la fonction de
période T = 2 définie sur [—1,1] par
g(z) = |z|. Montrer que la fonction
de Weierstrass f : R — R définie par

ﬂxw—ﬁi(i)"guﬂw

est continue partout et dérivable nulle
part.

5.277 1) Montrer que pour tout = €
10, 1] :

1 1 3
0<§1n( +x)—1’< z

11—z 3(1—x2)°

2) En déduire que pour tout n € N* :
1n<n+1) -1
n
_A (11
12\n n4+1/)"°

3) Montrer que les deux suites (z5) et
(yn) définies respectivement par

2n+1
0
< 2

nn+ 20

1
Tp = et yp = xneT2n

sont adjacentes et que leur limite com-
mune £ est positive.

4) En utilisant la formule de Wallis, mon-
trer que £ = \/%

5) Formule de Stirling. Montrer qu’a
chaque entier n > 1, on peut associer
un unique élément 0, de ]0, 1] tel que

_ O
n!l=+V2mnn"e "el2n .
6) En déduire que
I n!
im —
n—too \/2mnnT e

7) Soit z € R} et k € N. Calculer

s ()@ e-97)

=1.

lim

5.278 Montrer que pour tout n € N* et
tout « € [0,1] :

Zn:(k — nz)? (Z) P L

k=0

-~ 3

5.279 Soient a < bet f : [a,b] — R une
fonction continue sur [a,b], dérivable
sur ]a, b[ et qui de plus admet un maxi-
mum local en a et un autre en b. Mon-
trer qu’il existe au moins un élément c
de ]a, b[ pour lequel on ait f'(c) = 0.

()]

.280 Soient I un intervalle ouvert, a <
b deux éléments de [ et f : I — R
une fonction dérivable telle que f’(a) #

f'(0).

1) Montrer que sur [a, b], la fonction dé-
rivée f' : I — R prend toute valeur
comprise entre f'(a) et f'(b).

2) En déduire que si f'(a)f’(b) < 0, la
fonction dérivée f’ s’annule au moins
une fois dans ]a, b[.

3) Montrer que si f' est monotone,

fech.

.281 Soit f: R — R une fonction déri-
vable. Montrer que si sa fonction déri-
vée f’ ne s’annule pas, la fonction f est
strictement monotone.

o

ot

.282 Soit f: R — R une fonction paire
et dérivable. Montrer que f’ s’annule au
moins une fois.

(<))

.283 Soit f : R — R une fonction dé-

rivable telle que pour tout x € R :
f'(z) > m > 0. Montrer que la fonc-
tion f s’annule une et une seule fois.

()]

284 Soient 0 <a <bet f:[a,b] = R
une fonction continue sur [a, b] et déri-
vable sur ]a, b[. Montrer qu’il existe au
moins un élément ¢ de ]a, b[ pour lequel
on ait

af(b) —bf(a)

D=1 — (o) -

()]

.285 Soit f : [a,b] — R* une fonction
continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, ].
Montrer qu’il existe au moins un élé-
ment ¢ de |a, b[ pour lequel on ait

5.286 Soient I un intervalle ouvert et
f : I — R une fonction de classe C2.



Calcul différentiel 97

1) Montrer que pour tout x € I :

(@) =
L He )+ fa = ) =2 ()
h—0 h2 ’

2) En déduire, en utilisant uniquement
la définition d’une fonction convexe,
que f est convexe si et seulement si
pour tout z € I : f"(x) > 0.

5.287 Soit f : ]1,+00[ — R la fonction

définie par

f(z) = —In(lnz).
1) Vérifier que f est convexe.

2) En déduire que pour tout couple a,b
de |1, 400 :

In (a—2|—b) > +VIna lnb.

5.288 Soit f : ]0,4+o00o[ — R la fonction
définie par

flz)y=zlnzx.

1) Vérifier que f est convexe.

2) En déduire que pour tout couple a,b
de ]0, o0 :

(a+0b)In <a—2|—b) <alna+blInbd.
5.289 Soient n € N*, aq,..
Bn >0 et p,g > 1 tels que

.,Oén,ﬁl,...7

1
=+
p

=1.

SR

1) Vérifier que la fonction f : ]0, +o0o[ —
R définie par f(z) = z” est convexe.

2) Montrer que

e (54 (59
k=1 k=1 k=1

Inégalité de Hélder ou de Cauchy-
Schwarz sip=q=2.

3) En déduire que pour tout r > 1 :

<Zn:(ak + ﬁk)T)F

() (%)

Inégalité de Minkowsks.

5.290 Soit f: R — R la fonction définie
par f(z) = e€".

1) Vérifier que f est convexe.

1
™

2) En déduire que pour tout n € N* et

ai, ...,an >0:

La moyenne géométrique est infé-
rieure a la moyenne arithmétique.

5.291 Soient a@ > 1 et f :]0,400[ — R
la fonction définie par f(z) = z“.
1) Vérifier que f est convexe.

2) En déduire que pour n € N* et a1,
.,an >0

(b2e) <ag
=1 k=1

5.292 Soient p, ¢ > 1 tels que % + % =1
et f :]0,4+00[ — R la fonction définie
par

flz)=—Inz.

1) Vérifier que f est convexe.

2) En déduire que pour tout «, 8 €
]0, +o0l :

ap< =+
p q
5.293 Soient I un intervalle ouvert et
f, g : I — R deux fonctions dérivables
et convexes.

1) Montrer que la fonction f+g est aussi
convexe.

2) Obtient-on le méme résultat pour la
fonction fg?
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5.294 Soient f,g: R — R deux fonctions 5.302 Soit f :]0,+oo[ — R une fonction

convexes de classe C2. convexe telle que

1) Montrer que si g est croissante, la . f(x) _r<0
fonction composée g o f est aussi ootoo @
convexe.

Montrer que f est décroissante.

2) Que devient ce résultat si g n’est pas 5.303 Soient a € Ret f : R — R une

supposée croissante ?

fonction convexe telle que f'(a) = 0.
5.295 Donner un exemple d’une fonction Montrer que f atteint son minimum
convexe non continue. en a.

5.296 Soient I un intervalle ouvert et 5.304 Soit f : R — R une fonction
f I — R une fonction dérivable. Mon- convexe et majorée. Montrer que f est
trer que f est convexe si et seulement constante.
si sa courbe C' se trouve en chacun de 5.305 Soient a € R et f : Ja, +oo| —

ses points au-dessus de sa tangente. R une fonction convexe telle que les

5.297 Soient I un intervalle ouvert et deux limites lim f(z) et lim f(z)
. r—a+ Tr——400

f I — R une fonction convexe de

classe C'. De plus, on suppose qu’il

existe trois éléments a < d < b de

I tels que le point D = (d, f(d)) se 5.306 Soit f : ]a,b] — R une fonction
convexe et non monotone. Montrer qu’il

existent. Montrer que f est uniformé-
ment continue.

trouve sur la corde I' qui joint les

deux points A = (a,f(a)) et B = existe.un élémentcde]a,b[tgl que f est

(b, £(b)). Montrer quentre A et B, T et décroissante sur ]a,c] et croissante sur

la courbe C = {(, f(z)) : a <z < b} (¢, bl.

sont confondues. 5.307 Soient a < b deux nombres réels
5.298 Soient I un intervalle et f: I— R et f :]a,b[ — R une fonction convexe

une fonction convexe. Montrer que pour et bornée.

tout couple z,y de R : 1) Montrer que les deux limites

tljr{gr f(t) et tlgglﬁ f(t) existent.

f(w+y) < fl@) + fly)

2 2 2) Montrer que la fonction g : [a,b] — R

La réciproque est-elle vraie ? définie par
5.299 Soient I un intervalle et f : I — lim f(t) siz=a
R une fonction continue. Montrer que t—at
f est convexe si et seulement si pour g(z) ={ [f(@) sia<z<b

tout couple z,y de I : lim £(t) . b
1m S1 = .
f(x+y) @)+ 1) o '
5 .

2 - est convexe.
5.300 Soient f : R — R une fonction 5,308 Méthode de Newton. Soient a <
convexe et @ € R. De plus, on suppose bet f: R — R une fonction de classe

que E = {z € R: f(z) < a} # 0. Mon- C? telle que f(a) >0, f(b) <0 et
trer que E est un intervalle. La réci- 9
proque est-elle vraie ? Va € [a,b] : f7(2) >0.

5.301 Soit f:]0,+o0o[ — R une fonction 1) Montrer que '’équation f(x) = 0 pos-

convexe, croissante et non constante. sede une et une seule solution o dans
Montrer que la, bl.
lim f(z) = +oo 2) Montrer que pour tout = € [a,a] :

a—too f(z) < 0.
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3) Montrer que pour tout z € [a,a] :

f(=)
rx<xT— 7 (x) <«
4) Soit (x,) la suite définie par
f(zn)
T4+l = Tn — f’(mn) et ro =a.

4a) Montrer que pour tout entier
n>0:a< 2y, <Tptr < a.

4b) En déduire que cette suite
converge vers a.

5.309 Soit I un intervalle. Montrer que
la fonction f : I — R est convexe si et
seulement si pour tout triplet x < y < z
de I:

fw) = @) _ fG) = f(a)

y—x Z—T
< HORFION
z—y

5.310 Soient I un intervalle ouvert et
une fonction convexe. Montrer que f
est continue. Que devient ce résultat si
I'intervalle I n’est pas supposé ouvert ?

5.311 Soit I un intervalle ouvert et f :
I — R une fonction dérivable. Montrer
que f est convexe si et seulement si f’
est croissante.

5.312 Soit I un intervalle ouvert et
f I — R une fonction dérivable et
convexe. Montrer que f € C'.

5.313 Soient a < b deux nombres réels
et f: ]a,b] — R une fonction convexe.
Montrer que f est minorée.

5.314 Etudier la fonction f : ]0,+oo[
— R définie par

flz) =2".

5.315 Etudier la fonction f: R — R dé-
finie par

flx) = (em - 2)3,

5.316 Etudier la fonction f : R* — R
définie par

f@) = (x+2)e .

5.317 Etudier la fonction f: R — R dé-
finie par
f@) = Yo @ —1).
5.318 Etudier la fonction f : [-1,1] = R
définie par
f(z) = Arccos(42® — 3z) .

5.319 Etudier la fonction f : ]0,400]
— R définie par

@) = 5.
5.320 Etudier la fonction f : R* — R
définie par

5.321 Etudier la fonction f: R — R dé-
finie par

T

fay= =
5.322 Etudier la fonction f: R — R dé-
finie par
flz)==x e

5.323 Etudier la fonction f : ]—o0, —1]U
[3, +0o[ — R définie par

flx)=+22 -2z -3.

5.324 Etudier la fonction f :]—o0, —1[U
10, +o00[ — R définie par

f(z) = (1 + i) .

5.325 FEtudier la fonction f: R — R dé-
finie par

f(x):x+1+m2.

5.326 Etudier la fonction f : [0,7] — R
définie par
2

@)= Vi¥cosz++I—cosz

5.327 Etudier la fonction f : [-1,1] = R
définie par

f(x) = Arccos(1 — 227)

+ Arcsin <2x\/ 1-— x2) .
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5.328 Etudier la fonction f :
12, +00[ — R définie par

|—00,0] U

3
x—2

flz) =

5.329 Etudier la fonction f : [-1,1] = R
définie par

fle)=1+2z)Vv1—22.

5.330 Etudier la fonction f : R\ {1}
— R définie par

2

5.331 Etudier la fonction f : R* — R
définie par

22 -2z -1 =1

fl@) = ———e

T

5.332 Etudier la fonction f : ]—%,
— R définie par

]

[

f(z) =Intg (1’ + g) — Argsh(tg2z) .

Exercices

5.333 Etudier la fonction f : R* — R
définie par

f(z) = xn (2 ch i) .

5.334 Etudier la fonction f : [-1,0] U
[1, +00[ — R définie par

fl@)=vaz3—=x.

5.335 Etudier la fonction f: R — R dé-
finie par

f@) = [z] + (z — [2])*.

5.336 Etudier la fonction f: R — R dé-
finie par

flx) =

max

~1<t<1 (1 - (x N t)2) ’

5.337 Etudier la fonction f: R — R dé-
finie par

flx) = _{I%itngl (1 — (z— t)2) .



CHAPITRE 6

Calcul intégral

6.1 Introduction

Soient a < b deux éléments de R. Le sous-ensemble fini et ordonné
o= {xo =a,%1,.-.,Tn_1,Tn :b} aveca < r1 <...<Tp1<b
est appelé une subdivision de [a,b] et le nombre réel positif
Plo) = max{xk —xp_1:k=1,... ,n}

le pas de la subdivision ¢. En particulier, la subdivision

b— b—
U:{a,a+ a7...7x;€:a+k a,...,b}
n n

est appelée la subdivision réguliére d’ordre n de [a,b).
Soient o = {xo,xl, e ,xn} une subdivision de [a,b] et f : [a,b] — R une
fonction continue. Alors, le nombre réel

M=, mex, /@)

est appelé la somme de Riemann supérieure de la fonction f relativement
a la subdivision o, tandis que le nombre réel

S,(f) = ka(ick - ZCk—l)
k=1

oll
my = min T
zp—1<z<Tg f( )
est appelé la somme de Riemann inférieure de la fonction f relativement
a la subdivision o.
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Pour toute subdivision o de [a,b] :
m(b—a) < 8,(f) <Sy(f) < M(b—a)
ol

= 1 M: M
™=, ) e M= e )

ce qui entraine que les deux nombres réels
S(f) = inf {S,(f) : o subdivision de [a,b]}

et
S(f) =sup{S,(f) : o subdivision de [a,b]}

existent. De plus, ils sont égaux.

Définition 6.1 Soient a < b deux éléments de R et f : [a,b] — R une fonction
continue. Par définition, le nombre réel S(f) = S(f) est appelé l'intégrale de
la fonction f sur [a,b] et on écrit

Par convention :

/baf(x)dx:—/abf(x)dxet /aaf(x)dx:o,

D’un point de vue géométrique, si 'on désigne par A I'aire de la surface plane
E délimitée par la courbe C' de la fonction |f|, 'axe Ox et les deux droites
verticales d’équation respective x = a et © = b, on peut écrire que pour toute
subdivision o de [a,b] :

S,(If)) < A<S,(If])-
D’ou .
A=5(1) = 80f1) = [ |fa)|dz.
y=|f(z)] ’

A\

Fig. 6.1
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Propriétés
Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions continues. Alors,

1) Linéarité. Va,B € R :

b b b
/ (af—|—ﬂg)(a:)dx = a/ f(:c)dsr:+ﬂ/ g(z)dx.
2) Supposons que pour tout x € [a,b] : f(z) > 0. Alors,

b
a)/ F@)dz > 0.

b
b)/ f@)de=0<=Vax€la,b]: f(x)=0.

3) Supposons que pour tout z € [a,b] : f(x) > g(z). Alors,

a) /abf(a:)dxz/abg(x)dx-

b b
b)/ f(:v)dac:/ g(z)de <= Vzx€la,b]: flx)=g(x).

/abf(x) dz

5)Ve€la,bl: /abf(;v)dac:/acf(x)dx—&—/cbf(ﬁc)dx.

b
4) g/ |f(2)] dz.

Proposition 6.2 Soit (O’n) une suite de subdivisions de [a,b] telle que

nETooP(U") =0.
Alors,
b
Jm So (f) = lim S, (f)= [ flz)de

Proposition 6.3 (Théoréme de la moyenne) Soient f,g : [a,b] — R deux
fonctions continues. De plus, on suppose que pour tout = € [a,b] : g(z) > 0.
Alors, il existe au moins un élément ¢ de [a,b] pour lequel on ait

/ ' (F9) @) dz = £(0 / (@) e

En particulier, si g =1,

b
[ H@)de=p) - a).
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Proposition 6.4 (Théoréme de la convergence uniforme)  Soit ( fn)
une suite d’éléments de C([a7 bLR) qui converge uniformément vers la fonc-
tion f. Alors,

b b
nEIEoo/a fn(x)dx:/a f(z)dx.

Proposition 6.5 (Théoréme de la convergence monotone) Soit ( fn)
une suite monotone d’éléments de C([a,b],R) qui converge simplement vers
la fonction continue f. Alors,

lim /abfn(x) dzx = /abf(x) dx .

n—-+o0o

6.2 Primitives

Définition 6.6 Soient a < b deux éléments de R et f : [a,b] — R une fonction
continue. Une fonction continue F : [a,b] — R est appelée une primitive de f
si pour tout x € Ja,b[ : F'(z) = f(x).

Proposition 6.7 Si Fy et Fy sont deux primitives de la fonction continue
f :]a,b] — R, ces deux fonctions sont égales & une constante prés. Autrement
dit, pour tout x € [a,b] : Fi(x) = Fa(x) + cste.

Définition 6.8 Soit F' : [a,b] — R une primitive de la fonction continue

f i la,b] — R. Alors, fw f(t)dt s’appelle une intégrale indéfinie et, par
définition, pour tout z € [a,b] :

/w ft)dt = F(zx) + cste.

Proposition 6.9 (Existence) Soienta < b deux éléments deR et f : [a,b] —
R une fonction continue. Alors, la fonction F : [a,b] — R définie par

@) = [ s
est une primitive de f.

Proposition 6.10 (Théoréme fondamental du calcul intégral) Soient
a < b deux éléments de R et f : [a,b] — R une fonction continue. Alors, si
F : [a,b] — R est une primitive de f, on peut écrire

F(b) — F(a) = /baf(ac)dac.
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On utilise aussi la notation suivante :

b

b
/ f(z)dz :F(x)‘a.

Proposition 6.11 Soient a < b deux éléments de R, f : [a,b] — R une fonc-
tion continue, I un intervalle ouvert et g,h : I — [a,b] deux fonctions de classe
C!. Alors, la fonction K : I — R définie par

est aussi de classe C'. De plus, pour tout z € I :

K'(z) = f(9(x))g'(z) = f(h(x)) W (z).

6.3 Intégration par parties

Proposition 6.12 Soient I un intervalle ouvert, a,b € I et f,g: I — R deux
fonctions de classe C'. Alors,

b b b
/ (@) (@) dz = [(@)g(x)|’ — / f(@)g(a) de.

Exemple 6.13 Soient I un intervalle ouvert, a € I et f : I — R une fonction
de classe C"*1. Alors, pour tout = € I :

() (g n x n
F(@) = f(@)+ f(@) (z—a) -+ 1@ (2 _a) +%/ (x—1)" ;D (1) dt

n!

Ici, le reste du développement limité d’ordre n de la fonction f autour de a est
donné explicitement par

Ra(z) = — / (z— )" f (@) dt.

n:

6.4 Changement de variable

Proposition 6.14 Soient f : [a,b] — R une fonction continue, I un intervalle
ouvert, a < (3 deux éléments de I et ¢ : I — R une fonction de classe C telle
que @([a,ﬂ]) C [a,b]. Alors,

©(B) B
/ f(x) da = / F o) (t) dt
o(a) o

Par définition, la transformation
x=(t) avect € I

est appelée un changement de variable.
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Exemple 6.15 Soient P,(@Q : R” — R deux fonctions polynomiales a n variables

réelles, @ ne s’annulant pas. On pose, pour tout (z1,...,z,) € R™ :
P(xy,...,x
R(xh...,;vn) = M
Q(x1,...,xn)
Alors, si a < b sont deux éléments de R et py, ..., uy : [a,b] = R n fonctions

continues, la fonction f : [a,b] — R définie par

J(@) = R(er = (@), ..., = (@)

est continue. Dans le but de pouvoir 'intégrer, on va donner quelques change-
ments de variable possibles mais non obligatoires.

6.4.1 f(z) = R(e”,shz,chz)
Changement de variable recommandé :

r=pt)=lnt<=t=1¢".

6.4.2 f(z) = R(sinz,cosx)

2tg L 1 tg2 2
Rappel : sinx = 7233 et cosx = 752,3
1+tg2§ 1+tg2§

Changement de variable recommandé :

x:ga(t):ZArctgt@t:tgg et —T<x<T.

6.4.3 f(z) = R(sin® z, cos® z)
tg? 1
Rappel : sin® x = gisr; et cos?z = —
1+tg“x 1+tg“x

Changement de variable recommandé :

T v
x=p(t) = Arctgt <=t = tgx et —§<aj<§.

1 1
6.4.4 f(a:):R(a:,a:kl,...,a:kn)
Changement de variable recommandé :

=) =t avec k = ppem [k, ... ky]

6.4.5 f(z)= R(ac, m axJ“B)
YT+ 6
ol «, (3, v et & sont quatre constantes telles que ad — By # 0 et m € N*.
Changement de variable recommandé :
=0t + 3 tm_ax—Fﬂ

= o(t) = = .
T =) Yt — yr 40
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6.4.6 f(z)=R <x7 V222 + a2) avec a, 3 > 0

Changement de variable recommandé :

o
x = —sht.

B
6.4.7 f(z)=R (:c, \/ 2x2 — 012) avec a, 3 >0

Changement de variable recommandé :

acht ig>2
- six > =
B B

T = oy e
——c siz<—=.
B B

6.4.8 f(z)=R (x, Va? — 62562) avec a, 3 >0

Changements de variable recommandés :

2 sint 2 cost
r = — SInt ouxTr = — COSst.
B B

6.5 Intégration des fonctions rationnelles

Soient P(t) et Q(t) deux polynémes vérifiant les deux propriétés suivantes :

1) P(t) et Q(t) n’ont aucun diviseur commun.

2) Le coefficient du terme du plus haut degré de Q(t) vaut 1.

Soient aq,...,a, les n racines réelles distinctes de Q(¢) et
(2 + 201t +c1),. .., (2 + 2bmt + o)

Pensemble de ses diviseurs irréductibles (b3 — ¢; < 0) du second degré tous
distincts. Alors, on peut écrire que pour tout ¢t € R :

Q)= (t—a)™ - (t—an)" (2 +2b1t+c1)" - (2 + 2bmt + )™ .

Cette décomposition en éléments simples est unique et pour tout ¢ ¢ {al, ey

an) -
EZR(t)+i:L+"'+i Ok

Q) = (t— al)k il (S an)k
+qzl Birt + 71k k+_“+i Bkt + Ymk

=1 (24201t + 1) = (82 + 2bpt + cm)k
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ou les i, Bri et Yk sont des constantes (uniques) et ou R(t) est le polynome,
quotient dans la division suivant les puissances décroissantes de P(t) par Q(t).
Par conséquent,

t p1 Pn
e [ nas 35 [ e
Qt Z t—a1 Z t—an
qdm x
+Z/ Bkt + Y1k kdt+"'+2/ ( Bkt + Yk it
k=1

(£2 + 20yt + ¢1) = (8220 o)

Intégration des éléments simples

Toodt
1 =1 _ ste .
) / T—a) n|x — a| + cste

2) Pour tout entier k > 1 :
/I i _ ! + cste
(t—a)  (1—k)(z—a)" '

3) Pour b,c € Ravecb> —c<0et 3,7y ER :

o Bt+ny 08 9 v —b0 x+0b
— —dt==1 2b Arct te .
/ @+ 2+ 0] 5 n(z?+ x+c)+m rctg N +cste
4) Pour b,c € R avec b2 — ¢ < 0, 3,7 € R et tout entier k > 1 :

© Bttty B
5 g dt = 5 E—1
(t2 + 20t + ¢) 21— k)(z +2bx+c)

+——bﬁ/v L
(Ve—p2)* ! (2 +1)"

5) Posons pour n € N* :
¥ dt
I,(x) :/ — .
(t2+1)

W +©2n—1)IL,(x).

Alors,
2n In+1(ﬂf) =

6.6 Applications géométriques

D’une part, soient a < b deux éléments de R et C' la courbe de la fonction
continue f : R — R. D’autre part, soient I un intervalle ouvert, t1,t3 € I et
©, ¥ : I — R deux fonctions de classe C! telles que ¢(t1) = a et p(ty) = b. De
plus, on suppose que pour tout ¢ compris entre t1 et ts :

o(t) € [a,b] et y(t) = f(o(1)) -
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6.6.1 Longueur d’un arc de courbe

Ici, on suppose en plus que f € Cl et 7¢) > 0 oi1 T est le signe de ¢. Alors, la
longueur de l’arc de la courbe C, compris entre les deux points A = (a7 f(a))

et B= (b, f(b)), est donnée par

/ab 1+ (f (@) de = T/ttz JE2E) + 22 dt

y=f(x)

Fig. 6.2

6.6.2 Aire d’une surface plane

L’aire de la surface plane E délimitée par la courbe C, 'axe Oz et les deux
droites verticales d’équation respective x = a et x = b, est donnée par

ta
t1

b
[tz = [eeae .

vy = f(z)

Fig. 6.3
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6.6.3 Surface latérale d’un corps de révolution

Ici, on suppose en plus que f € C! et 7¢) > 0 oi1 7 est le signe de ¢.

1)Si f > 0, la surface latérale obtenue par la rotation autour de l'axe
Oz de 'arc de la courbe C, compris entre les deux points A = (a, f(a)) et
B = (b, f(b)), est donnée par

27r/abf(:c) \ 1+ (f'(:c))2dx = 27r7'/t2 Y\ P2(t) +1/}2(t) dt.

t1

y = f(z)

B
|
|
|
|
|
|
A l
| |

| | /

0 a b z
Fig. 6.4

2) Si a > 0, la surface latérale obtenue par la rotation autour de axe Oy
de I'arc de la courbe C, compris entre les deux points A = (a, f(a)) et
B = (b, f(b)), est donnée par

a
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6.6.4 Volume d’un corps de révolution

1) Le volume obtenu par la rotation autour de ’axe Oz de la surface plane F
délimitée par la courbe C, I'axe Ox et les deux droites verticales d’équation

respective x = a et x = b est donné par

w[ff%xyMn:wjfzw%w¢@)ﬁ.

y=f(x)

7.\ )

Fig. 6.6

2) Si a > 0, le volume obtenu par la rotation autour de l'axe Oy de la surface
plane E délimitée par la courbe C, 'axe Ox et les deux droites verticales

d’équation respective x = a et x = b est donné par

b ta
27r/ :c|f(a:)|dx:27r/t ()| (1) (0) dt

y = f(x)

Fig. 6.7
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6.6.5 Longueur et aire en coordonnées polaires

Soient v <  deux éléments de l'intervalle ouvert I et p : I — [0, 00[ une
fonction de classe C'. De plus, on suppose que l’arc PQ est paramétré par les
coordonnées polaires

avec P = (p(a),¥(a)) et Q= (2(8),%(8)). Alors,

1) La longueur de l'arc PQ est donnée par

/ NoEror S

2) Si O = (0,0), l'aire du secteur OPQ est donnée par

l/ﬂ 2(t)dt
2], ° ‘
Yy
Q
P
g
\a
0 x
Fig. 6.8
6.7 Exercices
6.1 /z sin t gt 6.5 et d
) 1+cost ) /ﬁ b
6.2 /evt+1dt. 6.6 /Arctgtdt.
¥ sht *
6.3 / kil 6.7 /Arctgx/idt.
6.4 - 6.8 / Arcsin® tdt .
cht



6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

6.22

6.23

6.24

6.25

6.26

6.27

6.28

6.29

\\\\\\H\\\\\

tsmt dt.

tS cost?dt .

t2 cos® tdt.

¥ sint

8

dt
cost —sint+1"

dt
4+ sint’

8
[\]
+
o |&
e}
®
~+

8

tgt

—=—dt.
1+ sin’t

8

e'sintdt.

8

sin(Int) dt.

tlnx/Edt.

lntdt

sin 2t
2 tsint + smt

—dt
1+ cost+tg?t

Calcul intégral

6.30

6.31

6.32

6.33

6.34

6.35

6.36

6.37

6.38

6.39

6.40

6.41

6.42

6.43

6.44

6.45

6.46

6.47

6.48

6.49

6.50

6.51

/
/
/
/
f s
f e
J e
| i
[ &
/
[ G
/
/
|
/
/
=
/
/
/
/
/

sint
2+ cos? t t

sin? tcost
1—|—sm t

cos? tsmt
1—|—sm t

sin® t dt.

UJ

tgt
1+ tg? t
cost
cost +sint +sint

cos?
dt
cost’
dt
sint’

cos3t’

tg tdt.

tg tdt.

v Arctg\/_
(1+)Vt

t+1( 1+W)'

<

&
J’_
—

113
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6.52

6.53

6.54

6.55

6.56

6.57

6.58

6.59

6.60

6.61

6.62

6.63

6.64

6.65

6.66

6.67

6.68

6.69

6.70

6.71

/I \/t+1d
t
[

/“”\/T

12
— dt.

/“”Ldt
N

t

t.

R
t

T dt
/ Viz2 =3t
x 2t +1

—dt.
V142t + 22

/z di
V22 =4+ 10

v t
——=dt.
/ V—t2 48t

x t2
——dt.
/ V2 —t+1

/
/

/

T 4244

—dt.
ViZ+t+1

* dt

tvVI+t7’

dt

21— 2

n €N,

Exercices

6.72

6.73

6.74

6.75

6.76

6.77

6.78

6.79

6.80

6.81

6.82

6.83

6.84

6.85

6.86

6.87

6.88

6.89

6.90

6.91

6.92

/
r
’

T

r

t

——dt.
14++/1+41¢2

dt

14+v2t—12°

dt

A4+t VI+e2'

Vi +

1

— Y- @
VEVEFVEERT
/ Vi3 +tide.

1+t

dt

2 —t+1
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‘ t° 6.111 Montrer que la fonction
6.93 ~dt. :
1+t)(1+1t3) f:]-%,Z[ — R définie par
¥ 2t + 5 1
6.94 / — = . _ cosx &t
@009 R
6.95 /z i est constante.
. ———dt.
(1 + t2) 6.112 Montrer que
z 42 t 1 us 5
6.96 / t+7+2dt, /? : 5sm T de
(t2—1) o sin®z 4+ cos®x
z 5
T -r) :/Q&d
6.97 / m dt . 0 sin5 T+ COS5 x v
. En déduire la valeur commune a ces
6.98 / % deux intégrales.
t(1415)
Calculer
° dt - .
6.99 / YPRTvL 6.113 lim xrsint di
(t — 1) z—+o0 Jq 2 —2xcost + 1
s 2 2x
6.100 / Pt g 6114 lim %St dt .
2z _t
e
x 42 1 J—
6.101 / EAGEH19y g GHs o m ) T
(t+3) "
Caleul / In(1+¢%) dt
alculer 6.116 lim Z° 5
. T eArctg% z—0 T
6.102 hm ST dt . z2 7ﬁ
A )T [ oS
z 6.117 lim =°
6.103  lim di_ a0 @
et 1 2et g
1 1- —
dt ) Vitiz
6.104 . . 0 )
| e s iy S0
1
6.105 /1 ¢t 6119  lim [ V""" cos(tx)dt.
0 1 + et 0
4 v . 2
Int sint” dt
6.106 / — dt. . /0
6.120 lim —— .
1 Vi zlg%) sin®
1 dt 6.121 Calculer
6-107 / T\/l—“ . z
0 lim ( lim / ¢ lntdt) .
6.108 2 sintcos®t gt notee \Em 0ty
) o 4—cos22t Peut-on intervertir les limites ?
LN 6.122 Calculer
6.109 ~dt. ,
0 1+ o, (t—22)
lim | lim / t7e"" T dt ).
6.110 AT

/ ! i dt
0o V1+VE Peut-on intervertir les limites 7
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6.123 Montrer que
1
lim nzt(l - t)ndt
n—-—+oo

Jat.

#/ (ngrfm n2t(1 — t)n

6.124 Calculer

2
lim
n—-—+oo 0

6.125 Montrer que

2t
+3e%dt.
t+2

™

2

lim et gy =0,

n—-+oo 0

6.126 Calculer
1
lim t"(1 —t)cos(nt)dt.

n—-+oo 0

6.127 Montrer que pour ¢ € [0, 1] et tout
entier n > 0 :

1 1

14 (14 —— 1+(1+—)
n+1 n

En déduire la valeur de la limite sui-
vante :

, ! dt
1+ <1+ —)
n

Calculer

nt

6.128 ——dt
1+nt2lnn

lim
n—-—+oo 0

" sin(nt)

6.129 lim dt.

n—-+o0o 0 nt

. " t

6.130 lim S —

n—+oo Jo (sht+ cht)

! t

6.131 li 1 ——dt|.

nlllloon e—l—A Inn + nt?
6.132 Montrer que la suite (z,) définie

par

ot
J:n:/ dt
o et+t

converge.

Exercices

6.133 Calculer la limite de la suite (mn)
définie par

i 7/“ dt
"o 14ent”

6.134 Soit (

a:n) la suite définie par
T [ e—t2 dt et xo=1.
n+1 — ) 2 + t2 0=
Calculer sa limite.

6.135 Montrer que la suite (z,) définie
par

Tn 1 4 sin’t
Tnt1 /0 2+ cht? et To

converge. Calculer sa limite.

6.136 Calculer la limite de la suite ()
définie par

3 2n t
Tn =" /n —1+t5dt

1
6.137 1) Calculer lirf / t"V1 —tdt.
n— oo 0

2) En déduire
= \k)2k+3

Calculer la limite de la suite () définie
par

lim
n—-—+oo

1
1 n=
6.138 z, = —
k=1
6139 z,=>» =
k=1
6.140 =z, =
Z \/n2 T kn
RN
k=1
6.142 1) Calculer Zn: K
) P n(n+k)

lim
TL—) oo
2) En déduire que si (ax) e t une suite qui
converge vers a,

n

lim Zn(:l—ck =aln2.

n—-—+oo
k=
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6.143 Soit f : R} — R la fonction défi-  4) Montrer que pour tout entier n > 1 :
nie par

“dt T T
f(f)*/l T Ban = Ban (5) = Qan (5)
1) Montrer que pour tout z,y € R} : — 1-3-...-(2n—1) T
flay) = f(z) + f(y). 2:4-2m 2
2) En déduire que pour tout = € R} : et
f(3) =~f@).
T T
3) Montrer que f est bijective. B2nt1 = B2nt1 (5) = Q2n+41 (5)
4) Montrer que (f_l)/:f—l. _ 2-4-...-2n .
5) En déduire que pour tout € R : 13- (2n+1)
o0k 5) Formule de Wallis. En déduire
—1 xr
o=
h=0 b L 242 NP
6) Vérifier que f = In. noteon \1-3-...-(2n—-1)/) =~

6.144 Posons, pour tout entier n > 0 :

an(z) = / sin” t dt
0

6.145 Posons, pour tout entier n > 0 :

’yn(x):/ e'sin™ tdt.
0

et .
Pn(@) = /o cos™ tdt. 1) Montrer que pour tout entier n > 2 :
1) Montrer que pour tout entier n > 2 :
n(z) =
an(l‘): (z~n x . n—1
1 - 1 S e’sin" x —ne’ sin T CosT
— — sin” 1J:cosa;+n an—2(x) n*+1
n +n(n—1)yn_2(z)).
et
Bn(z) = 2) Calculer les deux intégrales sui-
vantes :
1 n—1 . n—1
— cos rsinx + —— Bn_2(x).
" " % t . 2 % t . 3
2) En déduire que pour tout entier /o e’ sin”tdt et /o e sin"tdt.
n>0:
T 6.146 Posons, pour tout entier n > 1 :
/ sin® ¢ cos™ ¢ dt
0 v dt
us In X)) = o \nm
3 2 (=) /0 (2 +1)

:m/o Sin"tdt,

3) Calculer les deux intégrales sui- 1) Montrer que pour tout entier n > 1 :

vantes :
. 2n Inyi(x)
/QSin4tc052tdt :#4—(271—1)[“@).
; @+
et -
z 1
/ sin® t cos® t dt . 2) Calculer / % .
0 o (£2+41)
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6.147 Soit (I,,) la suite définie par

1 +m
In:/ dt
o 1+tn

lim I, et

n—-+oo

lim nl,.

n—-—+oo

Calculer

6.148 Posons, pour tout x > 1 et tout
n,meZ:

,un,m(x):/ t™In" tdt.

1) Montrer que pn,m(z) =

l,m+1 "

In"e— "
m+1 m+1
sim # —1

pin—1,m ()

1 n+1

n——|—1 In x + cste

sim=—-letn#—1

In(Inz) + cste
sim=n=-1

2
2) Calculer/ t3In® tdt .
1

6.149 Soit n € N avec n > 3.
1) Montrer que

"1 nt¢ Inn
< —dt< —.
n t n

2) En déduire que la suite (z,) définie
par

In(n+ 1)
n+1

In?n " Ink
m= =D
k=2
est convergente.
6.150 Soit p € N*.

1) Montrer que pour tout entier n > 1 :

n n n+1
1+/ t”dt<Zk”</ tP dt .
1 k=1 1

2) En déduire que

1+22 - 40P 1
npt1 Tp41]

6.151 Trouver une fonction f : R — R

strictement croissante dont la dérivée
s’annule une infinité de fois.

lim
n—-—+oo

Exercices

6.152 Soient I un intervalle ouvert et
(fn) une suite d’éléments de C'(I,R)
qui converge simplement vers la fonc-
tion f. De plus, on suppose que la suite
(fn) des fonctions dérivées converge
uniformément vers la fonction g. Mon-
trer que g = f’.

6.153 Soit f : R — R une fonction de
classe C' dont la fonction dérivée f’ est
impaire. Montrer que f est paire.

6.154 Soit f : R — R une fonction conti-
nue et paire. Montrer que pour tout
a€eRY:

jf@ﬁﬁzQ[ﬁﬂﬂdﬁ

6.155 Soit f : R — R une fonction conti-
nue et impaire. Montrer que pour tout
aeRY:

" rwydt=o0.

6.156 Soit f : R — R une fonction conti-
nue et périodique de période T > 0.
Montrer que pour tout a € R et tout
neN:

/:MT Fi)de = n/OT Ff@)de.

6.157 Soit f : R — R une fonction conti-
nue et périodique de période T > O.
Montrer que pour tout couple a,b de

R:
ijﬂwﬁ_lfﬂwm.

6.158 Soit f : R — R une fonction conti-
nue telle que la fonction g : R — R dé-
finie par

o) = [ s
0
est périodique. Montrer que f est pério-
dique. La réciproque est-elle vraie ?

6.159 Soient a < b deux nombres réels
et f:[a,b] — R une fonction continue.
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1) Montrer que

/abf(t)dt:/abf(a+b—t)dt

2) En déduire la valeur des deux inté-
grales suivantes :

T tsint I
———dtet In(1+4+tgt) dt.
/Ol—i-coszt e/o n(1+tgt)

6.160 1) Soit f : [0,1] — R une fonction
continue. Montrer que
/ f(sint)d

/ t f(sint)d
0

2) Calculer

tsint tsin™t

g . T .4
————dtet ——dt
/0 1+ cos?t /0 sin* t + cost ¢

6.161 Soit f: R — R une fonction bijec-
tive de classe C!.

1) Montrer que pour tout couple a < b
de R :

/f(b) 1
IS
f(a)

= (bf(b)

(t)dt

—af(a

)- [ s
2) En déduire que

1 1
/ 1\7/1—t9dt:/ Y1—t174dt.
0 0

6.162 Soient a < b, f : [a,b] — R une
fonction continue et ¢ : R — R une
fonction convexe. Montrer que

A= TRED
< [0 swan.

6.163 Soient a < bet f:[a,b] — R une
fonction continue et convexe.

1) Montrer que

((£32)0-0= s

f(a) + £
< [0 ).

119

2) Montrer que si f <0 :

b 1
/a flx)dx < 3

6.164 Soient a < b deux nombres réels
et f,g: R — R deux fonctions de classe
C!. De plus, on suppose que pour tout
x € [a,b] : f'(x) > 0. Montrer qu’il
existe au moins un élément c de [a, b]

pour lequel on ait
| 1050 dt = @) (g(e) - 9(@)
+ F(b)(9(b) = g(c)) -

6.165 Soient a < b deux nombres réels,
f : R — R une fonction de classe C!
telle que pour tout z € [a,b] : f'(z) >0
et h : R— R une fonction continue.
Montrer qu’il existe au moins un élé-
ment ¢ de [a, b] pour lequel on ait

[ ronwa=

(b—a) min f(z).

a<z<b

f(a)/ h(t) dt

‘ b
+ f(b)/ h(t) dt .
6.166 Soient a < b deux nombres réels et

f,9 : R — R deux fonctions continues.

1) Etablir
Schwarz

([ r0s dt)2
< (/abe(t)dt> (/ang(t)dt>.

2) Montrer que lon a Dégalité si et
seulement si les deux fonctions f et
g sont linéairement dépendantes.

6.167 Soit f:[0,1]
tion continue.

I'inégalité de Cauchy-

— 10, +oo[ une fonc-
1) Montrer que

(o) ([ ) =

2) Pour quelles fonctions f a-t-on I'éga-
lité ?
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6.168 Soit f,g : [0,1] — R deux fonc-
tions continues et croissantes. Montrer

que
/0 F(8) g(t) dt

([ 50) ([ 0w):

6.169 Lemme de Gronwall. Soient
a>0,a<bet f,g:[a,b] — [0,400]
deux fonctions continues telles que pour
tout z € [a,b] :

f@ <a+ [ rwaa.
1) Montrer que pour tout x € [a,b] :
f(z) < aela 9®dt

2) En déduire que

(Va: € [a,b]: f(z) < /az f(t)dt)
= f=0.

6.170 Soient I un intervalle ouvert, a <
b deux éléments de I et f,g : [ — R
deux fonctions continues telles que pour
toute fonction h : I — R de classe C*
vérifiant h(a) = h(b) =0 :

/ (f(®) h(t) +g(t) W' (t)) dt = 0.

Montrer que f =g’

6.171 Soient n € N*, I un intervalle ou-
vert, a € I et f: I — R une fonction
de classe C"*. Montrer que pour tout
zel:

/I (z— )" f () dt
e (Q)M

n
1 [* n p(n
+E/ (z— )" (1) dt.
6.172 Montrer que

1
1Jrlnzg/ In(1+e')dt
0

4
<Iln+/2(1+e).

Exercices

6.173 Soit n € N* et f: R — R la fonc-
tion définie par
x"(l — x)n
n! ’

flz) =

1) Montrer que pour tout x € ]0,1] :

1
0<f(:1;)<a.

2) Vérifier que pour tout k € N, les
nombres f*)(0) et f*)(1) sont des
entiers.

3) En déduire que 7 est irrationnel.

6.174 Un nombre réel est dit transcen-
dant s’il n’est pas racine d’un poly-
néme a coefficients entiers non tous
nuls.

1) Soient k, ¢ € N* et P(z) un polynéme
de degré ¢. Montrer que

/1 ke ™ P(kt)dt = —e *Q(k)+Q(0)

0

o Qz) =
p® ().

2) En déduire que e est transcendant.

6.175

P(z) + P'(z) + -~ +

Montrer que

us

2 2
lim x/ e~ T st gy = 0.
0

x—+00

Etudier la nature des points stationnaires
de la fonction f: R — R définie par

2z
dt
6.177

f(a:):/11(1+cos4t)(t2—t—2)dt.

2

6.178 f(a;):/oz 1n(%+\/i) dt.

6.179 Vérifier que la fonction f:]—1,1]
— R définie par

flz) = /: Vcostchtdt

atteint son minimum en 0.



Calcul intégral

6.180 Vérifier que la fonction f: R — R
définie par

2

€T
flz) = / sin® ¢ dt
0
atteint son minimum en 0.

6.181 Vérifier que la fonction f:[—1,1]
— R définie par

2

Flz) = /O " n(cost) dt

atteint son maximum en 0.

6.182 Trouver les extrema de la fonction
f : R — R définie par

flx) = /I+7 (1+cos®t)dt.

6.183 Montrer que la fonction f : R — R
définie par

2

flx)y=¢e" /Oz et di

admet un minimum local en 0.

6.184 Montrer que la fonction f : R — R
définie par

f(m):/oz V1+2In(1+¢7) dt

admet un minimum local en 0.
6.185 Montrer que la fonction f : R — R
définie par
:1:2

flx) = /0 e in(1+t)dt.

admet un minimum local en 0.

6.186 Montrer que la fonction f : R — R
définie par

ot cht
f(a;):/o 1l1+\/gdt,

admet un minimum local en 0.

6.187 Montrer que la fonction f : R — R
définie par

flx)= /0I Vcht —sintdt.

admet un minimum local en 0.
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6.188 Montrer que la fonction f : R — R
définie par

flz) = 2953/ te* dt .
0

admet un point d’inflexion en 0.

6.189 Montrer que la fonction f: R — R
définie par

flz) = /Oz et

admet un point d’inflexion en 0.

6.190 Montrer que la fonction f: R — R
définie par

3

sin dt

o Vitewr

admet un point d’inflexion en 0.

flz) =

6.191 Calculer la longueur de 'arc de la
chainette d’équation y = chx com-
pris entre les points d’abscisse x = 0
etz =1.

6.192 Calculer la longueur de l'arc de
la parabole d’équation y =
pris entre les points d’abscisse x = 0
et x =1.

ZL'2 com-

6.193 Calculer la longueur de 'arc de la
courbe d’équation y = In(cosx) com-
pris entre les points d’abscisse * = 7 et

6.194 Calculer la longueur de 'arc de la
courbe d’équation

y:/ V—1+e2tdt
0

compris entre les points d’abscisse
r=0etx=1.

6.195 Calculer la longueur de 'arc de la
courbe d’équation

y:/ vV —1+e2tch?tdt
0

compris entre les points d’abscisse
r=0etz=1.
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6.196 Soit @ > 0. On désigne par L(«)
la longueur de I’arc de la courbe d’équa-
tion

y=—a+25+a2 - a2

compris entre les points d’abscisse
r=0et z=05.

1) Montrer que la fonction L : ]0, +00]
— R est strictement décroissante.

2) Calculer lir}rl L(a).

Calculer 'aire de la surface plane

6.197
E:{(m,y)€R2:
2 2
0<—-—<y<L -2z +5$—1},
T

6.198
E= {(a:,y) eER*: 2% 4+2<y< a:+4}.
6.199 E = {(z,y) eR’:2° <y <z}
6.200
E = {(a;,y) €R*:

V322 <y < \/4——1’2}.

6.201
E = {(a;,y) €ER*:

0<z<y<

V4 —x?
—5 (-
6.202 E={(z,y) € R?:y? < 2® —x4}.

6.203 Calculer ’aire de la surface plane
commune & la parabole d’équation y? =
2z et au cercle d’équation z2 + y? = 1.

6.204 Soient 0 < o < 2 et E, la surface
plane définie par

Ea:{(x,y)eRZ:
P +y*<4,2>0, 5y >a}
U{(m,y)ER2zm2+y224,

\/4—a2§x§2,0§y§a}.

Exercices

1) Calculer l'aire de E,.

2) Pour quelle valeur de 0 < a0 < 2, cette
aire est-elle minimale ?

6.205 Calculer laire de la surface enfer-

mée par la courbe donnée par ses équa-
tions paramétriques

@(t) = /| sin 2t| + | cos 2| cost
P(t) = /| sin 2t| + | cos 2t| sin t,

t €10, 2n].

6.206 Soient o, 3 € R, I un intervalle

ouvert et a < b deux éléments de I.
Trouver parmi toutes les fonctions f :
I — R de classe C! qui vérifient les
conditions initiales f(a) = a et f(b) =
3, celle qui minimise la valeur de 'inté-

grale
b 2
/ 1+ (f'(z) dw.
6.207 Calculer la surface latérale obte-

nue par la rotation autour de I'axe Oy
de ’arc de la courbe d’équation

y:?

compris entre les points d’abscisse
r=0et z=2.

6.208 Calculer la surface latérale obte-

nue par la rotation autour de I’axe Oy
de l’arc de la courbe d’équation

2(z? — 1)

Y= 3

compris entre les points d’abscisse
r=1etz=2.

6.209 Calculer la surface latérale obte-

nue par la rotation autour de 'axe Oy
de l’arc de la courbe d’équation

x .4t2
y:/ \/—1+(cht2+smT) dt
1

compris entre les points d’abscisse
r=1etz=2.
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6.210 Calculer la surface latérale obte-
nue par la rotation autour de 'axe Ox
de l’arc de la courbe d’équation

y= 4z
compris entre les points d’abscisse
r=0etz=1.

6.211 Soit d, la partie de la droite
d’équation x = « comprise entre les
deux paraboles d’équation

y:xzety:&c—xz.

Déterminer o de sorte que la surface
obtenue par la rotation de d, autour
de axe Oz soit maximale.

6.212 Soit Q2 un céne circulaire droit
de révolution.

1) Calculer sa surface latérale.
2) Calculer son volume.

6.213 Soient 0 < 7 < a et I' le tore en-
gendré par la rotation du cercle d’équa-
tion 2” + (y— a)2 = 72 autour I’axe Oz.

1) Calculer sa surface latérale.

2) Calculer son volume.

Calculer le volume engendré par la rota-
tion autour de ’axe Ox de

6.214
E:{(l’,y)ERQ:ezﬁygeﬁ}.
6.215
E={(z,y) e R*:
0<o< %, 0<y<tg’af.

6.216

E:{(x,y)ERZ:OSxS

wl

0<y< \/1+tgx+tg2x+tg3x},

6.217

E:{(x,y)eRQ:OSxS%,

Ogygsin2x+tg2x}.
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6.218

x(l — x5)

0<y<
Y 1+ 22

6.221 Soient |a] < 1 et E. la surface
plane définie par
Ea:{(x,y)eRZ:OSxSL
l-a)Ve<y<1l-—oax}.
1) Calculer le volume engendré par la

rotation de E, autour de 'axe Ozx.

2) Pour quelle valeur de |a| < 1, ce vo-
lume est-il minimal ?

6.222 Soient 0 < o < 4 et E, la surface
plane définie par

E, = {(:p,y) eR?:

2 2

oy

4L <1 y>0, |2 >

16Jrll,,z,/,,lyﬁlfa}
U{(a:,y)E]RQ:

2 2 2

T Y «@

T 1Y <1 y>fJa-

6 =shYs 4}

1) Calculer le volume engendré par la
rotation de F, autour de 'axe Ozx.

2) Pour quelle valeur de 0 < « < 4, ce
volume est-il minimal ?
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6.223 Soit f : [1,4o0o[ — R la fonction
définie par

2tz —2

fla) = T

La courbe de f et son asymptote
tournent autour de 'axe Oz. Calculer
le volume compris entre le cone engen-
dré par la rotation de 'asymptote pour
x > 1 et la surface latérale engendrée
par la rotation de la courbe de f.

Calculer le volume engendré par la rota-
tion autour de 'axe Oy de

6.224
E = {(a;,y) €ER*:

6
0<-—— <y<az<5.
<1+x*y*$*}

6.225
E={(z,y) eR*:
(x—4)2—1§y§2x—1}.
6.226
E = {(a:,y) ER*:
V3<z<2, y2§m2—3},
6.227

E={(z,y) e R?*:
0<y<2®’(1-vVI-a)}.

6.228
E = {(x,y) eR*:
0<z<y<Vi-at}.
6.229
E={(z,y) eR®:
—z<y< M}
6.230

E={(z,y) eR?:

x <2, OSny\/H-:EG}.

Exercices

6.231
E={(z,y) eR*: |y <z(l—2)}.
6.232

E:{(m,y)€R2:m21,

1 1
<y< .
6522 U= x2(1+x6)}

6.233
E:{(:r,y)eR2:1§x§2,

1
- < g1n1+a;}.
Y ( )

6.234 Pour la spirale d’Archimeéde ses
coordonnées polaires sont données en
prenant p(t) = at avec t € R et a une
constante positive.

1) Calculer sa longueur quand ¢ varie de
0 a 2m.

2) Calculer son aire quand ¢ varie de 0
a 2m.

6.235 Pour la spirale logarithmique
ses coordonnées polaires sont données
en prenant p(t) = ae™ avec t € R et a,
A deux constantes positives.

1) Calculer sa longueur quand ¢ varie de
0 a 2m.

2) Calculer son aire quand ¢ varie de 0
a 2m.

6.236 On appelle lemniscate la courbe
constituée de l’ensemble des points
dont le produit des distances a deux
points fixes est constant. Les équa-
tions paramétriques (en coordonnées
polaires) de la lemniscate sont données
par

o(t) = ay/| cos2t|cost
Y(t) = a/| cos 2t|sint,

ol a est une constante positive. Calcu-
ler son aire.

t € [0, 27]
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6.237 On appelle cardioide la courbe
décrite par un point fixe P situé sur
un cercle qui roule sans glisser sur un
autre cercle de méme rayon r. Les équa-
tions paramétriques (en coordonnées
polaires) de la cardioide sont données

{ 0=

1) Calculer sa longueur.

1 + cos t) cost
(14 cost) sint,

)
2) Calculer son aire.
)

3) Calculer la surface latérale ainsi que
le volume engendré par sa rotation
autour de I'axe Oz.

6.238 On appelle astroide la courbe dé-
crite par un point fixe P situé sur un
cercle de rayon 7 qui roule sans glisser
sur un autre cercle de rayon r. Le petit
cercle restant constamment a I'intérieur
du grand. Les équations paramétriques

de l'astroide sont données par

{ () =rcos®t

P(t) = rsin’®t, te0,2n.

t €0, 2n].
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1) Calculer sa longueur.
2) Calculer son aire.

3) Calculer la surface latérale ainsi que
le volume engendré par la rotation
d’un arc d’astroide autour de l'axe
Ox.

6.239 On appelle cycloide la courbe dé-
crite par un point fixe P situé sur un
cercle de rayron r qui roule sans glisser
sur une droite. Les équations paramé-
triques de la cycloide sont données par

()

¥(t)

1) Calculer la longueur d’un arc de cy-
cloide.

= r(t — sint)

R.
:r(l —cost), be

2) Calculer laire d’un arc de cycloide.

3) Calculer la surface latérale ainsi que
le volume engendré par la rotation
d’un arc de cycloide autour de I'axe
Ox.

4) Calculer la surface latérale ainsi que
le volume engendré par la rotation
d’un arc de cycloide autour de 'axe
Oy.






CHAPITRE 7

Intégrales généralisées

7.1 Sur lintervalle borné |a, 0]

Soient a < b deux nombres réels et f : ]Ja,b] — R une fonction continue.
Soit F :]a,b] — R la fonction continue définie par

b
F(z) = / F(t)dt.

Si lim F(z) existe, on dit que 'intégrale généralisée

r—a+
b
[
a+

existe ou converge et on pose, par définition,

/b f@)dt = lim F(x).
a+

r—a+

Dans le cas contraire, on dit qu’elle diverge ou encore qu’elle n’existe pas.

Proposition 7.1 Soit f :]a,b] — R une fonction continue telle que

Jim (1) = (e R.

/a i (1) dt

/aif(t)dt:/abf(t)dt

ou f: [a,b] — R est le prolongement par continuité de la fonction f au point
a. Autrement dit,

Alors, l'intégrale généralisée

converge et, de plus, on a

Y4 six = a.

f(t) _ { f(t) sixz€la,b]
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Remarque : Si f : [a,b] — R est une fonction continue, on a donc, d’aprés ce

qui précede,
b b
/ f(t)dt:/ F(t)dt.
a+ a

Proposition 7.2 (Linéarité) Soient f,g : |a,b] — R deux fonctions conti-
nues telles que les deux intégrales généralisées

/L:r flt)dt et /L:rg(t) dt

convergent. Alors, pour tout couple « et 3 de R, l'intégrale généralisée

b
/ (af + Bg)(t)dt

+

converge et, de plus, on a

b b b
/a (af+ﬁg)(t)dt:a/a+f(t)dt+ﬁ/a+g(t)dt.

+

Proposition 7.3 Soient f : ]a,b] — R une fonction continue et ¢ € ]a,b|.
Alors,

b c
/ f(t)dt converge <~ / f(t)dt converge.
a+ a+

De plus, si on a la convergence

/al;f(t)dtz/aif(t)dm/cbf(t)dt_

7.1.1 Intégrale généralisée d’une fonction positive ou nulle

Soit f : ]a,b] — [0,400[ une fonction continue. Alors, on a l’alternative
suivante,

b b
ou bien / f(t)dt converge ou bien / fi)dt = +o0.
a+ a+

Par convention : Dans le premier cas, on utilise la notation suivante,

b
/ f(t)dt < +o0.
a+
Proposition 7.4 (Critére de comparaison) Soit f,g : ]a,b] — [0,+0o0]
deux fonctions continues telles que pour tout t € Ja,b] : 0 < f(t) < g(t)

Alors,

b b
1)/+g(t)dt<+oo:»/+f(t)dt<+oo.

2)/if(t)dt=+oo;»/ig(t)dt=+oo.
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7.1.2 Intégrale généralisée absolument convergente

Définition 7.5 Soit f :]a,b] — R une fonction continue. Si

b
/ |f(t)|dt < 400,

+

b
on dit que l'intégrale généralisée / f(t)dt est absolument convergente.
a+

Proposition 7.6 Soit f :]a,b] — R une fonction continue telle que

b
/ |f(t)] dt < 400

+
b
Alors, son intégrale généralisée / f(t)dt converge.
a+
Proposition 7.7 Soit f :]a,b] — R une fonction continue et bornée. Alors,

b
/ |f(t)|dt < +o0.

+

Proposition 7.8 Soit f : ]Ja,b] — R une fonction continue. De plus, on sup-
pose qu’il existe o € R pour lequel on a

tlirg1+(t—a) flt) =1L eR".

Alors,
b
1)Sia< 1,/ |f(t)| dt < +o0.
a+
b
2) Si a > 1, l'intégrale généralisée / f(t) dt diverge.
at+
Remarque : Si ¢ =0 et o < 1 l'intégrale généralisée est absolument convergente

tandis que si £ = co et a > 1 elle diverge.

7.2 Sur les intervalles bornés [a, b] et ]a, b

Soient a < b deux nombres réels et f : [a,b[ — R une fonction continue.
Soit G : [a,b[ — R la fonction continue définie par

Glz) = /x F(t)dt.



130 Sur les intervalles bornés [a, b| et ]a, b[
Si lirlr)1 G(z) existe, on dit que I'intégrale généralisée
T—b—
b—

F(t) dt

a
existe ou converge et on pose, par définition,
b—

f@®)dt = lim G(z).

a r—b—

Dans le cas contraire, on dit qu’elle diverge ou encore qu’elle n’existe pas. Si

b—
/ | f(t)|dt < +o0,
a
b—
on dit que l'intégrale généralisée f(t)dt est absolument convergente.

a
Tous les résultats obtenus pour 'intégrale généralisée

/i F(8) dt

restent valables pour U'intégrale généralisée
b—

F(t)dt.

a

Définition 7.9 Soient a < b deux nombres réels, f : Ja,b] — R une fonction
continue et ¢ € Ja, b[. Si les deux intégrales généralisées

c b—
/ Fydeet [ f)dt
a+ c

convergent, on dit que l'intégrale généralisée
b—
flt)dt
a+
existe ou converge et on pose, par définition,
b— c b—
f(t)dt:/ ft)dt+ f)ydt.
a+ c

a+

Cette égalité est indépendante du choix de c. Lorsque I'une ou l'autre des
intégrales généralisées

c b—
/ Fydion | fit)dt
a+ c
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diverge, on dit que l'intégrale généralisée

b—

F(t) dt

a+

diverge ou qu’elle n’existe pas. Si

b—
/ | f(t)|dt < +o0,

+

b—
on dit que l'intégrale généralisée f(t)dt est absolument convergente.
a+

7.3 Sur un intervalle fermé non borné

Soient a € R et f : [a, +00[ — R une fonction continue. Soit F' : [a, +oo[ —
R la fonction définie par

Plz) = /w F(t)dt.

Si lim F(z) existe, on dit que l'intégrale généralisée

i
/a e

existe ou converge et on pose, par définition,

+o0 )
/a fltyde = Jim ().

Dans le cas contraire, on dit qu’elle diverge ou encore qu’elle n’existe pas.

Proposition 7.10 (Linéarité) Soient f,g : [a,+o0] — R deux fonctions
continues telles que les deux intégrales généralisées

/aJrOO flt)dt et /a+00 g(t)dt

convergent. Alors, pour tout couple « et 3 de R, I'intégrale généralisée

+oo
/ (af + Bg)(t)dt

converge et, de plus, on a

+o0 +o0 +oo
/ (af+ﬁg)(t)dt=a/ f(t)dt+ﬁ/ o(t) dt
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Proposition 7.11 Soient f : [a,+oo[ — R une fonction continue et ¢ > a.
Alors,

+o0 +oo
/ f(t)dt converge <= / f(t)dt converge.

De plus, si on a la convergence,
—+o0 c +o0
/ F(t) dt = / (1) dt +/ £(t) dt.

Proposition 7.12 (Critére de Abel-Dirichlet) Soienta € Ret f,g: R —
R deux fonctions continues telles que

1) g est de classe C*, monotone et liIJIrl g(x) =0;
r—1+00

2) la fonction F : [a,+oo] — R définie par F(x) = / f(t)dt est bornée.
+oo
Alors, I'intégrale généralisée / f)g(t)dt converge.

7.3.1 Intégrale généralisée d’une fonction positive ou nulle

Soit f : [a, +oo[ — [0, 4o00[ une fonction continue. Alors,

—+o00 +o0
ou bien / f(t)dt converge ou bien / f)dt = +o0.

Par convention : Dans le premier cas, on utilise la notation suivante,
+oo
/ f(t)dt < +o0.
a

Proposition 7.13 (Critére de comparaison) Soient f, g : [a,+o0] —
[0, +00] deux fonctions continues telles que pour tout t € [a, +0o0] :

0<f(t) <g(t).

Alors,
+oo +oo
1 / g(B)dt < +oo = / F(t) dt < 400,

2) /+Oof(t)dt:+oo:>/+oog(t)dt=+oo.
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7.3.2 Intégrale généralisée absolument convergente

Définition 7.14 f: [a, +oo[ — R une fonction continue. Si
+oo
/' | f(t)|dt < 400,

+oo
on dit que l'intégrale généralisée / f(t) dt est absolument convergente.
a

Proposition 7.15 Soit f : [a,+o0o[ — R une fonction continue telle que

+oo
/‘ | f(t)|dt < +o0.
—+oo
Alors, son intégrale généralisée / f(t)dt converge.

Proposition 7.16 Soit f : [a,+oo[ — R une fonction continue. De plus, on
suppose qu’il existe 3 € R pour lequel on a

lim t7f(t) =¢ € R*.

t——+o0

Alors,

+oo
U&6>L/'|ﬂwﬁ<+m.
+oo
2) Si B < 1, lintégrale généralisée / f(t)dt diverge.

Remarque : Si £ =0 et > 1 'intégrale généralisée est absolument convergente
tandis que si £ = oo et 0 < 1 elle diverge.

Définition 7.17 De maniere similaire, on définie I'intégrale généralisée

/boo F(t)dt.

Toutes les définitions et tous les résultats donnés pour l'intégrale généralisée
+oo
A
a

b
restent valables pour l'intégrale généralisée / f@®)de.
—o0
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7.4 Sur un intervalle ouvert non borné

Soient a € R, f : Ja,+00[ — R une fonction continue et ¢ > a. Si les deux

intégrales généralisées
c —+o0
/ f(t)dt et / f(t)dt
a+ c
convergent, on dit que ’entégrale généralisée

/a = F(t) dt

+

existe ou converge et on pose, par définition,

/L:)Of(t)dt: /+ f(t)dt+/c+oof(t)dt_

Cette égalité est indépendante du choix de c. Lorsque I'une ou l'autre des

intégrales généralisées
c +oo
/ F(t) dt ou / F(t) dt
a+ c
diverge, on dit que l'intégrale généralisée

/a - F(t) dt

+

diverge ou qu’elle n’existe pas.

Si
+oo
/ |f(t)|dt < +o0,
a+
+o0
On dit que l'intégrale généralisée / f(t) dt est absolument convergente.
a+

Définition 7.18 De maniere similaire, on définit les deux intégrales générali-

sées suivantes,
+oo

" b di et / F(t)dt.

Toutes les définitions données pour l'intégrale généralisée

/a ey e

+

restent valables pour ces deux nouvelles intégrales généralisées.
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[
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17
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2
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7.5 Exercices

“+oo
7.19 / e Vit.
0
1
7.20 /lntdt.
+oo
7.21 / 1n—tdt.
1
“+oo
7.22/ t?e tdt.
1
+oo 2
7.23 / e dt.
0
+o0
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0
%
7.33 /
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7.35

/'277 dt
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s

2
7.36 / In(sint) dt.
0

+

N:\

+oo
7.37 / Lﬂ, n 2 2.
o

1412)
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7.38

Etudier la convergence des intégrales

/“”2t3+t2+1
him Lo U1

m
z—+o00 /z 3t3 4 4t
0

tt+1

généralisées suivantes :

7.39

7.40

7.41

7.42

7.43

7.44

7.45

7.46

7.47

7.48

7.49

7.50

7.51

7.52

7.53

7.54

4 dt
3+ \/ln(t - 2) '

1
1

/ cos —dt.
0+ t

/1* th(t —t°) "

oy tsin(t—1)
1— .
t
/ sin dt
o+ tint
/ 1n\/_
or tlnt

sht
Lo
/01111(14—%) dt.

1— ln2\/_
o+ V91—t

17
/ lnit dt .
0s sin(mvd)
1= sht
o+ V Argtht

Lot
oy €t —1°

S~

5
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S~
+
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+
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t
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1
t
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t
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Vit

1
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t
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t

1 1
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t t
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1n<1+ )dt

sintint
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/+°° (Lt Ve e "dt
0

. thi

dt.

L Pl
1
t
/ 2 gt
o+ tZ 1 —1¢2

/+°° sint dt
o+ tv 1+ 2

“+o0o 1— 2
/ cost gt
t4
0+

—+o0o 67t

—dt
o+ VArctgt

+oo 3
[ g,
oy In(l+1)

1— .
sint
—— dt.
/0+ In(1—1)
1= Int
——dt.
/0+ In(2 —1)
“+oo
/ lnt2 dt
o L1+t

oo tInt
Tt @
o+ L1+t?sin™¢
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138 Exercices

1— 4 “+oo @
7.114 / L 7.132 / LS
0+ (1 - t) 0 1+t
1
+oo -
7.115 / e VIn(sht)dt. 7.133 / t"Intdt.
o+ 0+
+oo 2 Y int
7.116 et 7.134 / o dt.
o+ t2y/In(1+1¢) 0+
“+oo
“+oo —sht lnt
7.117 / e gnlar 7.135 / S Ot
o Wm(ltve) 1
“+oo
teo e tgint 7.136 L
7.118 - T _ar. " ARG
o+ In(1+1t)Arctg/t (t-1)
+oo . 1— .
7.119 / _sintn(1+4) 7.137 / _smt
o+ shv/t Arctg N 0+ t( In t)
5- g
7.120 / costIn(tgt) dt. 7.138 / R
0+ o4 t¢
+oco . 2 +oo .
sint _sht sint
7.121 / —ece dt. 7.139 —dt
or tlny/T+¢ o+ Vtsh®>*t
+o00 . 1— e
sint t
7.122 / ——— dt. 7.140 / —dt
op  t(1+tlnt) o+ VB3 (1 —1t)
oo (1 — cos(sint)) sint +o0
7.123 / ( ( - )) dt. 7.141 / 1+t dt.
0+ \/if_3 0 R I to
1—
1 1 373
7.124 / g 7.142 / VL=t
o+ sin (V1) o+ VE(t — )
“+oo 2 4t “+ oo
7.125 / LT 7.143 / e "t dt.
o+ U 1
1— _ +oo —t
7126 / n(1-v7 7.144 / S _dt.
ot In(1—1¢) o+ ¢
oo i- dt
7.127 __Arctet 4 7.145 / S R
o+ VshtIn(1+ V%) 0 (cos2t— 1)
2
“+ oo t
7.128 / Arctg+ vite - e
0+ s 7.146 / S S—T
too sin’t o+ 1t (2 +sin \/E)
7.129
o+ V1t ln(l + \/_) Sh\/— Foo esint
7.147 ————dt
or t*(Vt+ch’t)
Discuter, en fonction du nombre réel 1
a > 0, la convergence des intégrales 7.148 / ( )
généralisées suivantes : 0+
1 Foo
dt 7.149 /
7.130 / —. .
04 3 t(Int) ln lnt))

+oo
7.131 / ﬂ . 7.150 /
1 to sin® t
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7.151

+o0o0 _—sht
/ C __at.
or sh%t

+oo ya 2a
t“ch™t
[
0+ sh®* ¢

+oo
0 Vit +ch?t

+oo ja—1 —t2
t
7.154 / L
0 2 +sint
oo i 2
/ sin tdt.
t2a
0+

+oo _
/ Arctg(t al) it
e )

+oo 1
/ sin o dt.
0+ 3

1
/ In (sin ta) dt .
0

+

7.152

ta esln t

7.153

7.155

7.156
7.157
7.158

7.159

/+°° In(1+ Arctgt) ”
0

+ sh® ¢

T Ing
1. t-n""
oo gt
/0+ In*(1+1¢)"

oo In(1 4 ¢°
7.162/ n(ith)dt
or l+t—e

+oo 4
7.163 / =1 dt.
1 A

7.160 “tdt.

7.161

Discuter, en fonction deux nombres réels
a > 0et B> 0, la convergence des in-
tégrales généralisées suivantes :

1—
e [
o+t (1—1)

Tl 4+ aet
7.165 —dt.
/0 14 Bet

/+00 tﬂ 2
1+

Foo 1+t
/ sty =",
0+

“+oo
/ Int __Int 4
1+ t_].

7.166

7.167

7.168

139
- |t| cost
7.169 / —
-1+ (VI—1?)
e
[T,
—14 (1—|—t)

+oo VA
J A —
o+ 2 (14t3)

Arctgt

+o0
/0+ te (141"

+oo (1+a)t
dt.

/0 el +fBet

—+oo
/o
[
/1

0+ sin® ¢4/ 1—t2)

—+oo
|

7.178 / —
ot ta+th t
“+oo
1_},. t lnﬁt
7.180 /
0
+
I
“+oo
/ ﬁlnit dt.
1 €At —1)
1

/? dt
0+ % 1n? b
t

Discuter, en fonction de I'entier n > 0, la
convergence des intégrales généralisées
suivantes :

1 . n\"n
7.184 / (Smt ) dt .

ot \ Int”

2- 2t
7.185 / — __dt
4 (2 +3t—2)

400 _—sint n
7.186 / e vt
o (-1

7.170

7.171

7.172 dt.

7.173
7.174 e “cosBtdt.
7.175 Bsint® dt.

7.176

7177

+

7.179

(S

% In”

+

a 1.8
7.181 t ln ta

7.182

7.183
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+oo A AL n
7.187 / #dt.
0+ ln(et —1)
Calculer
7.188 lim / S —
=1+ Ji (it —1)(z —t)
7189 lim elot mtandt
x—0+
Foo e_ﬁ
7.190 lim / —dt
z—0+ J 1+ ¢2
1
7.191 lim xS/ Ity
z—0 O+t +x
N Y L
7.192 lim — e =* dt.
z—0 X 0
. 2 Hoo —22t
7.193 hmm/ e dt.
x—0 0
+oco
7.194 lim e “'sintdt.
z—0+ [,
1— tn
7.195 lim ——dt.
n—+oo Jor  /t(1—1t)
7.196 Montrer que lintégrale générali-
sée

+oo i
/ sint gt
1 t

est convergente.
convergente 7

Est-elle absolument

7.197 Montrer que l'intégrale générali-

sée
+oco
/ t*sint* dt
1
est convergente. Est-elle absolument
convergente 7

7.198 Paradoxe du peintre.

1) Calculer laire de
E = {(x,y) eR*:
1
z2>1,0<y< —} .
x

2) Calculer la surface latérale obtenue
par la rotation autour de l'axe Oz
de la courbe d’équation y = % avec

x> 1.

Exercices

3) Calculer le volume engendré par la
rotation autour de l'axe Oz de la

courbe d’équation y = % avec z > 1.

7.199 Etudier la continuité de la fonc-
tion f: R — R définie par

_ 4 toe —ztt
flz)==z e dt.
0

7.200 Soient a < b deux nombres réels
et f :]a,b] — R une fonction continue
telle que son intégrale généralisée

/i F(t) dt

1) Montrer que la fonction g : [a,b] — R
définie par

converge.

Ff@)dt siz€la,b
g(z) = /a+
0 siz=a
est continue.
In(sint) dt

. 0+
2) Calculer Ilin&r g

7.201 Soit f :]0,4+o00[ — R la fonction
définie par

Int
f(t)—{ 2

si0<t<1

Int sit>1.

1) Montrer que les deux intégrales géné-
ralisées

1 —+o0
d d
[ syaren /1 F(t) dt

divergent.

2) Calculer

zll»lfoo/; ft)dt
et
:1:2
A [ rwa
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7.202 Soient f,g : ]0,1[ — R les deux
fonctions continues définies respective-
ment par

T o
f(x) :/ tgtdt
7%+I
et

-
g(z) :/ tgtdt.
—%-‘—21

1) Montrer que les deux intégrales géné-
ralisées

[,

-2

s

z-
tgtdt et / tgtdt
+ 0

divergent.

2) Calculer
zli%lJr F(@) et zli%lJr 9(@).

7.203 Soit f : [0, +00] — R une fonction
continue telle que

—+oo
/ f(t) dt converge
0

et
li =/
LY

Montrer que £ = 0.

7.204 Soit f : [0, +0o[ — R une fonction
de classe C! telle que les deux intégrales
généralisées

/;OO F(t)dt et /;OO f(t)dt

convergent. Montrer que

lim f(z)=0.

x—+00

7.205 Soit f : R — R une fonction conti-
nue et périodique telle que son intégrale

généralisée
+oo
[ rwa
0

converge. Montrer que f = 0.

141

7.206 Soit f : R — R une fonction conti-
nue et bornée. Montrer que pour tout
reR:

: ) _
LY L)

7.207 Trouver une fonction f : R — R
de classe C! telle que

+oo
/ |f(t)] dt < +o0

—o0
et

+oo
[ |f/(t)] dt = +o0.

7.208 Trouver une fonction f : [0, +oo[
— R continue telle que

“+oo
/ |f(t)]dt < +o00
0

et
+o0
/ FA(t) dt = +o0.
0

7.209 Soit f : [0,4+00[ — R une fonction
continue telle que

t——+oo

+oo
lim f(t)=~¢et / f(t) dt converge.
0

Montrer que £ = 0.

7.210 Soit f : [0, +00] — R une fonction
de classe C! telle que

+oo +oo
/O f(t)dtet/o £ di

convergent. Montrer que

7.211 Soit f : [0, +00] — R une fonction
continue telle que

+oo
/ |f(t)| dt < +o0.
0

Montrer que

+oo
lim f(t) cos(xt)dt =0
x—+00 0

et

+oo
lim f(@)sin(xt)dt =0.
r— 400 0
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7.212  Soit f : [0, +00] — R une fonction
de classe C! telle que

+oo
/ e_ﬁot‘f'(t)’dt< +o0
0

pour un certain [y > 0.

1) Montrer que

sup|f(x) e~
x>0

“+oo
< |f(0)|+/0 e P (t)] dt .

2) En déduire que pour tout 3 > o :
+oo
a)/ e_ﬁt‘f(t)‘dt<+oo;
0
b) lim f(t)e P =0;

t——+oo

(gA+maﬁvxwm
+o0
-y /O e f(t) dt - (0).

7.213 Soit o > 0.
1) Montrer que

+oo
/ 21nt2dt:7rlna'
0y Q-+t 2a

2) En déduire que

™

mln o

z-
/ In(atgt)dt =
0+ 2

7.214 Calculer

1 ta
S
O‘/O+ In(1 + )

7.215 Soit un entier n > 0.

lim
a—0+

1) Vérifier que pour tout t € |0, 7] :

sin n—l—1 t
_\ 2/

= —4cost+---+cosnt.
9 2
sm§

2) En déduire que

7rsin(n—|—1>t

2 7r
[
0 2

7 =
+ 2sin —
S B

Exercices

7.216 Soit f : [0,7] — R la fonction dé-

finie par
0 sit=0

ft) = t !
¢

2sin -
sm2

si0<t<m.

1) Vérifier que f est continue.

2) Montrer que

T 1
t)si —|tdt=0.
n—>+oo/0 f(t)sin (n—l— 2) dt =0

lim

3) Montrer que

(n+%)7'r int
lim a=1I
n—-+oo 0+ t 2

4) En déduire que

/*wsintdt:/“"’sin;tdt:z.
ot ot 2

7.217 Posons, pour tout entier p > 0 :

us

3
Bp :/ cos? t dt
0

et soient (a:n) et (yn) les deux suites
définies respectivement par

ITn = \/E/BQTL-‘—l et Yn = \/E/BQn—Q .
1) Soit n € N*. Vérifier
t2

@) vielo, v e > (1__)";

n
* —t2 t2 o
b)VteR" :e”" < 1+E .

2) Montrer que pour tout entier n > 1 :

+o0 2
Tn < / e " dt
0

+oo t2 -n
< / (1 + —) dt < yn .
0 n

3) En déduire
“+oo
a) / e dt = VT ;
o 2
1

x 2\ "
b) lim lim + t—) dt
n—-4oco r—+oo 0 n
x t2 -n
= lim lim (1 + —> dt
r——400 n——+40o0 0 n
NG

2



Intégrales généralisées

7.218 Soit f : [0,4+00[ — [0, 400 une
fonction continue et décroissante telle
Jo 7 f(t) dt < +oc. Montrer que

“+oo
/ F(t)sintdt
0

< (%Jr%) /Omf(t)dt-

7.219 Soient a < b deux nombres réels
et f: ]a,b[ — R une fonction de classe
C!. Montrer que

lim f'(z) existe = lim f(z) existe.

r—a+ T—a
La réciproque est-elle vraie ?

7.220 Fonction Gamma.
Soit I' : R} — R% la fonction définie

par
—+o0
I'(z) = / et dt.
0

1) Vérifier que cette fonction est bien
définie.

2) Montrer que I' est convexe et conti-
nue.

3) Montrer que pour tout z > 0 :
'z +1) =2 (z).

4) En déduire que pour tout x € |0, +00[
et entier n > 0 :
a) I'(n+ 1) = nl;
b)I'(z+n+1)

=z(z+1) - (x+n)I'(x).
5) Calculer lirg+ I'(z) et hm I(x).

6) Montrer que pour tout = > 0 :

lim L)
n—+oo n?I'(n)
7) En déduire que pour tout z > 0 :

lim nIn®
n—+oo x(x+1)--

@) = (z+n)’

143

8) Montrer que pour tout z € ]0,1] :

™

F@)I'(1l-=z)=

sinmx
9) Montrer que pour tout z > 0 :
+oo

= [ ((1+2) e F).

ou 7 est la constante d’Euler
(ex. 5.246) .

10) Montrer que I € C! et que pour tout
z>0:

/ o Hoe x—1
I'(z) = t
0+

11) En déduire que pour tout > 0 :

e 'lntdt.

I'(z) 1 Xz
R R Py

En utilisant la fonction gamma I', calculer
les intégrales suivantes

“+oo €7t
7.221 / —= dt.
o+ Vi

+oo 2
/ e " dt.
—+o0
/ e
0

7.224 / InT'(¢
0+

+002
/ " e dt, x,m > 0.
0

/ ( 1) dt, z > 0.
0+ t

—+o0

7.227 Vi—T1e " dt.

1
—+o0
/O+

7.222

7.223

7.225

7.226

7.228 e 'Intdt.






CHAPITRE 8§

Séries

8.1 Séries numériques

Soit (an) une suite d’éléments de R. Toute expression de la forme
+oo
D an
n=0
est appelée une série numérique.

—+o0
Définition 8.1 La série ) a, est dite convergente si la suite de ses som-

n=0
p
o5
n=0

converge. La limite de cette suite, lorsqu’elle existe, est appelée la somme de
la série et on pose, par définition,

mes partielles

—+o0
E ap = lim S,
— 400
n=0
—+o0
Lorsque la suite (S’p) diverge, on dit que la série > a, diverge. Dans le cas
n=0
—+o0
particulier ot lim S, = 400 (resp. —00), on écrit : > a, = 400 (resp. —00).
p—oo n=0
—+oo
Définition 8.2 La série E an est dite absolument convergente si la série
+oo _
n=0
E ‘an‘ est convergente.
n=0

“+o0
Exemple 8.3 La série Z — est appelée la série harmonique. Elle diverge.
n

n=1
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+oo n
-1
Exemple 8.4 La série Z u est appelée la série harmonique alternée.
n

Elle converge vers — In2. De I’exemple précédent, on déduit qu’elle n’est pas
absolument convergente.

—+oo
Proposition 8.5 Z a, converge=- lim a, =0.
5 n—-+o0o
n=

—+o0 —+o0
Proposition 8.6 Z |an| converge :>Z a,, converge.

n=0 n=0

8.1.1 Séries a termes positifs ou nuls

Soit (ar) une suite d’éléments de [0, +-o00[. Alors, on a I'alternative suivante :

+o00 too
ou bien E an, converge  ou bien E ap = +00.
n=0 n=0

Par convention : Dans le premier cas, on utilise la notation suivante
+oo
E Ay < +00.
n=0

+oo 1
Proposition 8.7 Soit a € R. Alors, la série — converge si @ > 1 et
n

. . =1
diverge si a < 1. "

—+o0
7T.2

1
Exemple 8.8 Z — ==
—n 6

8.1.2 Critéres de convergence

Critére du quotient
Soient (ar) et (by) deux suites de nombres réels positifs telles que
. 7% *
g, TreRL

+oo +oo
Alors, on a lalternative suivante : ou bien les deux séries > an et > by,

n=0 n=0
convergent ou bien elles sont toutes les deux divergentes.

Critére de Cauchy

Soient (an) une suite d’éléments de R et p = lim sup Y ‘an’. Alors, si
n—-+o0o

+oo
p < 1lasérie > a, est absolument convergente et diverge si p > 1.
n=0

Rappel : lirf Iy |an| =(=/{=p.
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Critére de d’Alembert

Soit (an) une suite d’éléments de R* pour laquelle

. An+41
lim =
n—-+4oo an
“+oo
Alors, si p < 1 la série Y a,, est absolument convergente et diverge si p > 1.
n=0

Critére des séries alternées
Soit (ay) une suite d’éléments de R vérifiant les trois propriétés suivantes :
HVneN:ayant1 <0;
2)VneN: ‘anﬂ‘ < ’an‘ ;
3) lim a, =0.

n—-+o0o

+oo
Alors, la série Y a, converge. De plus, pour tout entier p > 0 :
n=0

< |ap|.

+o0
>
n=p
Critére de comparaison

Soient (an) et (bn) deux suites d’éléments de [0, 400 et ng € N tel que
pour tout entier n > ng : 0 < a,, < b,. Alors,

+oo +oo
1)an<+oo:>2an<+oo.
n=0 n=0

+oo +oo
Q)Zan:+oo:>2bn:+oo.
n=0 n=0

Critére de l'intégrale

Soient m € N et f : [m,4oo[ — [0, +00[ une fonction continue et décrois-
sante. Alors,

+oo +oo
/ f(t)dt<+00<:>2 fn) < 4oco.

m n=m

De plus, s’il y a convergence, on a pour tout entier p > m :

“+oo 00 P +o00
/ HOEZESINIOESY f(n)g/ F(t) dt.

+ 1 n=m



148 Séries numériques

Critére de Raabe-Duhamel

Soit (@) une suite d’éléments de ]0, +oo[ pour laquelle

an
li —1)=p.
niToo”(anH ) g

“+o0
Alors, si p > 1 la série > a,, converge et diverge si p < 1.
n=0

Critére du logarithme

Soit (@) une suite d’éléments de ]0, +oo[ pour laquelle

. Qn
lim nln ( > =p.
n—+oo Gnt1

+oo
Alors, si p > 1 la série > a, converge et diverge si p < 1.
n=0

Critére d’Abel

Soient (a,) et (b,) deux suites de nombres réels vérifiant les trois propriétés
suivantes :

P

>,

n=q

1) 3 u € R tel que pour tout couple d’entiers p > ¢ > 0, < u;

+oo
2) > |an+1—an < 400;
=0

3) lim a, =0.

n—-+o0o

+oo
Alors, la série > a,b, converge.
n=0

Critére de Dirichlet

Soient (an) et (b,) deux suites de nombres réels vérifiant les trois propriétés
suivantes :

P

>,

n=0

1) 3 u € R% tel que pour tout entier p >0 : < pu;

2) la suite (an) est monotone;
3) lim a, =0.

n—-+o0o

+oo
Alors, la série Y anb, converge.
n=0
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8.2 Séries entieres

Soient (an) une suite de nombres réels et a € R. Alors, toute série numé-

rique de la forme
—+oo

Zan(a@—a)n7

n=0

ou x € R, est appelée une série entiére.

Définition 8.9 Soient (a,) une suite de nombres réels, a € R et p =

lim sup ¢ |an|. Alors,

n—-4o0o
1 .
- si p €10, +o0]
R=3S b0
-3y 0 si p =400
400 sip=0
. . +OO n
est appelé le rayon de convergence de la série entiere Y ay, (;E — a) .
n=0

Proposition 8.10 Soient (a,) une suite de nombres réels, a € R et R le rayon
de convergence de la série entiére

+oo

Z an(x—a)n

n=0
Alors, la série entiére est absolument convergente pour |z — a] < R et diverge
pour |z —a| > R.

Proposition 8.11 Soient (an) une suite de nombres réels, a € R et R le rayon
de convergence de la série entiére

—+o0
Z G, (x — a)n .
n=0
Alors, pour toute suite (an) vérifiant lim ¥} |ozn| = 1, le rayon de conver-

n—-+o0o

“+o0
Z Ay Oy, (.CC — a)n
n=0

gence de la série entiére

vaut lui aussi R.

Proposition 8.12 Soient (an) une suite d’éléments de R*, a € R et R le

+oo
/. o\ n
rayon de convergence de la série entiére Y. a,(x —a)". De plus, on suppose
n=0
que
) a
lim Tl=v.
n—400 | @n 41

Alors, R = ¢.
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8.2.1 Propriétés

Proposition 8.13 Soient (a,,) une suite de nombres réels, a € R et on suppose
que pour le couple a < 3 de R, les deux séries numériques

+o0 —+o0
Z apa” et Z an 3"
n=0 n=0
convergent. Alors, sur [a + «,a + (3], la suite de fonctions

(fp(x) =i an (2 — a)”)

n=0
. . . +OO n
converge uniformément vers la fonction continue f(z) =Y an(z —a) .
n=0

Proposition 8.14 Soient (an) une suite de nombres réels ; a € R et R > 0 Ile

—+o0
s . LB n
rayon de convergence de la série entiére Y ap (;E — a) . On pose
n=

+oo

flx) = Zan(a:—a)n avec |[r —a| <R.

n=0

Alors, le rayon de convergence de la série entiére
+oo 1
Z nan, (x — a)n_
n=1
vaut lui aussi R et pour tout |z —a| <R :
+o0 1
f(z) = Z nay(z —a)"" .
n=1

1l en résulte immédiatement que f est de classe C™ et que pour tout entier
n>0:

De plus, pour tout |x —a| < R :

T +oo
/a ft)dt = ngo noicl (x—a)nﬂ.

Le rayon de convergence de cette derniére série entiére vaut lui aussi R.




Calculer

+0<>1

5_n .

n=0

—+oo

§ : —-n
(& .

n=0

8.1
8.2

n=1
2n /e_n2 )

“+oo
>
n=1
“+oo
>
n=1
+o0 1
; nn+1)°
+oo 1
; n(n+5) "
+o00 1
n; n—3)dn+ 1)
400 1
nz:; n24+2n—3°

™= n+4

712:3 n(n2 — 4) '
o3 n-4+2
+oo
>
n=2
+oo
>
n=2
+oo 1
2 (2n—1)*"

n=1

8.4

1
8.5 <cos — — Cos
n

n+1

8.6
8.7
8.8
8.9
8.10

8.11

2n —1

8.12 .
n? (n - 1)

2n+ 3

8.14

8.15 Montrer, par induction, que pour

tout entier p > 0 :

P

n=1

).

1
Z n(n 4+ 1)(n +2)

p(p +3)

dp+D(p+2)
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8.3 Exercices

En déduire la somme de la série

+oo 1
712:31 nn+1)(n+2) "
Calculer
“+ oo
e” In 2"
8.16 — - .
7;2 <3” + n3 — n)
+o0o n
8.17 3
n=1
+oo o
n
8.18 — .
2n
n=1
8.19 Montrer que pour tout entier
n>1:
1
Arct
R P |
1 1
= Arctg — — Arctg —— .
rctg - rctg ]

En déduire la somme de la série

+oo 1
Arctg ———.
Z rcgn2+n+1

n=0

8.20 Trouver les trois constantes «, G et
u de sorte que pour tout entier n > 3 :

na+ﬂ+u

W=D =2 (m—3)"

En déduire la somme de la série

8.21 Montrer que pour tout entier
p=>1:
p —
_ 1—e? _
-1 "= — L
(e )ngdne .1 Pe

En déduire la somme de la série

—+oo

§ : -n
ne .

n=1
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8.22 Pour quelles valeurs des deux 8.29 X sin 5n?
nombres réels a et [ la série : Zo n24+1
“+oo

sinn/!

ioln (n(n+1)"(n+2)%) 8.30

converge-t-elle ? Lorsqu’elle converge,
calculer sa somme. 8.31

8.23 Soit (an) la suite de nombres réels

définie par 8.92 vVn+1l—+n
n

An+1 = Qn +an—1 €t ap=a1 =1.

1) Montrer, par induction, que pour g.33
tout entier n > 0 : a, > n.

NGCEDE

2) En déduire la somme des deux séries

suivantes : 8.34 nd + 1
+oo a
. mn \/ﬁ
oyt An—10n+1 8.35 m .
et
400 —1 "
L 8.36 G
ne1 An—-1an+1 n+ 1

8.24 Soit 0 < a < 1 et posons pour tout

entier p > 1 : 8.37

Ap=1420+3%+ - +paP ',

M7 1M 1M 1M 1M M M T T
8

8.38 Yn—1)"
Calculer (a—1)\p. En déduire la somme — (Vn=1)
de la série o
1
+00 8.39 —_—.
Z”O‘n_l' ;1+lnn
n=1 400 2n
8.25 Calculer 8.40 Z ol
lim —_—. X Inn®
— 400 1 + ’ﬂ21’2 8.41 T Ay
n=1 7;2 (n + 2)'
—+oo
1-4---(3 1
Etudier la convergence des séries sui- 8.42 #
vantes : n=1 ’
+oo +oo n
1 1 (=1
8.26 R SEra— 8.43 .
;n2+n+1 ;((Zn—i—l)!_'_n?.i_n—i—l
—+oo 3 +oo 25
8.27 m 1 8.44 AL
n3+5 shn
—0 n=1
8.28 io(—l)" n 8.45 y~lnn
) n+1" ) n

3
Il
-
3
Il
—



8.46 Z(—l)"ln—”.

Inn!
84T Y .
8.48 AShANYLO
8.49
8.50
8.51
8.52 Z sinn.
8.53 sin — .
n

8.54 Z nsin L

. —.

8.55 Z Arctg — .

+oo
™
8.56 Z (1—cosn+1

8.57

“+ o0

+oo
8.58 L .
Inn
n=2
+oco n
—1
8.59 ( )
Inn
n=2
+oo
1
8.60
nlnn
n=2
+oo n
—1
8.61 ( )
nlnn

Z 1 —sin?n + cos®n
(1 + n2) (1 + sin? n) (1 + cos? n) ’

)
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en fonction du nombre réel

Séries
teo
8.62
; In’n
+oo e~
8.63
7;2 In?n
+oo
8.64 n"e "
n=1
+o0 (_1) + e "
8.65
In(1+n)
8.66 .
; vVn?2+n
—+oo
In(1+n)
8.67 —.
nz::l Vvnd+n
+o0 n Vo
(=" e
8.68
nz:; < Inn! * n!
“+oo
—1)"
8.69 In (1 + ( )
2
Discuter,
a > 0, la convergence des séries sui-
vantes :
—+oo
8.70 Z nln®(chn).
n=1
+oo
1 1
8.71 7; <sin = sin p——
X 1nn!
8.72
>
n=1
to
873 > —
n=1
X amnl
8.74
>0
n=1
+o0 a™
8.75 1
; S O F
“+oo
8.76 > sin" —
n=0
8.77
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8.78
n=1
“+o0
879 > a V"
n=1
+oo
8.80 Zofl"".
n=2
+o0o 1
8.81 Zam:lz.
n=1
+oo
882 3 nln <1+Ha‘>.
n=1

En utilisant le critére de Dirichlet, dis-
cuter, en fonction des nombres réels
a > 0 et B, la convergence des séries
suivantes :

R sin(ng)
>

8.83
n=1
8.84 Z cos| ”5
+oo
885 S (—1)nEnd) (Q”ﬁ)
n
n=1
+oo
8.86 Z(—1)"Cosn(a"ﬂ )
n=1
+oco .
8.87 Z smncis(nﬁ) .
n=1 n
+oco .
8.88 Slln(—"f)
oy nn
8.89
+oo .
>y ((1+1+...+l> M),
— 2 n n

8.90 Discuter, en fonction de l’entier p,
la convergence de la série

i" 1424 +n
345+ +(2n+1)

Exercices

8.91 Discuter, en fonction des deux en-
tiers positifs p et ¢, la convergence de
la série

X 1+4nP
—= 14 na

8.92 Montrer que

i” 1:3:5---(2n— 1)
— 2-4---(2n)
8.93 Montrer, par induction, que pour

tout entier n > 3 : n! > 2"~ ! En dé-
duire que pour tout entier p > 3 :

0 o1 1
<€_Zm<2p_1.

n=0

= +o00.

8.94 Calculer

3 107* pres.
8.95 Soit |a| # 1.
1) Vérifier que pour tout entier n >0 :
a?" 1 1

a2 1-a 1-

a2t

2) En déduire la somme de la série

+o0 n
>

EPTTE
oy 1—a

8.96 Soit (an) une suite d’éléments de

Ry telle que Z ar < +o00. Montrer

qu’il existe p E N tel que pour tout
couple d’entiers n > m > p :

ﬁ 1—ay) >1—Zak2
k=m

k=m

l\JI»—l

8.97 Soit (an) une suite de nombres
réels positifs ou nuls telle que

+oo
Z an < 4+00.
n=0

1) Montrer que pour tout entier p > 1 :

+oo
Z al < +oo.
n=0
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2) Montrer que

lim a1+ 2az2 + -+ -+ nan —o.

n—-—+oo n

3) Montrer que
—+oo
Z a1 + 2a2 + - + nan
— n(n+1)
+oo
Y
n=1

4) Montrer que

“+oo
v an
Zn+1 < +00

8.98 Soit (an) une suite de nombres
réels positifs ou nuls telle que

“+oo
nzai < +00.

n=1

Montrer que

+oo
Z an < +00.
n=0

8.99 Soit (an) une suite de nombres
réels. Montrer que

“+oo
Z(a““‘l — an) converge
n=0

<= (an) converge.

8.100 Soient (an) et (bn) deux suites de
nombres réels positifs pour lesquelles il
existe no € N tel que pour tout entier
n>mng:

Ant1 <bn+1
an — b,

Montrer que
—+oo —+oo
an < 400 = Zan < +o00.
n=0 n=0

et

+o0 +oo
an = 400 = b, = +0.
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8.101 Soit (an) une suite décroissante de
nombres réels positifs telle que

“+ o0
Z an < +00.
n=0

Montrer que

lim mam =0.
m——4oo

8.102 Soit (an) une suite de nombres
réels positifs ou nuls. Montrer que

+oo an
Z 1+ n2a,

n=0

< +00.

8.103 Soit (an) une suite de nombres
réels positifs ou nuls. Montrer que

—+ o0
Z an < +00
n=0

—+o0o

an
©21+an

n=0

< +00.

8.104 Soit (an) une suite de nombres
réels positifs ou nuls telle que

+o0o
Z Van < +00.
n=0

Montrer que la suite (o) définie par
ag =0et

1 2
Qnt1 = 5 (an + Vo + an)

2
est convergente.

8.105 Soit f: R — R une fonction déri-
vable en 0 et non indentiquement nulle.

1) On suppose que pour tout (z,y) €

R? : f(z +vy) = f(z)f(y). Montrer
que f est de classe C*° et que si

lf()] <1:

= 1
;Of(m =T

2) On suppose & présent que pour tout

(z,y) € R* : f(z —y) = f(x)f(y).

Montrer que f est constante.
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8.106 Soit (an) une suite décroissante de
nombres réels telle que ’ensemble

E:{neNzanzl}
n

posseéde une infinité d’éléments. Mon-
trer que la série

+oo
>
n=0
diverge. Que devient ce résultat si la

suite (an) n’est pas supposée décrois-
sante 7

8.107 Soient ¢ : N — N une bijection et
(an) une suite de nombres réels telle
que

+oo
Z|an| < +o00.
n=0

Montrer que

+oo
Z|ao(n>| < 400
n=0
et
“+oo “+oo
Z an = Z Qg (n)
n=0 n=0

Que devient ce résultat si la série n’est
pas supposée absolument convergente ?

8.108 Soit (an) la suite de nombres réels
définie par

an+1:ai+aneta0:a>0,

Calculer
“+oo

1
Zl+an'

n=0

8.109 Calculer

+o0 k41
1 1
oG
2/ \ig
8.110 Soit f : ]0,+oo] — R la fonction
définie par

Exercices

1) Vérifier que pour tout x > 0, la série
converge.

2) Montrer que la fonction f est de
classe C! et que pour tout = > 0 :

“+oo
f'(x) :;m

Trouver le rayon de convergence des séries
entieres suivantes :

+oo

8111 Y 2"l (z —2)".
n=0
+o0o %

8.112 —_ (z-1)".
; g )
K

8.113 —z".
n=1 n
= ()

8.114 7;) @
+oo

8.115 Zne T
n=1
+oo

8.116 n"z".
n=0
+oo "

8.117 gom
+oo n

8.118

Trouver le rayon de convergence et la
somme des séries entieres suivantes :

+oo
8.119 Z ",
n=0
+oo "
8.120 =
+oo
8121 > na”.
n=1
+oo
8.122 n’z".
n=1
+oo n
8.123 ntl
; n+1 v
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+
8

+oo

8.124 nEl 8141 Y (n+e ) o
n=1 n n=0
too 2 I
n“+1 , 2zt
8.125 T . 8.142 .
- n ; n2m
+oo o
n“+n+1 .1 Ixgn
8.126 _— 2 p2ntl
TSI 8143 3 o
n= n=1
too n+1
T too 3n
8.127 —_— . o
Zn(n+1) 8.144 ;;2 )"
+o0 n
x
8.128 _.
P n(n+ 1) Calculer
B +oo L2l
T ot 8.145 lim 1)
8.129 S a0 Z%( Uy Gy
n? —1 n=
n=2 N
+oo n
z" 8.146 > ——.
8.130 —_—. J/on
fn?—3n+2 o1 V2
o0 n
+o0 ne
8.131 S C— 8147 3 "
n:On2+3n+2 n=1
+oo = 1 .
n n+5 8.148 o2n— = ) 3"e ",
8132 ;n2+6n+5$ ' ;( 2)
“+oo “+o0
n 1\ 1
“+ o0
1 I 1
8134 > (1 + —n) z" . 8.150 :
= 3 ; 2n In 2
= (-1)” +oo
8135 > R 1
= om+1 8.151 ; ey
“+ o0
8.136 ﬁn " 8.152 Montrer que la fonction f: R} —
=2 R définie par
K e 2n+1 Inz .
8.137 x . siz>0etz#1
n:2n_1 f(x): r—1
oo n 1 siz=1
CREC I
S est de classe C*.
T n 8.153 Lemme de Abel
2 n+2
8.139 Z n2inl Supposons que pour 3 > 0, la série nu-
n=1 mérique
+oo 222 +oo
n=0 n=0
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converge. Montrer, sans utiliser la no-
tion de rayon de convergence, que la sé-

rie entiere
—+oo
n
E anT
n=0

converge absolument pour tout |z| < 3.
8.154 Supposons que la série numérique

“+ oo

E an converge.
n=0

1) Montrer que sur [0,1], la suite de
fonctions

(-5 0)
n=0

converge uniformément vers la fonc-
tion
“+oo
n
f(z) :E anx" .
n=0

2) En déduire que la fonction f est
continue sur [0, 1].

3) Montrer que si pour tout k € N* :
f($) =0, tous les a, sont nuls.

8.155 Soit 0 < R < 400 le rayon de
convergence de la série

“+ o0
n
E anx'’ .

n=0

On suppose que
“+ o0
/= lim E anz” .

r—R—

n=0

Peut-on en conclure que

+oo
=> a,R"?
n=0

8.156 Soient (an) une suite de nombres
réels, a € R et R > 0 le rayon de
convergence de la série entiere

Exercices

1) Vérifier que R est aussi le rayon de
convergence de la série entiere

+oo
Z ann(aj — a)n_1 .
n=1

2) Soit f: E={z €R:|z—a| <R} —
R la fonction définie par

—+oo

flx) = Zan(m—a)n,

n=0

Montrer que pour tout |z —a| <R :

= 1
f(z)= Zann(x —a)" .

8.157 Soit o > 0 et supposons que pour
tout |z| < o :

+oo
g anz” =0.
n=0

Montrer que tous les coefficients a,, sont
nuls.

8.158 Soit f : R — R une fonction de
classe C*° telle que

M = sup M,, < +0o0
n>0

ou M, :sup{|f<")(t)| :tER} .

1) Montrer que pour tout x € R :

I pm)
fay =3 L0
n=0

n!

2) En déduire que pour tout € R :

: “ (_1)n+1 2n—1
smrT = Z m T

n=1
et

+oco _1n
cosxzz( ) 22",

o (2n)!

3) Montrer que la fonction f : R — R
définie par

sin x

) = six#0
1 sizx=0

est de classe C°.



4) Trouver les constantes a, et b, de

sorte que pour tout = € R :

+oo
s n
sin 2x = E anT
n=0

et

—+ o0
cos® & = Z bz .
n=0
8.159 Montrer que pour tout
re]-1,1]:

+oo

Arctgzr = Z

n=0

(_1)" 2n+1
mt+1’

En déduire que

{5 )" _
= 2n +1 ’

4

8.160 Montrer que pour tout
z€]-1,1]:

+oo n
—In(l1+2)= (=1) "

En déduire que

fﬂ:—lnl

n
n=1

8.161 Vérifier que pour tout z € |0, 1] :

“ In(1 —¢t) =X gn
A== =.
[ >

k=1
En déduire que

1- 2
/ ln(l—t)dt:_w_
0

N t 6
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8.162

Soit ¢ : |1, +00[ — ]0,4o0[ la fonction
définie par

Fonction zéta

—+ oo

)=y

1) Vérifier que cette fonction est bien
définie.

2) Calculer lin&r((x) et lim ((z).

r——400

3) Montrer que pour tout = € ]1, 400 :

, Jroolnn
@)==> —.
n=1

n

En déduire que la fonction ( est stric-
tement décroissante.

4) Identité d’Euler

Soit (pn) la suite strictement crois-
sante de tous les nombres premiers.
Montrer que pour tout > 1 :

+oo 1
(@)=]] 7—==-
kl;[1 (1=py")
5) Montrer que pour tout x € |1, +oo] :

+oo —1
—pt [

lim e V"——dt=0.
p—+oo Jou et —1

6) En déduire que pour tout z > 1 :

+oco tz71 +oo +oo . L
dt = T e
/0 L oard= /0 e
n=1

7) Montrer que pour tout > 1 :

1 +oco tz71

+







CHAPITRE 9

Equations différentielles

9.1 Equations linéaires du premier ordre

9.1.1 Introduction

Soit I un intervalle ouvert. On appelle équation différentielle linéaire
du premier ordre une équation de la forme

y'(x) + p(@)y(z) = f(z) (9-1)

oup,f : I — R sont deux fonctions continues. Sa solution générale est
donnée par la fonction y : I — R définie par

T T z "t
O CLE O / () o )5 gy
o
ou xg € I et ¢ est une constante.

9.1.2 Remarques
1) Si f =0, on dit que I’équation (9.1) est homogéne.

2) Sila fonction yo : I — R est une solution particuliére de (9.1), la solution
générale de (9.1) peut alors s’écrire

— J7 p(t) dt

y(x) =ce + yo(w) .

3) (Principe de superposition des solutions) Si fi,...,fn et y1,...,yn
sont 2n fonctions vérifiant pour tout entier 1 < j < n et tout z € I :

yj(@) + p(@)y;(z) = f;(x),

la fonction yg : I — R définie par yo = y1 + -+ + y, est une solution
particuliere de (9.1) pour la fonction f = f1 + -+ + fn.
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9.2 Equations différentielles du second ordre

9.2.1 Introduction

Soit I un intervalle ouvert. On appelle équation différentielle linéaire
du second ordre une équation de la forme

y" (@) +p)y () + q(=)y(x) = f(x) (9-2)

oup, q, f: I — R sont trois fonctions continues. Par définition,

y"(x) +p(2)y (x) + q(x)y(z) = 0 (9:3)

est appelée I'équation homogéne associée a I’équation (9.2).

Définition 9.1 Une fonction y : I — R de classe C? est dite solution de
I’équation (9.2) si elle la vérifie.

Définition 9.2 Une fonction y : I — R de classe C? est dite solution de
I’équation homogene (9.3) si elle la vérifie.

Proposition 9.3 Soient p,q : I — R deux fonctions continues et xy € I.
Alors, pour tout couple o et 3 de R, il existe une et une seule solution de
Péquation homogene (9.3) qui satisfait simultanément les deux conditions ini-

tiales y(zo) = a et y'(zo) = B.

Définition 9.4 Les deux fonctions u,v : I — R sont dites linéairement
indépendantes si

(Mu(z) + pv(z) =0, Vo el) = A=p=0.

Définition 9.5 Soient u,v : I — R deux fonctions de classe C!. Alors, la
fonction w [u,v] : I — R définie par

wu,v] (z) = u(z)v' () — o' (z)v(z)
est appelée le wronskien des deux fonctions u et v.

Proposition 9.6 Soient I un intervalle ouvert, xg € I et y1,y2 : I — R deux
solutions de I’équation homogéne (9.3). Alors,

DVzel:wly,ye] (@) =wlys,ye) (560) o~ e PO L

2) De I’égalité précédente, il découle immédiatement l’alternative suivante :
ou bien le wronskien des deux fonctions y1,y2 : I — R est toujours nul sur
I ou bien il ne s’annule jamais sur I.

3) Les deux fonctions y1, y2 : I — R sont linéairement indépendantes si et
seulement si w [y1, 2] (zo) # 0.
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9.2.2 Solutions

Proposition 9.7 L’équation homogéne (9.3) admet deux solutions yi, ys :
I — R linéairement indépendantes. De plus, toute solution y : I — R de (9.3)
est de la forme

y(x) = iy (z) + coya(), €l

ol ¢y et co sont deux constantes.

Proposition 9.8 Soient y1,y2 : I — R deux solutions linéairement indépen-
dantes de I'équation homogéne (9.3) et yo : I — R une solution particuliére de
I'équation (9.2). Alors, toute solution y : I — R de I’équation (9.2) est de la
forme

y(@) = ey (2) + e21a(2) + o), wET

ol ¢1 et ¢y sont deux constantes.

Proposition 9.9 Soient y; : I — R* une solution de I’équation homogéne
(9.3) et xg € 1. Alors, la fonction ys : I — R définie par

t
@ o= [, pls)ds

ya(z) = yl(ac)/ ———dt
est aussi une solution de I’équation homogéne (9.3) et, de plus, les deux fonc-
tions y1, y2 : I — R sont linéairement indépendantes.

Remarque : Ici, pour trouver la fonction ys, on utilise la méthode dite de la va-
riation de la constante, & savoir : on pose y2(x) = ¢(x)y1(x) et on remplace
y par y2 dans I’équation homogene (9.3).

Proposition 9.10 Soient y1, ys : I — R deux solutions linéairement indépen-
dantes de I'équation homogéne (9.3) et xg € I. Alors, la fonction yo : I — R
définie par

C_f(®ya(t) Cf®un()

SRR dt +ys(z) | ——"=r—dt

yo(z) = =y (x) 2o w[y1, 2] (t)

est une solution particuliére de I’équation (9.2).

Remarque : Ici, pour trouver la fonction yy, on utilise la méthode dite de la
variation des constantes, a savoir : on pose yo(z) = c1(x)y1(z) +c2(x)y2 (x)
et on remplace y par yo dans I’équation (9.2).

Proposition 9.11 (Principe de superposition des solutions) Si fi,...,
fn et yo1,...,Y90,n sont 2n fonctions vérifiant pour tout entier 1 < j < n
et tout x €I :

Yo () +p(x)yp () + q(x)yo j(x) = fi(z),

la fonction yo : I — R définie par yo = yo,1 + -+ + Yo,n est une solution
particuliére de I'équation (9.2) pour la fonction f = f1 + -+ fy.
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9.2.3 Equations différentielles a coefficients constants

Soient a, b deux constantes. Alors, pour I’équation différentielle a coeffi-
cients constants

y"(x) + ay' () + by(z) = f(x),

on a, si
1)a? —4b>0:
SRRVl a0
y]_(iC) =e€ 2 ) y2($) =€ 2
et
p  SOREI Ly amE
x) = t)dt.
wir)= [ — 0
2)a%?—4b=0:
yi(z) =e 2%, yo(z) =mwe 2°
et
yo(:v):/ (z—t)e 2@ f(t)dt
Zo
3) a2 —4b<0:
_a, V4b — a? _a, . [V4b—a?
y1(x) = e 2% cos — ), ya(x) = e 2%sin —y
et

x _# we—a(f—t)sin 7M T —
yo()—m/ 2 ( 5 ( t))f(t)dt.

Zo

9.3 Equation de Bernoulli

9.3.1 Introduction

Soient I un intervalle ouvert et m # 0 ou 1. On appelle équation de
Bernoulli une équation différentielle de la forme

y'(x) + p(a)y(x) = fz)y™ (z) (9-4)

ou p, f : I — R sont deux fonctions continues.
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9.3.2 Solution
Soient zg € I et yo € R*. Alors,

1
r ’ ¢ m-1 \i-m
y(z) = yo e oo POt (1 + (1 —m)yg / f@) (e— St p(s) ds> dt)
Zo

est, sur le plus grand intervalle ouvert contenant zy, contenu dans I et pour
lequel

x o+ m—1
L (1 =)y / 7(0) (e 502" a0,
o

l'unique solution de I’équation de Bernoulli (9.4) qui satisfait la condition ini-
tiale y(;vo) = 1p.

De plus, si m > 1, I'intervalle ouvert défini ci-dessus correspond au domaine
de définition maximal de la solution.

9.4 Equation de Ricatti

9.4.1 Introduction

Soient I un intervalle ouvert et r, s, f : I — R trois fonctions continues.
On appelle équation de Ricatti une équation différentielle de la forme

Y (z) = r(z)y?(2) + s(x) y(z) + f(z). (9-5)

9.4.2 Solution

Soit ¥ : I — R une solution particuliere de I’équation de Ricatti (9.5).
Alors, en faisant le changement de variable

z(x) = y(x) - y(o),

I’équation de Ricatti (9.5) se transforme en I’équation de Bernoulli

' (z) = 2r(2)g(z) + s(2)) 2(2) = r(z) 2*(2).

9.5 Equations a variables séparées

9.5.1 Introduction

On appelle équation & variables séparées une équation différentielle de
la forme

Fy(2) ' (2) = g(2) (9.6)

ou f :I; — R est une fonction continue sur 'intervalle ouvert I1 et g : Io — R
une fonction continue sur l'intervalle ouvert Is.
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9.5.2 Solution

Proposition 9.12 On va supposer que la fonction f ne s’annule pas sur I’in-
tervalle ouvert I et soient xo € Iy et yg € I;. Alors, en posant

x

Yy
F(y) = / f)dt avecye I, G(x)= / g(t)dt avec x € I,
Yo x

0

et
a=inf{s €l :z €]s,x0] = G(x) € Im F'}

b=sup{s€lr:z € [rg,s[= G(z) € ImF},

on obtient que la fonction y : |a,b] — I définie par
y(x) = F1(G(2))

est 'unique solution de I’équation a variables séparées (9.6) qui satisfait la
condition initiale y(a;o) = Y.

Remarque : ]a, b[ est le plus grand intervalle ouvert contenant g, contenu
dans I, et pour lequel {G(z) :a <z <b} CImF.

9.6 Equations homogenes

9.6.1 Introduction

Soit I un intervalle ouvert et A : I — R une fonction continue n’admettant
aucun point fixe. Une équation différentielle de la forme

v =n (1)

s’appelle une équation homogéne. En faisant le changement de variable

9.6.2 Cas particuler

Soient a1, ag, b1, ba, c1,, ¢ six constantes vérifiant les deux conditions sui-
vantes :
a1by —agby # 0 et c%—&—c% #0.
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Alors, ’équation différentielle

a1x + byy(x) +c;
asx + bay(x) + c2

Y (x) =

n’est pas homogene. Par contre, en faisant le changement de variables
r=t+aetz(t)=ylt+a)—73

ol
_ bica — bacy _ —ai1ca + agc

a1b2 — U,le a1b2 — U,le

Péquation différentielle (9.7) se transforme en 1’équation homogene

alt + blz(t)
ast + boz(t)

2'(t) =

9.7 Exercices

9.1 Pour x € R, résoudre 9.9 Pour z € ]—%, 5 [, résoudre
y'(x) +y(x) = * + " + 3sinz. (cosz)’y (z) + y(z) = tgx.
9.2 Pour z € R}, résoudre 9.10 Pour x € ]O, 3 [, résoudre

o (@) — (1+ 2)y(@) + (1427 0. (wcosa)y (@)+(cos-rasina)y(@) = 1.
9.3 Pour z € R, résoudre 9.11 Pour z € |7, 7, résoudre

Y (x) +y(x) = L y(z) +2tgzry(z) = 4tg”(x).

=TT
e 9.12 Pour z € R}, résoudre

9.4 Pour x € R}, résoudre

2 e*
"(z)— 1+ —) = .
zy' (z) — 2y(z) = 2°. y(@ ( x y(=) 1+ 22
9.5 Pour z € |3, +0o0[, résoudre 9.13 Pour z € |-1, 1], résoudre
2 2
(z—3)y'(x) —3y(z) =2 +5. (1—2%)y(z) — 2zy(z) = 2”.

9.6 Pour z € ]_%7 x [7 résoudre 9.14 Pour z € R, résoudre

y'(z) +2tgry(z) = sinz. (1+2%)y () — 2z y(z) = 1.

i 9.15 Pour z € ]1, +00[, résoudre
9.7 Pour z € R, résoudre

/ 1 _ T
y'(z) +thzy(z) =shz. y(m)_gy(m)_1+m'
9.8 Pour z € ]—g, 3 [, résoudre 9.16 Pour x € R, résoudre
, 1 ) 1 1
= . y(z)+ —-ylx) = ——F/——.
Yy (z) +tgzy(x) p— (z) - (z) 1 Vit
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9.17 Pour z € ]0, 1], résoudre

=14++v1—22.

9.18 Pour x € RY, résoudre

Y (x )—ly

1
T+ 2’

y(@)+ 2 y(e) =

9.19 Pour z € |1, +o0[, résoudre

9.20 Pour z € R}, résoudre

y'(z) + %y(l’) = Arctg(1 + xz) .

9.21 Pour z € |1, +o0[, résoudre

1
Inz

v'(x)+ y(z) =1+

zlnzx
9.22 Pour x € R, résoudre
vy (z) —y(z) = =.
9.23 Pour z € ]0, 1], résoudre
o(1—a)y () +y(z) =
9.24 Pour z € R, résoudre
(@) +y(w) = 2°.
9.25 Pour x € RY, résoudre
zy' (z) —y(z) =zlnz.

9.26 Pour x € ]eil, 400 [, résoudre

(1+Inz)y'(z) + é y(z) =2+ Inz.

9.27 Pour x € R, résoudre
zy'(z) = (z + 1)y(z)
9.28 Pour z € RY, résoudre
2
/
V(@)= 2 ()

= Arctgz+Inx.

9.29 Résoudre pour z € R},

1 VT +1

Y (z) — —ylz) =

2z NCENES S

:a:zx/l—i—ez.

9.30 Pour z € |—1, +0o0], résoudre

y(@) +y'(z) = z(2y(z) — ' (x)) -
9.31 Résoudre pour y(1) =1,
Y@ @) + 2y ) = -

9.32 Résoudre pour y(1) = 3,
zy(x)y'(x) = y*(z) — 2”.
9.33 Résoudre pour y(1) =1,

2y(x)y () — in(x) =Inzx.

9.34 Résoudre pour y(1) = —1,

Inz

wy(@)y () + () = =

9.35 Résoudre pour y(0) =1,
2y(2)y'(z) = y*(2) + 2sha.
9.36 Résoudre pour y(1) = 2,
2zy(x) y'(x) = 3y°(2) + 2° = 0.

9.37 Soit a > 0.
Résoudre pour y(1) =1,

zy(e)y'(v) = 2° + (L + @)y’ (2).
9.38 Résoudre pour y(0) = 2,
L+9(@) = (=* ~ 1) y(@)y' (@) = 0.
9.39 Résoudre pour y(1) =1,

Py @) - @)=,

9.40 Résoudre pour y(1) =1,

@)y @) + @) = o

22
9.41 Résoudre pour y(1) =1,
1y (2)y (@) — v () = 2 Inz,
9.42 Résoudre pour y(0) =1,
y(@)y' @)+ (1- 2727+ (@) = 0.
9.43 Résoudre pour y(1) =1,

Y (z)VE—y(z)+(z — 2vz) Vy(z) = 0.
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9.44 Résoudre pour y(1) =1,

y@) =2 4o /.

9.45 Résoudre pour y(0) = T3 et
y'(0) =0,

9.46 Résoudre pour y(1) =1 et
y'(1) =0,

2 1

7y (z) — *e”

zy'(z) =2’ " .

9.47 Résoudre pour y(1) =1 et
/
y'(1) =1,

zy’ () —y' () =Inz.

9.48 Résoudre pour y(1) =1 et
y'(1) =0,

(x2 +1)y"(z) — 22y (z) = (xz + 1)2 .

9.49 Pour x € R}, résoudre
zy' (z) — o/ (z) = 22° Arctgz .

9.50 Pour x € R, résoudre

9.51 ¢ (x
9.52 ¢''(
9.53 ¢'(x
9.54 ''(
9.55

y"(z)+2y'(z) +5y(xz) = 2chx+4shz.

9.58 o' (z) — 2y (z) +y(z) =2€”.

9.59
Y’ (x) — 4y’ (x) + 3y(z)

2 . 2
=ze”" +sinc+ze“cosx.

9.60
y" () — 4y (x) + 5y(2)
=2+ 2° +e*sinz.
9.61 Pour z € |0, 7|, résoudre
y'(@) o) =
sinx
9.62 Pour z € ]—g, 5 [, résoudre
¥ () + dy(o) = ——.
cosw
9.63 Pour x € ]—%, 3 [, résoudre

T

y'(z) = 29/ (2) + 2y(x) =

9.64 Résoudre

cos2zg

v (x) — 2y (z) + y(z) = " +sin’ z.

9.65 Résoudre

y"(x) — 5y’ () + 6y(z)
= (2 + 171—!—1’2) e,

9.66 Soit w > 0. Résoudre

y'(2) + %y (2) = 0.

9.67 Soit w > 0. Résoudre

v (z) + wiy(x) = coswz .

9.68 Soit a € R. Résoudre

y" (@) + oy’ (z) + (a = Dy(x)
= sin(a — 2)x.

Résoudre
9.69
9.70
9.71
9.72

y"(z) + 9y(z) = cos 3z + sin 3z .
y"(z) +y'(z) = 3cosz.

22y (x) + xy'(z) = Inzx.

Pour z € R, résoudre

" 1 / o T
y'(@) - v (@)=

9.73 Pour x € RY, résoudre

&’y (z) +wy(z) —y(z) = 4.
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9.74 Pour z € R}, résoudre
o(1+a)y" (z) — 2y’ (z) + y(z) = 2.

9.75 Résoudre

1" 1 / 1
y'(@)+ 2 y/(0) - 5 y(@) = Ina.

9.76 Pour x € R, résoudre
2y (x) — 2zy' (x) + 2y(x) = 2° Inzx.
9.77 Soit a € R. Résoudre
y'(2) + 20y (2) + y(z) = € + 72
9.78 Soit o € R. Résoudre
y'(x) + 201+ o)y (@) + y()
=z 42°+a°.
9.79 Soient a,w € R. Résoudre
y" (z) + o’y(z) = 3sinwz .
9.80 Soient a, w € R. Résoudre
y"(z) + 2y (x) + ay(x) = coswz .
9.81 Pour z € RY, résoudre
2y (@) — o/ (2) + (1 — )y(2) = 0.
9.82 Résoudre
(1+2%)y" (2) — 209/ (2) + 29(a)
=6(1+2%)°.

9.83 Pour x € R, résoudre

2y (z) — (14 2)y'(z) + y(x)
_ (3;3:) o

9.84 Pour x € R}, résoudre

2y (@) = 3y (@) — Sy(a) = =

9.85 Pour x € R, résoudre

2.1

7y (m)+4my/(m)+<2—m2)y(m) =z+1.

9.86 Pour x € RY, résoudre

2.1

2y (@) + 2y (2) — y(a) = 1 +2°.

Résoudre

9.87 2y’ (z) —6y(z) =z’ Inx.

9.88 (1+ mQ)y”(m) —axy(z) =14 2°.
9.89

2y (z) — 2xy (x) + 2y(z) = 2° In’ .

1 Inx
9.90 " —y'(z) = —.
y'(@) + ~y'(2) = —

9.91 Pour z € |1, +0o0[, résoudre

(1 =)y (2) + 2y’ (z) — y(=)

=22 22 + 2.
9.92 Résoudre
z?y"(z) — zy'(z) — By(z) = Inw.

9.93 Pour z € R}, résoudre

2y’ (x) — 4oy’ () + 6y(z) = (z —1)°

sachant que ’équation homogene asso-
ciée possede deux solutions qui sont de
la forme y(z) = 2* avec k € N.

9.94 Pour x € R, résoudre

2
1
2y () + zy (2) — dy(z) = =

T

sachant que ’équation homogene asso-
ciée possede deux solutions qui sont de
la forme y(z) = z* avec k € Z.

9.95 Résoudre

(1+2%)y" (z) + 42y () + 2y(2)
=1+az+2°

_ 1
sgchant que y(x) = T est une §E)lu—
tion de I’équation homogene associée.

9.96 Soient I un intervalle ouvert conte-
nant 0 et p,q : I — R deux fonctions
continues. Montrer que I’équation dif-
férentielle

Y (x) + p()y (x) + q(z)y(z) = 0

n'admet pas simultanément x et x
pour solution.
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9.97 Soit w > 0. Trouver toutes les fonc-
tions f : R — R* de sorte que la fonc-
tion g : R — R* définie par g(z) =
e“” f(x) soit solution de I’équation dif-
férentielle

y'(z) +wy'(z) - 55 =0.

9.98 Soit f : R — R la fonction définie
par

+oo 3n

fa)=>" =

= (3n)!"

1) Vérifier que f est solution de ’équa-
tion différentielle

v'(@) +y (@) +y(@) =€

2) En déduire la somme de la série

+
8

1

n

9.99 Soit n € N. Montrer que la fonc-
tion de Bessel d’ordre n définie sur R
par

+oo -1 k
)= 3 s

k=0 """

n+2k

est solution de I’équation de Bessel

2 1

2’y (@) + 2y (@) + (2 — n*)y(z) = 0.

9.100 Un corps de masse m tombe verti-
calement d’une certaine altitude. Sa vi-
tesse initiale est nulle. De plus, on sup-
pose que la résistance de 'air est pro-
portionnelle au carré de sa vitesse.

1) Etablir ’équation du mouvement et
la résoudre.

2) Déterminer la vitesse limite que peut
atteindre ce corps.

9.101 Trouver la fonction f :]0, +oo[ —
R de classe C! qui ne s’annule pas sauf
pour x = 1 et qui vérifie

/If(t)dt:&.

T
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9.102 Soient «,3 > 0. Résoudre pour
f(0) =1 et g(0) =0,
{ f(@)+ f(z) = ag(x)
9'(x) + g(x) = Bf(z).

9.103 Trouver toutes les fonctions f :
R — R de classe C? qui satisfont pour
tout couple x,y de R, I’égalité

fa+y)f—y) = (=) + fy) - 1.

Pour les équations de Bernoulli ci-apres,
trouver la solution qui satisfait la condi-
tion initiale y(:ro) = Yo.

9104 z90=0,y0=1et

y'(x) = ay'(x).

9.105 zo=0,y0=1et
Y (z) +y(z) =y’ ().
9.106 0 =0,y0=—1 et

y(@)y' (@) = y*(2) = 2”y*(x).

9.107 zo=1,y0=1et

1
V(@) + @) = @),
9108 zo=1,y0=1et
2zy’ (z) + y(z) + 3a:2y2 (z) =0.
9.109 a >0, xo =0, yoz%et
y'(z) = 20y(z) = —2y°(x).
9.110 «,8>0,20=0, yo = % et
y'(z) = ay(z) — By’ (x).
9111 zo=1,y0 =2 et
3 1

/ 2
- = =0.
v (@) = Zy(@) + 739’ (@)
9112 zo=1,5 =2et
, 2 sinz 5
y'(z) — ;y(x): =Y ().
9113 zo=1,y0=1et
Y (@) - (@) = (@),
9.114 20 =0, yo = ﬁ et

y'(z) — y(z)cosz = y°(z) cos w.
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9.115 z0 =%, yo = == et

Y (z) + y(z)sinz = —y®(z)sinz.
9.116 20 =0,y0 =1 et

Y (2) +ay() = 2y’ (x).

9.117 zo=1,y0 =2 et
/ 1 _Inz 4
Y () Iy(x)— Y ().
9.118 9 =0,y0 =1 et
cos 2x
y(@) - yl@) = S0 @).
9119 zo=1,y0=2¢et
/ 1 4 4
Y (z) = —y(@) =27y (z).
9.120 zo=1,y0 =2 et

zy’(2)y' (x) — v (2) = y"*(2).
9.121 zo =1, yo = V2 et
Y(@) - 1y(@) = VI+ 20y ).
9.122 z0=0,y0 =2 et
(1 + $2)y/(m) = 2zy(x) (y4(x) — 1) .
9.123 20 =0, yo =2 et

V(@) - = ul@) =

9.124 20=0,yo =2 et

Y (x) — 4y(z) = ~2¢°(2).

i ().

1+ x2

9.125 z0=1,90= 5 et
’ 1 3/
y(z) = —yle) = = Vay(e).
9126 zo=1,y0=1et
/ 1 3/, 92
Y(@) - = y(@) =~ Y52
9.127 Soit y : I1 — R une solution

I’équation de de Bernoulli qui satisfait
la condition initiale y(zo) = 0. Montrer
que, si m > 1, la fonction y est identi-
quement nulle.

Exercices

Pour les équations de Ricatti ci-apres,
trouver la solution qui satisfait la
condution initiale y(z0) = yo.

9.128 zp=1,y0=2et

9129 z90=0,y0=0¢et
Y (@) = ()~ 2¢ (o) +e
9130 z0=0,y0=0¢et
Y (@) = 12 (@) — 27y (@) + ¢ + "
9131 z0=0,y0 =3 et
y'(z) =y (z) — y(x) — 2.
9132 z0=0,y0=0et
¥ (@) = 2%y () + 2.
9133 z0=1,y=0¢et
2 (' (@) + v2(2) = 2.
9134 zo=1,y0=2et
zy'(z) = y(@) + y*(z) = y(z) — 1.
Pour les équations & variables séparées ci-

apres, trouver la solution qui satisfait la
condition initiale y(z0) = yo.

9.135 z0=0,y0=0et

y'(x) cosy(z) = .

9.136 0 =0, yo = % et
Y (2) = siny(z).
9137 z0=0,y0=0¢et
, _ T
y'(z) T
9.138 20 =0,y0=0cet
, T
y(r)= ———.
@) =1 y(z)
9139 z0=0,y0=0¢et
y'(z) +ay’(z) = —z.
9.140 290 =0,y0=0et

Y (@) + 2% (w) =~



Equations différentielles 173

9.141 z9=0,y0 =1 et
y'(2) = 32% (y(2) + y*(2)) -
9.142 290 =0,y0 =0 et
(1+ xz)y/(l’) =ge'™ .
9.143 z0 =0, yo = \/m et
y(@)y (@) + 2y’ (z) + & = 0.
9.144 zo=2 yo=—1let
2y (z) - P (2) = 1.
9.145 20 =0,y0 =2 et
Yy (2)y (x) = 2°.
9.146 9 =0,y0 =1 et
Y (x) = y(x) - 2¢°(2).
9.147 20 =0,y0 =1 et
y'(z) = 2y’ (x).
9.148 20=1,y0=1c¢t
zy'(z) = (1+ y2($)) Inz.

9.149 zo=1,yo = V3 et

y(@)y () + 22/4 — y2(z) = 0.

9.150 20 =0, y0 =0 et
y'(z) = (1;3 — ) e V@

9.151 0 =0, yo = % et

Y (z) tgy(z) + €* cos® y(z) = 0.

9.152 0 =0, yo = % et

y'(z)tgy(z) + 2> cos? y(xr) =0.

9.153 20 =0,y0 =0 et
y'(z) =2+ 2y’(x).
9.154 xz0 =14, yo =2 et

(z— 3)2y/($) =zv/y(x)—1.

9.155 20 =0,y0=2et

9.156 x0 =0, yo = 1 et
y@ 1
VI—y2 (@) Vi-a?
9.157 zo=1,9y=+ve—1let
zy(2)y' (x) = 1+2° +y°(2) + 2°y*(2) .
9.158 0 =0,y0=1et

y(z)y'(z) — (z +sinz) e V@ .
9.159 z0=0,y0=1et

sin x cos x

,
vl = y(z)V/1+sin’z
9160 zo=1,y0=1et
2y’(x) — 2%y* () y'(z) = 0.
9.161 20 =0,y0=0cet
z(1+2y(z) + y*(z))
—(1+2*)(1+y()y'(z)=0.
9.162 z0=1, yo =2 et

y'(z) - éy(f) = my(igix—)m :
9.163 xo=1,yo = V2 et
at +y'(x) — 20°y(x) y'(x) = 0.

9.164 zo=m,yo =7 et

y'(w) + sin (%y(x))

- ()
9.165 20 =0, yo =0 et
y'(z) =
o (B2 42 s (2 o).
9.166 20 =0,y0=1,%'(0)=1et
2/ () y" (@) = (v ()" (1 + (v/(2))*)
9.167 x0=0,yo = —Ver —1et
y(2)y' () — (2> + %) (1 + y*(x)) = 0.
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9.168 = =1, yo =2 et
2zy(z)y'(x) = 1 -y
9.169 z9=0,y0=1¢et
y(@)y' (@) = -z +
9.170 3'(0) = y(0) =0 et
2
y'(z) =1+ (¥'(z))"-
9.171 z0=0,y0=1¢et
y'(z) = Vy(x) +sinz —cosz.
9.172 20 =0, yo = 5 et
(1 +2)y'(z) = y(a) (1 - y(x)) .
9.173 z0=0,y0=1¢et
z? (1—3y(x)) —y'(z) =0.

9.174 Trouver la fonction y : |0, +oco[ —
R de classe C! qui vérifie

_m ¥ siny(t)
y(ac)—z—|—/1 — dt.

x2 +y%(x).

Pour les équations homogenes ci-apres,
trouver la solution qui satisfait la condi-
tion initiale y(zo) = yo.

9.175 zo=1,y0=0et
y'(z) =

9.176 zo=1,y0 =0 et

y(z)
re @

zy'(z) = +y(z).

9.177 zo=1,y0=0et
2%y () = 2” + zy(x) —
9.178 zo=1, yo = 1 et

Y (x).
zy'(z) = y(x) + x cos

9.179 xo =

e (52
3.(

9.180 z9g=1,y0= % et
x
o/ (2) = yla) + v (1))
9181 z9g=1,y0= % et

Exercices

9182 zp=1,y0=1et

0@

9.183 zo=1,9 =0et
zy'( )+ W
9.184 =z = 1, Yo =
y(@) + (z —y(@))y'(z) = 0.

9185 zo=1,y0=0¢et

§et

-y ().

9.186 y(1)=0y'(1) =3 et
—2m3<y/(x))2,

2%y (2) = 2® + ay(a

2’y () — 2y (z) =
9187 zo=1,y0=2¢et

o) (1 (42)).

9.188 zp=1,9 =0et

zy'(z) =

x2—|—y2—|—x2y':0.

9.189 xz9=2,y0=—3 et
2c+y(z) +1
(@) = -2y L
z+y(x)+ 2

9.190 Soient I un intervalle ouvert, p, ¢
I — R deux fonctions continues et
y1, y2 : I — R deux solutions linéaire-
ment indépendantes de I’équation diffé-
rentielle

y" (@) +p(@)y'z +q(z) y(z) = 0.
1) Montrer que pour tout x € [ :
yi () +y3(x) #0.
2) Montrer que s'il existe deux éléments
a < b de I pour lesquels yi(a) =

y1(b) = 0, il existe au moins un élé-
ment c¢ de ]a, b[ pour lequel y2(c) = 0.

3) En déduire que les zéros de la fonc-
tion y1 sont isolés.

9.191 Soit ¢ : RY — RZ une fonction
continue telle que

/1+oo q(t) dt =

Montrer que toute solution de 1’équa-
tion différentielle

y'(x) + q(z) y(x) =0

s’annule une infinité de fois.
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Nombres réels

(22 = 9) (2" — 8z) = z(xz —2)(x = 3)(z +3)(2* + 22 +4) =0

< xe{-3,0,2,3}.

\/(;v+3)2—2x—5—x2:|x+2|—x2:0@x6{—172}.

x xz—1 -2 (x—1)(z+4)
> -1= & >0
x—2  x+1 z+1  (z—-2)(x+1) ~

&z €)oo, —4|U]-1,1]U ]2, 400 .
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Solutions

S
N
S

-3

D’une part, en prenant £ = 10, on obtient

1=(10+b)(10+c¢) et (10+5),(10+¢c)€eZ<=b=c=—9oub=c=—11.

D’autre part, Vo € R :

(x—a)(x—10)+1=(x+b)(z+c)& —a—10=b+cet 10a+1=bc.

En conclusion, les trois entiers cherchés sont

a=8,b=c=-9oua=12, b=c=—-11.

Prendre z = 1, y = a # 1 et remplacer n par n + 1.

D’apres l'exercice précédent (somme d’une progression géométrique) :

1999

20002900 _ 1
- = 2000 .
1999 Z
k=0
100 100 100 100
S=>n2"= Y ((n-1)+1)-2"=) (n—1)-2"+> 2"
n=1 n=1 n=1 n=1
99 100 o0 1 — 9100
=2 .on 2" =28 —200-2 p R —

D’ou

=925 —198-2199 _ 9.

S =2(99-210 4 1).
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1.10) 1) Soit P, avec n > 1, la relation définie par

(:c+y)n = i <k>xky” k

k=0
n + 1
Rappels : 0! =1letVn>k>1:
Py est vraie. A vérifier, pour tout entier n > 1 : P, = P,y1. En effet,
n+1 - k, n—k
(z+y)"" =(@+y) (@+y) = Z()
k=0

_ k+1 Y k N\ k n—k+1

-3 (k) " Z (k)x v
k=0

_ (Z)Ik+1y(n+1)(1@+1)+ (Z) k (n+1)7lc
k=0 k=
n+1

n k, (n+1)—k S (n+1)—k
O R M (Y

=1 k=0

- n n _ "
"t 4 Z ((k B 1) + (k)) xky(nﬂ) k +y +1
k=1

" n+1 _
:xn+1+Z( >xky(n+l) k+yn+1

R‘

k=1 k
n+1
_ Z (n —]L— 1) xky(n-i—l)—k .
k=0

On a ainsi démontré, par récurrence, que la relation P, est vraie pour tout
entier n > 1.

2) Pour la premiere égalité prendre z = y = 1 et pour la seconde y = 1 — z.

3) Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe un entier n > 1 et trois
entiers naturels a, b et ¢ vérifiant 0 < a < b < n et a™ + 0™ = . Alors,

c>b=c>b+1=c">(b+1)" >b" +nb"!
S =a" <D DT < b < "

D’ou contradiction.

1.11] En effet, la formule du bindme de Newton nous permet d’écrire que pour
tout x € R4 et tout n € N* :

1—|—a: Z()xk21+na:.
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Soit P, avec n > 1, la relation définie par

n® — n divisible par 5.

Py est vraie. A vérifier, pour tout entier n > 1 : P, = P,1. En effet,
n+1°=m+1)=n"+5n*+10n°>+10n2+5n+1—-n—1
:5(n4+2n3+2n2+n) + (n5 —n).
On a ainsi démontré, par récurrence, que la relation P, est vraie pour tout

entier n > 1.

1.13] 1) Pour tout entiern > 1: 22 E=1+--+n)+(n+---+1) =n(n+1).
k=1

n 2 n
2) Soit P,, avec n > 1, la relation définie par <Z k) = Z k3.
k=1
Py est vraie. A vérifier pour tout entier n > 1 : P, = P, 1. En effet,

n+1 2 n
( ) ( k4 ( n+1> :(Zk) +2(n+1 (Zk) + (n+1)?
k=1
n n+1
:Zk3+2(n+l)w+(n+l)2:ik3,
k=1 k=1

On a ainsi démontré, par récurrence, que la relation P, est vraie pour tout
entier n > 1.

Soit p € N*. D’une part, en utilisant la formule du binéme de Newton,
on peut écrire pour tout k € N :

3

ce qui entraine
P

ankﬂ - kHi(

k=0 k=0 k=0 \m=1
p

S,,+Z<:l Spm -

1

3
3

D’autre part, » (k+1)P = Z P+ (n+1)P =5, +(n+1)°.
k=0 k=1

P
. p
Par conséquent (n + 1)F = (m) Sp—m -

=

m=
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3
Z( )sg m = 382 + 351 + S

m=1
1 1 D@n+1
= S =2 ((n+3)? Snin + )—(n+1) _nn+D@nt 1)
3 2 6
100
3) Iei n = 100. Y (2k +1)(3k + 1) = 652 + 551 + So = 2055451 .
k=0

) PSR o (N S N N U
—(2k+1)(2k+3)  24\2k+1 2k+3) 2 51)  51°

Pour tout x # 2pm avec p € Z et tout n € N* (voir exercice 3.53) :

2sin g Z coskx =

= (2sin g conke)
2 (ot ea)(e-3) )
L

(et e Shan(s 1)

. 1 . T .nx  (n+1l)x
= sin n+§ T —sin — = 28in — cos ———— .

2 2 2

1.17) Pour tout x # 2pw avec p € Z et tout n € N* (voir exercice 3.53) :

n

2 sin g Zsin kx = Z (2 sin — sin kx)

. Y ot cos(n 2 L
— cos 2 T + cos ~ 3 T
k=1
1 e 1
:—Zcos(k+§>x+Zcos<k+§>x
k=1 k=0

(n+ 1Dz
2

x>
=

+1 n T 94 nr .
= — — — = 2sin — sin
cos(n 5 T cos2 5
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n

Faisons I’hypothese que kE x? # 0 (dans le cas contraire le résultat est
=1
évident). Alors,

VAER: 0< Z(Axk +yk)2 = )\2in +2)\Zxkyk —&—Zyi
k=1 k=1 k=1 k=1
3

n n
:,<zxkyk) Sy a2y <o,
k=1 k=1

k=1

3

D’otl, en prenant tous les yx = 1, on a

1.19) En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire

k=1 k=1 k=1 k=1
- 1
2
k=1 > o—
k=1 Ak

1

n 1 °
2 a
k=1

Ainsi, puisqu’il y a égalité pour x; = , le minimum vaut

1
"
-
p=1""
Soit P, avec n > 1, la relation définie par

(a:l,...,a:n>0et1=ﬁxk>:>n§2n:a:k.

k=1 k=1

Py est vraie. A vérifier, pour tout entier n > 1 : P, = P,;1. En effet, soit
O0<zy <9 <--- < xpyq avec

n+1

1=H5C1€.
k=1

Alors, 1 <1et x,41 > 1. D’ou

l=a1 Tpi1 =22 2o (212011)
Sn<Tat - F T+ T1Tpt1 > T+ F Tpp1 2N F L1+ Tl — T1%n4a
=n+xn+1(1—x1)+(J:l—1)+1=n—|—1+(1—x1)(5sn+1—1) >n+1.

On a ainsi démontré, par récurrence, que la relation P, est vraie pour tout
entier n > 1.
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a . , . )
En posant vy = — k et en utilisant le résultat de ’exercice pré-
cédent, on a a1 Cn
ay+---+ap a+---+ap
n < xk—iinal---a < -
Z e " -

D’autre part, en posant yi = i et en utilisant le résultat précédent :

1 1

I

7’” 1 :nyl.yn§y1+ +yn:a1 a
aj - -ap n n

Rappel : Va,b € R : 2ab < a® + b2.

w1t D el a4 2ma 20,1
n N n2
24 dan (e 4ad) £+ (0 +a))
n2
- .

0<(a—0b)?=a*—2ab+b*=a*—ab+b*>ab
= a® + b3 = (a+b)(a® — ab+ b?) > ab(a + b)
= (a+0b)® = (a® + ) + 3ab(a +b) < 4(a® +b%).
D’une part, en utilisant ’exercice précédent, on obtient
4(a® +0%) +4(a® + ) +40* + ) > (a+0)° + (a+ ) + (b+¢)°
ou encore
9(0L3 +03 4+ 03) > 3(a3 + 034+ +a?b+ ab® + a’c+ ac® + Ve + bcz) .
D’autre part, en utilisant ’exercice 1.21, on a
abc = Wﬁ cf’—H;# :>6abc§2(a3+b3+03).
Par conséquent

(a +b+ 0)3 =a® + b3+ 2 + 3a%b + 3a®c + 3b%¢ + 3ab? + 3bc? + 3ac? + 6abe
<3(a® +b* + +a’b+ ae+ bPc+ ab® + be® + ac?)
< 9(a3—|—63 +03).

1.25/ Posons E = {(a:, y,2) ER3 1wy, 2> 0, ay+x2+yz = 3}. En utilisant
I’exercice 1.21, on a

N

Ty + T2+ Yz

— Yy < L

(a:yz) =l=2yz<1.
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Comme de plus, pour x = y = z = 1 I’égalité a lieu, on peut écrire
max(xyz) =1.
ax(zyz)

A présent, montrons que i%f (zyz) = 0. En effet, en posant

.’,U:O[7y:—4a et 2 = dov

3—1v0—24a2 3+v9—24a2 \/§
t —  —avecO0< a<y/—=,

on obtient zy+zz+yz =z(y+2)+yz=3 et 0 < 2yz < z(zy+xz+yz) = 3.

Posons E = {(z,y,2) € R® : z,y,2 > 0, zy + zz + yz = 3}. Puisque,
pour tout a,b € RY : a® +b% > 2ab, on a

(a:+y—|—z)2:a:2—|—y2+z2+2(xy+a:z+yz)

:%((:c2+y2)+(x2+22)+(y2+22))+629

z+y+z2>3.
Comme de plus, pour z = y = z = 1 I’égalité a lieu, on peut écrire
mEin(a:+y+z) =3.
A présent, montrons que s%p(ac +y + z) = +o0. En effet, en posant

3

3
$:a>07y:%etz:73,
9 il

on obtient zy +zz+yz=ay+z(zx+y)=3etx+y+2z>a.

1.27) 1) La valeur maximale cherchée est %. En effet, pour tout 0 <z <y <1:

ny—a:2y:y(3:y—a:2) Sxy—a:2§x—a:2§

R

et il y a égalité pour z = J et y = 1.

2) La valeur maximale cherchée est de nouveau ; car en posant a =1 —y et

b=1—z, on obtient, en utilisant 1), que

vyt + s byt — a2 - 2%y —yPr= (2 —y)y —x)(z —x)
1
<(1-y(y—2)1—2z)=abb—a) =ab® —a®b < 1

etilyaégalitépourxz&y:%etz:l.
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1) Raisonnons par 'absurde et supposons que V/2 est rationnel. Alors,
il existe deux entiers p, ¢ > 0 avec pged(p, ¢) = 1 tels que /2 = %. Ainsi,

p? = 2¢®> = p? est divsible par 2 = p est divsible par 2
= p? est divsible par 4 = ¢2 est divsible par 2
= ¢ est divsible par 2.
Par conséquent pged(p, ¢) > 2. D’ou contradiction.

2) Le cas y # 0 est & exclure car sinon on aurait v/2 = 6%‘” € Q; ce qui n’est
pas possible d’apres 1). Par conséquent 'unique solution est z = 6 et y = 0.
On va supposer que zy # 0 (car sinon le résultat est évident). Alors,
5 2

T 1

x5+y5:2x2y2©—5+1:2—2—.

Y Y-y

Ainsi, en posant t = £, on obtient que t € Q \ {—1,0} et

y7
2t3 ) 2t2
rT=——c¢€ty=——+-.
I A W
45 11—\
Doul—zy=1- 5 = = -
(1+15)7  \l+¢

Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe deux irrationnels
a < b pour lesquels 'intervalle fermé [a, b] ne contienne qu’un nombre fini de
rationnels. En désignant par c le plus petit de ces rationnels, on obtient que
a<c<betla,c[NQ=0. Dou contradiction.

1.31] Raisonnons par 'absurde et supposons qu'’il existe deux rationnels a < b
pour lesquels l'intervalle fermé [a, b] ne contienne qu’un nombre fini d’irration-
nels. En désignant par c le plus petit de ces irrationnels, on obtient quea < ¢ < b
et Ja,c[N(R\ Q) = (. D’olt contradiction.

Existence. Pour cela, on va d’abord supposer que > 0. Comme R est
archimédien , on sait que {n € N:n >z} # 0; ce qui implique qu’il existe un
entier m > 1 tel que m —1 < a2 < m. Il suffit donc de prendre [z] = m — 1.
Supposons a présent que z < 0. On vient de démontrer qu’il existe un entier
k > 1 tel que k — 1 < —zx < k. Par conséquent, en posant

—k siz ¢Z
[z] = .
—-k+1 sizeZ,

onafz] <z <z]+1.
Unicité. Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe un z € R
pour lequel on ait Iexistence de deux entiers p < ¢ vérifiant

plzr<pt+letg<zr<g+1.

Comme g > p+ 1, on aurait ¢ < x < p+ 1 < g. D’ou contradiction.
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+oo
1 1
. . . _ -k _ _ ———
1.33) sup{0,1;0,11;0,111;..} =) 107" =1+ =3
=1 1— —
10
S 11 10
inf{—0,1;—0,101; —0,10101;.. } ==y 107 @D = -~
m { sy ) ) 9 ’ } kZ:O 10 1 - 1 99
100

Posons @ = sup E, 8 = inf(—FE) et montrons que a = —f. En effet,
d’une part, —a < 8 car pour tout z € £ : —x > —« et 3 est le plus grand des
minorants de —F. D’autre part, « < —( car pour tout x € F : z < —f et «
est le plus petit des majorants de E.

1.35] Posons F = {x €cQ:2%< 2} et a = sup E. Puisque E est borné et
1 € E, a € ]0,+00[. Il nous suffit donc de montrer que a? = 2. Pour cela, on
va éliminer les deux autres cas possibles, & savoir : o2 < 2 et o? > 2. En effet,

1) o? < 2. Alors,

2
-2
a—v2=2 <0=38ecQtqa<f<v2
Oz—i—\/i

:ﬁe(@etﬁz—2=<ﬁ—\/§) <ﬁ+\/§)<0:,ﬁeE;

ce qui est impossible.

2) a? > 2. Alors,

a?—2
a—V2= S0=3JpucEtqVv2<u<a
Y. 7 q 1<

:>,u,6Eet/,L2—2:(u—\/§> (u+\/§)>0;

ce qui est impossible.

Remarque : Cet exercice montre que dans Q la notion de supremum ne peut
pas étre définie. De méme pour I'infimum.

Unicité. Raisonnons par l’absurde et supposons que a n’est pas unique.
Alors, il existe deux éléments a; < as de R tels que, pour tout x € Eet y € F :
x < ai < ag < y; ce qui revient & dire, puisque R = EUF, que Jaz, az[NR = ().
D’ol contradiction.

Ezistence. Puisque tout élément de E est un minorant de F', et que inf F' est
le plus grand de ses minorants, on a que pour tout z € F : x < inf F'; ce qui
entraine que E est donc majoré par inf F. Comme sup E est le plus petit de
ses majorants, on a sup F < inf F. Finalement, en constatant que

R=EUF C|—oo,sup E|U [inf F, +o0[,

on doit obligatoirement avoir que sup £ = inf F. Il suffit donc de prendre
a=supFE =inf F.
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Soit P, avec n > 2, la relation définie par

(ml,...,xnel, ALy An €10,1] et Z/\k:1> =Y Mapel.

k=1 k=1
P; est vraie. A vérifier, P, = P,,;+1. En effet,

n+1 n

Z)\kxk— Zx\ Z nk $k+>\n+1xn+161.
i=1 2

On a ainsi démontré, par récurrence, que la relation P, est vraie pour tout
entier n > 2.

Raisonnons par ’absurde et supposons qu il existe une fonction surjec-
tive ¢ : B — P(E) et posons A = {zx € E: x ¢ ¢(x)}. Ainsi, puisque A € P(E)
et ¢ surjective, il existe a € E tel que A = ¢(a) et, de plus,

acA=>adpla)=Aetag A=acpla)=A.

Autrement dit, on a la double négation : ni a € A ni a ¢ A; ce qui est impos-
sible. D’ol1 contradiction.

Il suffit de prendre f(k) ={0,1,...,k}.
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Suites numériques

n 1
lim —— = lim =1.
n—-+oo n—-+0o0o 2
+oomn + 2 too L 2
n
1
n® 41 1+

&

. 1
TL—];mOO 2 - nEmOO 5 1
+oo 4n® +5 ooy = 4

2
@D am YTEE gy Vw1
n—+oo 2n T n—Foo 2 T
lim VR _ g,
n—-+4oo n
1 1
Vn>1: nsin—2’§—:> lim nsin— =0.
n n—-+00 n
1 1
Vn>1: < == lim n?cos — sin— = 0.
T n  n—o+oo n* n3
sin(n +1) — sm(n -1) . 2cosmsinl
2.7 — =tgl.
27] n oo cos(n + 1) + cos(n — 1) T nte 2cosncosl P
lim sin(n + 1).—|— sin(n — 1) ~ lim 251n.n cosl 9c0s 1.
n—-+o0o s n n—-+00 smmn
Snvnd FnZ -1
lim sinvn° +n® + —0.

n—too n3+n241
2.10 hm sinn n’existe pas. En effet, raisonnons par ’absurde et supposons

n—-4o0o

ue

o]

lim sinn=2~¢.
n—-+oo

Alors,
1)Vn>0: sin(n+2) —sinn = 2sin1cos(n + 1)
= hm cosn=0= || = lim |sinn|= lim y/1—cos2n=1.
n—-+ n—-+00 n—-+00

2)V¥n >0:cos(n+2)—cosn=—2sinlsin(n+1)=4{= lirf sinn = 0.

D’ou contradiction.
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. VnZ+1—+/n2+4 , -3
2.11 lim = lim =
n—-+oo 2 n—+oo 2 (Vn? + 1+ vn? +4)
213 lim (VR T - V4 3)(n+6))
11
_9 R
n 9

hT = 5"
\/1+—2+\/(1+—> <1+—>
n n n

n(4
n—-4oo n—-+oo \/m 5 4 n2

2.14 lim \/ﬁ(\/n3+n—\/n3+l> lim vn(n —1) L

e n—too \/nd +n+Vnd+1 2
(n+1)3 s
2.15) lim —C m = (142 Lo
. im —4—— = lim = Z) ==
n—-+oo n? n—+oo 7 n 7
7 s
:>nli)r}rloo7—n:0:>n2moo7—c05\/_ 0.
2n+1
! 2 2m
516 lLim UL —0<l= lim = —0.
n—+o00 2_ n—+oomn + 1 n—-+oo n!
n!
n n
2.17 1)0<]a| <1. IIIE T =400 = hrJIrl — diverge.
n+1
n 1 1 1
2)la] > 1. lim || == Jim (14-]=—<1= lm —=0.
n—+o00 B |a,| n—+o00 n |a| n—-+oo q"
a'ﬂ
: n ,—3n : 3 "
2.18 lim 3"e = lim =] =0
n—-+o0o n—-+o0o e

2\" 1\" 1\ 1
2.19) Vn>1: (1+2) =(14= 1+ n+
n n n+1 n -+ 2

= lim (1—&—2)”:62.

n—-+o0o

2
1\" 1\"
2.21 VTL>].Z].<<].+—2> :<(1+—2> ) <%
n n
1.
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1
n{l+—
i1+ 1) (1+5%)
2.22 li — = 1 442———— | =4.
n—too In/n e | 47 Inn

In(1
(2.23) Rappel : linb M =1.
xr— x

lim ﬁln<ﬁ+1): i IH(H%) I (1- %)

=2.
n—-+00 \/ﬁ -1 n—+o0o 1 + 1
vz G
In(1
2.24] Rappel : lin%) u =1.
Posons pour tout entier n > 2,
In{1+ L
In(1+ n) . n
Ay = —1= > 0.
Inn Inn
Alors,
lim a, = lim na, =0
n—-+o0o n—-+o0o
In(1 " In(1 n
= fim In (M) ~ lim <(mn)M) ~0
n— oo Inn n—-+o0o an
In(1 " lim In In(14n) yn
= lim ( . +n)> serte Than) =1.
n—-+o0o Inn

IX gk xP
Rappel:Va:>Oetp6N:ex=Z—>—.
— k! p!

|
Vn>1:0< e‘ﬁln(l—kn—&—e”) < % ln(3 e") = lim e_\/ﬁln(l—&—n—ke") =0.

n—-+oo

! 1
2.26] Rappel : lim 2% et lim neosT 0
r——+oco0 I 20 z

. Incos L
. In n? n 1 . In+/n lim ——=
Iim (—— +cos" — | =4 lim e n
n—-+o00 \/ﬁ n n—-—4o0 \/ﬁ

In (1 ST T, 1
737 G UTVD oy, 2 nn__ _ 2
n—+o00 ln(l + n2) n—-+oo 94 In (1 + _2) 4
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X gk gp
2.28 Rappel:Va:>Oetp6N:ex:Z—>—.
= k! p!
In(n + e™ In(2e™ In2 4 In(n + e™
wn>1:0< 2 ) @) _nima 4 et
n en en n n—-+o0o en
XNk oar 1 2
. LT JU_ I_ - _ _,—nln4
2.29] Rappel :Vx >0etpeN:e —g X >p! :>4n—e <n2ln24'
In(2™ + 3" 2 1 In2 1
Vn31:0< B2 F3Y) 240 ,n2+nn3
4n 4n n2n“4
In(2™ + 3™
n—-+4o00 gqn
Rappels :
+oo L P
. T €z €z 1 _ _—nlnb 2
1
9) lim —— =0.

rx—4oc0 X

3)Vn>1:nl=nn-1)---2<n™

In(n! 1 In(n!
vns1:0< B0 oo, )
5™ nln“5  n—too J7
Rappels :
1
1) lim —2 =0.
r——4oco I
2)¥n>1:nl=nn-1)---2<n™
Inn! 1 In(n!
Vn>1:0<%<ﬂ:> lim rl(Z):O.
n n—+oo M
i 1 1 /< 1 "1
> N _— = — _ R
(2:32) vn>2 Zk2—1 2( E—1 Zk+1)
k=2 k=2 k=2
1
2 2 n n+1
n +o0
1 1 3
1 — —
= dm > o1 4
k=2 =2
2 1 "1 “1 1
2.33) Vn>1 - _
" kzok2+3k+2 Zk+1 2t 2 nt2
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n

k+1 k+1
VTLZl: =
kZ:(Jk3+4k2+5k+2 g—o(/ﬂ+1)2(/€+2)

"1 1 1
= — =1
nkz_okﬂ kz_owrz n+2

1
li -
iniToog &3+ 4k2 + bk + 2

n

k? + 3k +2 1
Vn>1: E 224
" = 0k4+7k3+17k2+17k+6 — (k+1)(k+3)

1 Z#—i# R VO B S
k+1 —k+3 2 2 n+2 n+3
k* + 3k +2 _

:>n~>+OOZ K4+ Tk3 +17Tk2 + 17k +6

3
-

Rappel:VnZl:Zk2:
k=1

2\ _ g nin+1)2n+1) 1
nkffm< Z’f) T |

nn+1)2n+1)
5 .

n(n+1)2n +1)
G :

Rappel:VnEl:ZkQZ
k=1

L (n+1)(2n+1) B
nEIEoo < Z k2> nEI}rlOO G(TL — 1)(” - 2)(” - 3)! -0

n?(n+ 1)2

Rappel:VnZl:stz 1

k=1
I Lsmge) = 2D 0
n—l>r-iI-100 nt ; K= n—1>r—&I-100 4n4 - 4

x

Rappel : lim
14)0

191

)
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Rappel : lirf Ym = 1.
lim i Em Y'm m:
n—-+4oo m 1

Vn>letl<k<n:

<1+ <k
2n2'
141 -1 +—+1

Ainsi, puisque

"k 1 1
i 3 [ AL | g D
n—-+oo P n - 1 1 n—-+oo N2 ( 141 1)
V n
et
"k . nn+1) 1
li — =1 _— ==
nHHEoo — 2n? nHHEoo 4n? 4’

on peut conclure, grace au théoreme des deux gendarmes, que

o k 1
nﬂffoo2<\/”ﬁ‘1>:1'

k=1

1 1
(2.43) Pourn € N* posons x, =1+ —=+ -+ —=
(2.43) p 7% 7

1) (yn) est strictement croissante et lim 1y, = +oo.
n—-+4o0o

mn - dn . 1
9) lim TntlTn o, VRELIEVR
Nn—+00 Yni11 — Yn n—+00 vn + 1

Le théoreme de Stolz, nous permet de conclure que

et Y, = V/n.
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(2.45) Rappels : hm Sz =1.

T
2
n nsm— sin— n npsin —
Vn>2: n — lim — N | =6
Z logk z n—too | 1= logy, Il
n

Puisque pour tout entier n > 0 :

2
2 .
1 1 1.2 - sm 1
E;lnzksm%:—ﬁsmﬁlnaczﬂkz— g 1n2<1—|—¥>7
n

2
, 1 © 1
onangrfwﬁgln 2ksin% = —1In2.

2.47) Rappel : ¥Vt # 0 : |sint]| < |¢].

Pour tout entier n > 1 :
2 -2 1
sin (ﬂ' ) —sm” (7| n+ 5

sin2( \/n? +n> — 1‘

1
<2 sm<7r n2+n —sm<7r<n+§>>‘
) n2—|—n— (n+1
<4 |sinm
1
<27 \/n2+n—<n+§>‘: il < il

1 2 1
2(\/n2+n+<n+—>> n
Dot lim sin? (7r\/ n? +n> =1.

n—-+o0o

Rappel : ¥Vt #0: |sin]| < |¢|.

Pour tout entier n > 1 :

‘cos V24 4n272 — 1‘ = ‘cos V24 4n2 2 — cos V4n2n?

2.2 _ 2.2
§251n\/2+4n7r Van2w
2
2 1
< ‘\/2+4n27r2—\/4n27r2’ = <

V2 +4n272 + V4n2n2 n’

Dou lim cosv2-+4n272=1.

n—-+o0o
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1) En effet, puisque pour tout n € N* et tout entier p >n+ 1 :

0<n.<§1 2“:1): 3 z!f” i iy
oM S hmi B n+k k= n+1 S

on obtient, par passage a la limite, que pour tout entier n > 0 :

D n
1 1 1
0<n'<e—§ kl)—pkrﬂ»n!(% i E><E

k=0 k=0

2) Raisonnons par ’absurde et supposons que e € Q. Alors, d’apres 1), on peut
trouver un entier n > 1 pour lequel

"1
an =n! <e—kZH>ENet0<an<l;
=0

ce qui est impossible. D’ou contradiction.

Remarque : e est aussi transcendant (ex. 6.174).

Soit5>0.nEmen:£:>E|m>1telquer2m:|xk—€|§§

Ainsi, pour tout entier n > m :

1 — 1 —

— — (zx — 0)
(FE=)-1-hE

e 1
< (St Sl < M2
k

ot M = max { |z — €| : 1 <k <m — 1}. Comme de plus

3

3|'—‘

lim 7M(m — 1)

n—-+4oo n

:O7

il existe un entier n. > m tel que pour tout entier n > n. : ’W‘ < % Par
conséquent, pour tout entier n > n. :

1 n

nk} 1
D() 1 En —g
unlm nk Tl .

Remarque : La réciproque est fausse. Prendre comme contre-exemple z, =

(—1)m.

<e.
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n+1)

(2.51) Rappels : ¥n >1: Zk—

Soit € > 0. lm == 3m>1telqueVk>m: |a:k—£|<2

Ainsi, pour tout entier n > m :

2 n
’(n(n—kl) kak) —{ =
n+1 (Z kelow — €] + Zk|xk—£|>

Mm(m —1) +5
n(n+1) 2"
ou M max{’xk—é‘ : 1§k§m—l}.Commedeplusngrfoo%:o,

Mm(m—1)
n(n+1)

Z xk—f

n+1

IN

il existe un entier n. > m tel que pour tout entier n > n. %
Par conséquent, pour tout entier n > n,.

(i)

<e

n—i—lk1

ST 2 < _
D’ou lim <m ; k(Ek) =/.

n—-+o0o
Pour tout entier n > 2 :

Vi—l=(Va—Va— 1)+ (Va—T—va=2) +-+ (V2-1)

PR N +1_1”*11<1i1
~2yn—1 2_2k:1\/E 2= Vk

:—2\F+Z—> —2.

—1
De plus pour tout entier n > 1 : xp41 — 2, = 5 <0
Vn+1(Vn+1+/n)

La suite ( n) étant strictement décroissante et minorée, elle converge

Sia =0, i n’y a rien & démontrer.
) la] > 1. Alors, il existe un nombre ¢ > 0 tel que |a| =1+ ¢. D’on
n

la"| = la|" = (14¢)" Z<Z>Ck>l+"<‘

Vn>1:
k=0

La suite (;En = a”) n’étant pas bornée, elle diverge.
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2) 0 < |a| < 1. Alors, il existe un nombre v > 0 tel que ﬁ >1+47. Dot

= lim a"=0.
14+ ny n——+oo

Vn>1: |”|_

Résultats préliminaires :

penzizz: () =g (1-0) - (-5
22 (” ) > (1)
ey (5 (1-1) (- 52))

3)VEk >1:k!>2F1 (par récurrence).

Pour tout entier n > 2 :

(1) e G (-0) (- 5)

1
n 1 n—ll 1_2_n
SHZHSH oF <1+ T <3
k=1 k=0 1_5

Pour tout entier n > 2 :

1\" /1 1 kE—1
(Hg) =141+ ) (H(l_E)”(l_ - ))
k=2
n+1 n+1
1 1 k—1 1
<1“+kz_2(m(l‘m)“'(l‘nﬂ))—(Hnﬂ) -

La suite (xn) étant strictement croissante et majorée, elle converge. Par défi-
nition, sa limite vaut e.

En utilisant I’exercice précédent, on obtient que pour tout entier n > 3 :

1\" 1\"
(1+—> <3<n:>(n+1)”:n"(1—|——> < pmtl
n n
= "t i= "0 (1) < "R =

La suite (xn) étant strictement décroissante (pour n > 3) et minorée par 1,
elle converge. Reste a démontrer que sa limite £ vaut 1. Puisque ¢ > 1, il suffit
d’éliminer le cas £ > 1. En effet, si £ > 1, il existerait un nombre 3 > 0 tel que
¢ =1+ (3 et 'on aurait, pour tout entier n > 2 :

o =t < () S 5

k=0

ce qui est impossible.
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Pour tout entier n > 1 :

(1—-a)x,
=(1-a)(1+a)(l1+a®)--- (1—|—a2") =(1-a*)(1+a% - (1+a2n)
:(1—a4)(1+a4)---(1+a2n):.. (l—a )(1+a ): (1—a2n+1).
. . Co1-aT 1
Puisque 0 < |a] < 1 (ex. 2.53), on a nkrfoo Ty = nEIJPoo T—a —1-a
(2.57) Rappel : hm =1.
0sinx
Pour tout entler n 21
Cvina—cos® o eos9gin @ cos
n —sina = cos 5 cos o sin 5 cos
= 9( a4 i—225111—Cosa>
cos 5 (€08 o7 - rcos o 52 52

(co a4 cos a ) (cos a4 2" s a4 co! a)
=...= S = - — — — in — cos —
2 on—1 AL AL 2n

a
=2, (1-2"si —)
17( bln2n

. .a
= sina = 2"z, sin — .

277,
a
.. . sina 9n sina
Dou lim z, = lim 2 a =
n—-4o0o n—-4o0o a sin — a
2'(7.

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
entier n > 2 :

~-(n—1)2 sz

12 = 2a
Ty = a= a= .
22 _1)...(n2 -1 " n(n+1
k=2
Dou lim z, =0.
n—-4o0o
2.59] Puisque pour tout entier p > 2 :
1 1 —1\"!

Ty~ Tp-1 = 5 (2p—1+Tp_2) —Tp_1 = -5 (Tp—1 —ap—2) =+ = - ,

on a que pour tout entier n > 2 :

Tn = (Tn — Tn—1) + (Tno1 — Tn—2) + - + (21 — 30) + 70
—1\"
n (_1 k—1 1-— (7)
=2 7) -—T1
k=1 1+§

N 2
Dou lim =z, =-.
n—-+o0o 3
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Puisque pour entier p > 2 :

1 1 1
Tp = Tp-1 =7 (53:p_1 - :cp_g) —Ipo1 =g (a:p_l - a:p_g) =
on a que pour tout entier n > 2 :
1 n
", 1o (z)
= (20— t0s) (01 —na) (1 a0) g = 3 ey =
k=1 1-—-
4
Dou lim =z, = é
n—-+o0o 3
Puisque pour entier n > 2 :
Tp —Tp-1 = (5(En71 - 4"En72) —Tp-1 = 4(1'7171 - (En72) == 4n71 3

la suite (xn) n’est pas de Cauchy, elle diverge.

2
Puisque pour tout = € [0, %} 0L w < %, il est facile de vérifier,
par un simple raisonnement par récurrence, que pour tout n € N: 0 < z,, < %
Ainsi, pour tout n € N* :

1
on—1"

1 1 1
w0 =2| = 3 |an-1 = 1fon-1 —2[ < Sfena —2[ <. < fm = 2| =

Dou lim z, =2.

n—-+o0o

Puisque pour entier p > 2 :

3

1
:Ep—xpflzz(xp,l—xp,ﬂ:-..:Z

G

@ = (Tn = Tno1) + (Tn—1 — Tp—2) + -+ (21— 20) + 20

on a que pour tout entier n > 2 :

1y §’“:ﬁ.
=0y

Dou lim =z, =1.
n—-+o0o
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Puisque pour tout n € N :
1 2
(EnJrl_iCn:g(irn_]-) >0,

la suite (z,) est croissante donc minorée par zo = /2. Montrons & présent que
la suite (:cn) diverge. Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons qu’elle
converge vers £. Alors, ¢ > V2 et £ = %(52 + ¢+ 1) dont 'unique solution est
£ =1; ce qui est impossible. D’ou contradiction.

2.65] Puisque pour tout entier p > 2 :

1 1

g (Ip—l _xp_Q) =...=

Tp — Tp—1 =

on a que pour tout n € N* :

3

. 11
xn:xo+2(3§ — Tp_1) 5—&—5 3p1

p=1

N )
Dou lim z, =-.
n—-+o0o 4

Puisque pour tout n € N* :

1 1
(ﬂl‘n_yn) - i(ﬂl‘n_l _yn—l) — .. = 2_n
et
((En+yn) = (;Un,l +yn71) == (x0+y0) -1,

on obtient que pour tout n € N* : 2, = 2(1+ 5%) et y, = 3(1 — 3). D’out

li li L
m I, = 1m = —.
n—-+o0o n n—-+o0o yn 2

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
n €N :0<x<Tn < Tpg1 < Ynt1 < Yn < Yo. La suite (z,) est strictement
croissante et majorée tandis que la suite (yn) est strictement décroissante et
minorée. Elles sont donc convergentes. Posons

lim x, =xet hm Yn =Y.

n—-+o0o n—-+o0o

Alors, 2y = x + y ou encore x = y.
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Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
n € N:0 <y, <z, Ainsi, pour tout entier n > 0 :
Yn — Yn (xn - yn)

T
LR c0et Yoyt —Yn = ——F2 > 0.

Tn4+1 — Tp =
2 Tn + Yn

Par conséquent, pour tout n € N* : 0 < y,, < Yny1 < Tpt1 < T, < Zp. La
suite (xn) est strictement décroissante et minorée tandis que la suite (yn) est
strictement croissante et majorée. Elles sont donc convergentes. Posons

lim z,=zet lim y,=y.
n—-+o0o n—-+o0o

Alors, 2z = x 4+ y ou encore = y. De plus, puisque pour tout n € N* :
InYn = Tn—1Yn—1 = - = ToYo ,

onay?=2xy=mxyoety>0=y=.Toyo.
Rappel : ¥Vt #0: |sint| < [t].
11 est facile de vérifier que 0 < a < 1. De plus, par un simple raisonnement par

récurrence, on montre que pour tout n € N: 0 < z,, < 1. Par conséquent, pour
tout n € N* :

|tn — a| = |coszp_1 — cosa| = |~2sin xn,;— ® sin xn,;—ka
1+ 1 1 "
§M|$”71_a| < ( ;a> |xn,1—a| <...< ( ;a> |5L‘0—a|.
Ainsi, puisque lirf (142)" =0 (car 0 < a < 1), on peut conclure que
n—-—1+0oo

lim z, =a.
n—-+4oo

2.70] Rappel : V0O <t<1:0<sint<t<l1.

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout n € N :
0 < xpy1 <z, < 1. La suite ((En) est strictement décroissante et minorée, elle
converge. Posons
lim z, =x.
n—-+oo

Puisque x =sinz et 0 < x < 1, on doit obligatoirement avoir x = 0.

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
neN:1<z,41 <, Lasuite (xn) est strictement décroissante et minorée,
elle converge.

Posons lim x, = z. Alors, x =2 — % ou encore r = 1.

n—-+oo

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout

neN:z, = 3(%)2n. Par conséquent, la suite ((En) converge vers 0 si |a| < 3
et diverge si |a| > 3. Pour |a| = 3, elle converge vers 3.
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Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
neN: i<z, < apq1 < 3. La suite (2,,) est strictement croissante et
majorée, elle converge.

Posons lim x, = x. Alors, z = % + 22 ou encore x = %
n—-+oo

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
neN:0<zx, <2 D’ou, pour tout n € N :

(2 = v2)°
Tpal — Ty = ——————
+1 22

La suite ((En) est strictement croissante et majorée, elle converge.

>0.

. 2
Posons lim z, = z. Alors, x = £+2 ou encore z = v/2.

n—-—+o0o 22

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
ne€N:0<z,41 < xp. La suite (xn) est strictement décroissante et minorée,
elle converge.

. 3 N
Posons lim z, = z. Alors, x = % et 0 <z <zy=4.Dou, z=2.
n—-+4oo

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
neN:Oﬁxn<%.D’oﬁ, pour tout n € N :

—3x, +4
Tpi1 — Ty = ———">0.
4
La suite (a:n) est strictement croissante et majorée, elle est donc convergente.
Posons lim x, = x. Alors, z = %‘4 ou encore x = %.
n—-+oo
Puisque pour tout entier p > 2 :
1 1

Lp = Tp—1 = B (Tp—1 —Tp-2)=...= op—1°

on a que pour tout entier n > 1 :
|
Tp = (Tp — Tp-1) + -+ (T1 — o) + 70 ZZF-HCO.
k=1

Dou lim =z, =3.

n—-+o0o
Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
n € N :x, > 0; ce qui entraine que pour tout entier n > 1 :

2
Tpn_1 — 1
xn—l—(nl ) >0.
2xn—l
D’ol pour tout n € N* :
1—22
Tp+1 — Tp = néo
2z,

La suite (xn) est décroissante et minorée, elle converge.

Posons lim x, =x. Alors, z >0 et z = 1 ((E + l) ou encore x = 1.
n—-+4oo 2 T
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Pour commencer, considérons la fonction auxiliaire f : ]—%, +oo[ —R

définie par f(ac) = 39;111. Puisque pour tout = > —% :

3;4):_722<07
(3a:+1)

la fonction f est strictement décroissante. Par conséquent, pour tout > 0 :

1 z+1

< <1.
3 3x+17—

En utilisant ce résultat, il est facile de démontrer, par un simple raisonnement
par récurrence, que pour tout n € N : % < x, < 1; ce qui entraine que pour
tout n € N :

1ot 1

4~ 3z, +1 " 27

Ainsi, puisque pour tout entier p > 2 :

|5CP*1 — 5CP72|
(Bxp_l + 1) (3a:p_2 + 1)

’xp —;Up,ll =2

1 1
S§|Ip_1_xp_2|S...SF|$1—I0|:2—1},
on obtient que pour tout m >n > 2 :
m
|xm - xn| = Z (Ik — xk—l)
k=n-+1

m m 1 1 m—n—1 1

§2|xk_xk—1|§22_kzﬁ Z 2—k<2—n
k=n-+1 k=n-+1 k=0

La suite (z,,) est de Cauchy, elle est donc convergente.

x+1
3z+1

Posons lim x, =z. Alors, x >0et z =

n—-+4oo

1
ou encore r = —=.
V3

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
entier n > 0 : x,, > 0. Désignons par ¢ 'unique solution positive de 1’équation
T = IJ%ZE Alors, pour tout n € N :

1 O | I et | R
Lta,y 1+¢ 1+0 "7 1+0" (+0"

-1
Dot lim a, — ¢ = 1T V5
n—-+o0o 2

Soit f : [0, 400 — R la fonction auxiliaire définie par

on €] =

3x

f@) = 143z
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Puisque pour tout z > 0 : f/(z) = ﬁ > 0, la fonction continue f est

strictement croissante. De plus, f (%) = % Ainsi, par un simple raisonnement
par récurrence, on montre que pour tout n € N : 2 < z,11 < . La suite (z,,)
est strictement décroissante et minorée, elle converge.

3z
143z

Posons lim x, = x. Alors, z =

et x > % Dou, x = %
n—-+4oo

2.82] Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
entier n > 0: 0 <z, < 41 < 3. La suite ((En) est strictement croissante et
majorée, elle converge.

Posons lim z, = . Alors, > 0 et 22 = 32 ou encore z = 3.

n—-+oo

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
entier n > 0 : 0 < &p41 < Tn. La suite (z,,) est strictement décroissante et
minorée, elle converge.

t
Rappel : YVt € R : 14 cost = 2 cos? 3

1) Par un simple raisonnement par récurrence, on vérifie que pour tout entier
n>0:

T, = 2cos gn il

2)D’ou lim z, =2.

n—-+o0o

2.85) 1) En constatant que % <z = % < /2, un simple raisonnement par
récurrence, nous permet de montrer que pour tout entier n > 1 :

<z, < V2.

Sl

2) Alors, pour tout n € N* :

Tp_1—1
bl = =

s 1] 70— 1 1
<... < =

) ) )

Dou lim =z, =1.
n—-+o0o

)0<ac< 1+2‘/5. Dans ce cas, par un simple raisonnement par récur-
rence, on montre que pour tout n € N : 0 < &, < 41 < 2. La suite (z,,) est
strictement croissante et majorée, elle converge.

Posons lim z, = . Alors, > 0 et 22 = 1 + z ou encore x = %5 )

n—-+oo

=

. N, 1+
2) a= 1*—2‘/5 Dans ce cas la suite est constante. D’ou  lim =z, =
n—-+o0o 2
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3) a > % Dans ce cas, par un simple raisonnement par récurrence, on
montre que pour tout n € N: 0 < Zp41 < &p,. La suite (z,) est strictement

décroissante et minorée, elle converge. Sa limite vaut aussi 1*—2‘/5

Par un simple raisonnement par récurrence, on démontre que pour tout
entier n > 0 :
3<xy <Tpy1 < 8.

La suite (z,,) étant strictement croissante et majorée, elle converge.

T+V1T

Posons lim z, = 2. Alors, > 3 et 22 — 72 + 8 = 0 ou encore z = 3

n—-+oo

2.88) 1) |o| < 2. Dans ce cas, par un simple raisonnement par récurrence, on
montre que pour tout n € N* : 0 < z,, < %. Alors, pour tout n € N* :

1
= 1] = 2 41y 1]

7 7\" 7\"
ggja:n_l—ljg...g(§> \xo_l\:<§) a1,

Dou lim =z, =1.

n—-+00
2) 2 < |a| < 4. Dans ce cas, par un simple raisonnement par récurrence, on
montre que pour tout n € N* : —4 < x,, < %. Posons F = {n € N* : z, > 1}.
Pour commencer, supposons que F # () et soit m € E. Alors, la suite auxiliaire
(yn = xn+m) satisfait le cas ‘yo‘ < 2. Par conséquent, elle converge vers 1; ce
qui entraine que la suite (xn) converge aussi vers 1. Supposons, a présent, que
E = (. Alors, pour tout entier n > 2 :

Ty — Tpe1 = _é(x”_l + 4) (:cn_l — 1) > 0.

La suite ((En) est strictement croissante (pour n > 1) et majorée, elle converge.

. .2
Posons lim x, =x. Alors, z > 1 > —4d et x = 4T”3 ou encore xr = 1.
n—-+4oo

3) |a| = 4. Dans ce cas, la suite est constante (pour n > 1). D’ou

lim =z, =—4.
n—-+4oo

4) |a| > 4. Dans ce cas, par un simple raisonnement par récurrence, on montre
que pour tout n € N* : x,, < —4. Alors, pour tout entier n > 2 :

o= ny = 3 (o1 +4) (@01 1) <0,

La suite (xn) est strictement décroissante (pour n > 1). Malheureusement, elle

diverge (ici lirf Zp = —00). En effet, raisonnons par 'absurde et supposons
n—-+0oo

qu’elle converge. Alors, en posant lim =z, = z, on devrait avoir z < 1 < —4

n—-+4oo
4—12_
3 b

et x = ce qui est impossible. D’ol contradiction.
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Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
neN:0<z, < oq1 < 3: Lasuite (z,) est strictement croissante et
majorée, elle converge.

Posons lim a, = . Alors, z > 0 et 2 = /3 + % ou encore x = V6.

n—-+o0o

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
neN:1<z,41 <, Lasuite (xn) est strictement décroissante et minorée,
elle converge.

Posons lim x, =z. Alors, z > 1 et x = $/2 + 22 ou encore z = /2.

n—-+4oo
Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
n€N: 1< z,q1 < . La suite (2,,) est strictement décroissante et minorée,
elle converge.
) 3
Posons lim z, =ax. Alors, x > 1let x = /1 + a3 ou encore z = %5

n—-+4oo

2.92] Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
ne€N: 1 <ny1 < Ty, Lasuite (z,,) est strictement décroissante et minorée,
elle converge.

Posons lim =, = x. Alors, z = \/z — 1 ou encore z = %.

n——+oo 4

Soit f:]0,1] — R la fonction auxiliaire définie par
flz) =2 —In(1+27).

(1-2)?

1422
strictement croissante. De plus, pour tout € ]0,1] :

0=f(0) < f(z) < f(1) <1.

Ainsi, par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
n€e€N:0< x4 < x, < 1. La suite (xn) est strictement décroissante et
minorée, elle converge.

Puisque pour tout = € 0,1 : f'(z) = > 0, la fonction continue f est

Posons lim x, = . Alors, In(1 + 2%) = 0 ou encore z = 0.

n—-+oo

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
ne€N:0<z,41 < xp. La suite (xn) est strictement décroissante et minorée,
elle converge.

Posons lim x, = x. Alors, = In(ch z) ou encore z = 0.
n—-+4oo

Rappel : ¥Vt >0: |sint| < t.

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout n € N :
T, > 0; ce qui entraine que pour tout n € N :

1 1
Tptl = 3 (a:n + B sin2xn) < Ty .
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La suite ((En) est strictement décroissante et minorée, elle converge.

Posons lim z, = z. Alors, > 0 et z = % (z + 4 sin2z) ou encore z = 0.

n—-+o0o

En constatant que tout n € N : 2,9, = 1, on a que tout n € N* : z,, = 1
et y, = e. Par conséquent

. 1 .
lim z,=-et lim =z, =c¢.
n—-+4oo e n—-+o0o

Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que tout n € N :
O0<zpt1 <2, <let0<ypt1 <yn < 1.
Les deux suites (xn) et (yn) sont décroissantes et minorées, elles convergent.

Posons lim x, =z et lim y, =y. Alors,
n—-+o0o

n—-+o0o

T =Y
y<yr=sinl<l »=>2x=y=0.
Yy =sinzy

En constatant que pour tout entier k > 2 :

1 k—1 1 k—2
SR, o P (z)
k

p=1

1 -1
=71 @+ (k=1 - Do) = o,
on peut écrire que pour tout entier n > 2 :
n—1 (n—1)---2 10
Ty = Tpel] = ———F——Tog = ————.
n+1 ! (n+1)---4 2 n(n+1)

Dou lim =z, =0.

n—-+o0o
Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
neN:0<zxp1 <z, <1. La suite (xn) est décroissante et minorée, elle
converge.

zVsinx

5 ou encore = 0.

Posons lim z, ==z. Alors, 0 <z <letz =
n—-+4oo

2.100)] Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout

entiern > 1:1 < p41 < &y < Tp—1. Lasuite (2, est strictement décroissante

et minorée, elle converge.

Posons lim x, =x. Alors, z > 1let z = \3/ 22 ou encore T = /2.

n—-+oo
2.101) Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
entiern > 1:1 < x,41 <z, < x,_1. Lasuite (xn) est strictement décroissante
et minorée, elle converge.

. 3
Posons lim z, = x. Alors, x = v/22 + 4 ou encore x = 2.

n—-+4oo
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1 si0<b<1
2.102) 1)]a| < 1. Alors, lirf a™ = 0.D’ou lirf T, =14 3 sib=1
0 sib>1.

2)a=1. lim z,=0.

n—-+o0o

3)a=-1. lim x, = lim

1— (—1)” B n'existe pas si0<b<1
n—-+o0o n—+oo 14 b7 a

0 sib> 1.
4) la] > 1. 810 < b < 1, la suite (,,) diverge. Si b > 1,

1
N ———
VYneN: x, = (E) a*
b 1
o +1
0 si|a] <b
s ) nexiste pas sila| >b
Don nEI—&I-loo n =\ pexiste pas sia=—b
-1 sia=b.
x
—1
2.103) Rappel : lin%) ¢ =1
xr— €T
e% —1
1 iy — = 1 =
Jmn (Ve-1) = lim —3—=1.

2.104) 1) a > 1. Soit n € N* et posons ¢ = "*t{/a. Alors, puisque ¢ > 1, on
peut écrire

c—1=(Ve-1) (1+ Vet + %n——l)<nc(%—1).

Par conséquent, pour tout n € N* : 2,11 — 2, = —ne(¥Ye—1)+ (¢ —1) < 0.
Comme de plus 1 =a — 1 < a = x¢ et que pour tout entier n >0 : x,, > 0, la
suite () est strictement décroissante et minorée, elle converge.

2) Pour a = 1, la suite (z,) est constante donc convergente. Supposons a
présent, que 0 < a < 1. Alors, en posant b = =, on obtient que b > 1 et que

pour tout n € N* : .
%:_%(n(%_l)).

Ainsi, puisque lim Vb = 1, il résulte de 1. que la suite (z,,) converge.

n—-+4oo

3) En effet, soit «, 8 > 0. Alors, pour tout entier n > 1 :
n n n
n(x/aﬁ—l):§( a—l)(\/_+1) 5(\/_—&-1)(\/— 1);

ce qui entraine, par passage a la limite, que ¢(af3) = (a) + £(53).
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ln(Zax — 1)
T

= lna?.

2.105) Rappel : lin%J

ln<2aﬁ—1>
lim nln(?%—l): lim ————~ =1Inad?.

n—-+400 n—-+00 1
n
, . n lim nln(2 Ya-1)
Par conséquent lim (2¢/a—1)" =er—+= = a2
n—-+oo

2.106) 1) 0 < o < 2. Puisque

lim V2=1letVn>0:2< V2" +ar <2V2,

n—-+4oo

ona lim z,=2.

n—-+4oo
2) a > 2. Comme lirf V2=1letVn>0:a< ¥Y2"+an < a V2, on peut
écrire o

lm =z, =c«.
n—-+o0o

2.107) Puisque 11111 Vi=1letVn>0:c< YVan 0" +c" < c V3, ona

lim =z, =c.
n—-+oo

2.108) En posant y, = 1_"f_gn, on obtient que pour tout n € N : z,, = ﬁzn
D’ou
li _ !
nﬂlrﬁ{loo Tn = 1—-0¢°

2.109) Posons, pour tout entier n > 0 : y,, = £222 £ 1 (car o # 0).

Tyt

Yn +1 . 41
= lim z,=-a——.
Yn — 1 n—+oo ¢ —1

DL#1.Yn>0: z,=—«

2) £ = 1. Montrons que dauns ce cas, la suite (:cn) diverge. Pour cela, raisonnons
par 'absurde et supposons qu’elle converge vers x. Puisque, pour tout n €
N: y, (2, +a) = z,—a; on aurait, par passage a la limite, que z+a = z—«
ou encore o = 0; ce qui est impossible car par hypothese a # 0. D’ou
contradiction.

2.110/ o = —1. La suite (xn) diverge. En effet, si lil}rl T, = x, on aurait
x =z — 1 ouencore 1 =0; ce qui est impossible. e

a # —1. On montre, par un simple raisonnement par récurrence, que pour tout
ne€N*:

1-(za)"

zn=(-a)"B+a Tra



Suites numériques 209

a
1 <1 I = .
) led s boo M 1+a
_ B si n est pair
2a=1a,= { —f+1 sin est impair.
Par conséquent si 3 = —3+1 ou encore 3 = 1, la suite (z,,) converge sinon

elle diverge.

3) |a| > 1. Puisque, pour tout n € N* :

tn = (~a)" (f” " ((—ZO" - 1>>

« 1 o
li — | —— 1)) =8-
s 50 <6+ 1+« ((—a)” >> b 1+a’
on a

Si B # 125 ; la suite (x,,) n’est pas bornée, elle est donc divergente.
_a

. (07
Slﬂ=1+a;Vn21:xn= :H——a

= lim
1+« n—-+oo

In

2.111) Pour commencer, on va étudier le nombre exact des racines du poly-
néme r3 —x — b = 0. Pour cela, considérons la fonction auxiliaire f : R — R
définie par f(z) = 23 — 2 — b. Puisque pour tout € R : f'(x) = 322 — 1,
la fonction f est strictement croissante sur ]—007—%} et sur [%,—&—oo[ et

strictement décroissante sur [—%7 %] Comme de plus

()5 )5
lim f(z)=—ocoet lim f(z)=+oo,

T— —00 r——+00
on peut affirmer que 23 — 2 — b = 0 admet exactement
3 racines distinctes si — i <b< i
3v3 3v3
2 2
2 racines distinctes sib=———= ou —=
3V3  3V3
1 racine sibé¢ [ 2 2 }
racin 1 —_— .
3v3 3V3

2 2
3v3' 3V3

1) a < a. Dans ce cas, a®—a—b < 0 et ’'on montre, par un simple raisonnement
par récurrence, que pour tout n € N : z,, < z,4+1 < a. La suite (xn) est
strictement croissante et majorée, elle converge.

Posons lim z, = z. Alors, x = \3/33 + b ou encore 2 —x — b= 0.

n—-+oo

A)be,é[

} . Soit o I'unique solution de 23 — 2 — b = 0.

3

D’ou z = a.
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2) a = «. La suite ((En) est constante. Par conséquent lim x, = a.

n—-+4oo

3) a > a. Dans ce cas, a>—a—b > 0 et 'on montre, par un simple raisonnement

par récurrence, que pour tout n € N : a < &p41 < @,. La suite (z,,) est
strictement décroissante et minorée, elle converge.
Posons lim z, = z. Alors, x = \3/33 + b ou encore 2 —x — b= 0.

n—-+4oo
Dou xz = a.
2
3V3
Alors, I’équation z° — z — b = 0 admet exactement deux racines distinctes; a
1

M 1
i 1 1
savoir T 73 etr=a< 73

B) b=
3

1) a < a. Dans ce cas, a®—a—b < 0 et 'on montre, par un simple raisonnement

par récurrence, que pour tout n € N : 2, < #n41 < . La suite (z,,) est
strictement croissante et majorée, elle converge.
Posons lim , = z. Alors, z = /= + b ou encore 23 —z — b = 0.

n—-+4oo

Dou xz = a.

2) a = a. La suite ((En) est constante. Par conséquent lim xz, = a.
n—-+4oo

1

. 3
3)o¢<a<ﬁ. Dans ce cas, a

—a—>b > 0 et 'on montre, par un simple
raisonnement par récurrence, que pour tout n € N: a < z,41 < x,. La
suite () est strictement décroissante et minorée, elle converge.

Posons nll}-{-loo z, = z. Alors, z = ¥/z + b ou encore 3 — z — b = 0.

ol & = < po = 1
Douz =« car xz < z9 a<\/§.

1 . , . 1
4)a= - La suite (zn) est constante. Par conséquent nggrlm Tn = -

1

5) a > —5- Dans ce cas, a’

3 —a —b > 0 et 'on montre, par un simple raison-
nement par récurrence, que pour tout n € N : % < Tpt1 < Tp. La suite
(zn) est strictement décroissante et minorée, elle converge.

Posons lirf &, = z. Alors, x = ¥/z + b ou encore 23 —z — b = 0.
5 N _ 1
Dou, x = 75
2
C)b=——.
) 3V3

Alors, I’équation x° — x — b = 0 admet exactement deux racines distinctes; a
. 1 1
VOIr = —— = =
Savolr x 73 etz =a> 73

3

1

3
a < —5- Dans ce cas, a

—a—b < 0 et 'on montre, par un simple
raisonnement par récurrence, que pour tout n € N : z,, < xp11 < —%. La
suite (xn) est strictement croissante et majorée, elle converge.

Posons lim , = z. Alors, z = /= + b ou encore 23 —z — b = 0.

n—-+4oo
1A — __1
Dou z = 73
2) a = —-L. La suite (x,) est constante. Par conséquent lim =z, = —-L%.
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3 —a—b < 0 et 'on montre, par un simple

raisonnement par récurrence, que pour tout n € N : z, < z,41 < a. La
suite (xn) est strictement croissante et majorée, elle converge.
Posons lim , = z. Alors, z = /= + b ou encore 23 —z — b = 0.

n—-+4oo

3)—%<a<a.Danscecas,a

I — _ 1
Douz=acarxz >a > 73

4) a = a. La suite ((En) est constante. Par conséquent lim =z, = a.

n—-+4oo

5) a > a. Dans ce cas, a>—a—b > 0 et 'on montre, par un simple raisonnement

par récurrence, que pour tout n € N: a < Zp41 < @,. La suite (z,) est
strictement décroissante et minorée7 elle converge.
Posons hm Ty, = x. Alors, x = Yz +bouencorez® —z—b=0

n—-+4oo

D’ou z = a.

D) — 3\/_<<\2/§

Alors, 1equat10n a:?’ —x — b = 0 admet exactement trois racines distinctes
a< — f <pB< f <y
1) a < a . Dans ce cas, a®>—a—b < 0 et 'on montre, par un simple raisonnement
par récurrence, que pour tout n € N : z,, < x,41 < . La suite (xn) est
strictement croissante et majorée, elle converge.
Posons lim z, = z. Alors, z = \3/33 +bouencore x> —x—b=0

n—-+oo
Dou z = a.
2) a = a. La suite ((En) est constante. Par conséquent lim x, = a.
n—-+4oo

3)a < a < B. Dans ce cas, a® —a — b > 0 et 'on montre, par un simple

raisonnement par récurrence, que pour tout n € N : a < xp41 < x,. La
suite (xn) est strictement décroissante et minorée, elle converge.
Posons lim , = z. Alors, z = /= + b ou encore 23 —z — b = 0.

n—-+4oo

Dounzrz=acarz <zg=a<pf.
4) a = 3. La suite (z,,) est constante. Par conséquent lirf Tn = f.
n—-1+0oo

5)3 < a <~ . Dans ce cas, a® —a — b < 0 et 'on montre, par un simple

raisonnement par récurrence, que pour tout n € N : z, < x,41 < 7. La
suite (xn) est strictement croissante et majorée, elle converge.

Posons lim , = z. Alors, z = /= + b ou encore 23 —z — b = 0.

n—-+4oo

Dotz =~ car x > xg =a > (.
6) a = 7. La suite (z,) est constante. Par conséquent lim x, = 7.
n—-+oo

7) a > ~y. Dans ce cas, a®>—a—b > 0 et 'on montre, par un simple raisonnement
par récurrence, que pour tout n € N : v < z,41 < x,. La suite ((En) est
strictement décroissante et minorée, elle converge.

Posons lim z, = z. Alors, x = \3/33 +bouencore z® —x—b=0

n—-+oo

Dou x =1~.
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2.112) 1) Puisque pour tout n € N* :

i =n = 5= s = 0) == (G52 ) - 20) > 0.

on a que pour tout n € N :

—Q

=ais

«
a+

Tntl — Tp = (yn — xn) >0et Yntr1 — Yn (yn — a:n) <0.

2) Ainsi, pour tout n € N* : 29 < 5, < Tpt1 < Yn+1 < Yn < Yo. La suite
((En) est strictement croissante et majorée tandis que la suite (yn) est stricte-
ment décroissante et minorée. Ces deux suites sont donc convergentes. De plus,

comme lim (y,—a,) =0 (car 0 < (572) < 1) elles convergent vers la méme
n—-4o0o

B+a
limite £.
3) En constatant que pour tout n € N* : x,, +y, = Tp—1+Yn—1 = -+ = o+ Yo,
on obtient, par passage & la limite, que 2¢ = xg + o ou encore £ = %
18—« a+p
(2.113) 1) En effet, |o| = < <1.
) o] 1I+a)(1+8) ~ a+8+ 1+ ap)
2) Pour tout n € N :
Tn—Yn = 0(Tpn-1—Yn-1) = =0"(T0 — Yo) ;
ce qui entraine pour tout entier n > 0 :
— — — o — = — & n—1 —
LTpn — Tn-1 1+a ("Enfl ynfl) 1+a g (‘rO yO) .
3) Ainsi, puisque pour tout entier n > 1 :
n « n
_ _ _ _ k—1
T =Y (xk — 2p1) + 70 = o (o —wo) Yo"+
k=1 k=1
@ 1—0" ( ) n
=— . Ty — T
l+a 1-og o Yo)mto
et |o| < 1, on obtient
xr= lim =z, - > (xo—yo)+$o;
n——+oo 1+a)(l—-0)
ce qui nous permet aussi d’écrire
y= lim gy, = Ilim ((En — 0" (zp — yo)) =x.

n—-+4oo n—-+4oo

2TL
Puisque 2™ € E, E admet un plus petit élément noté k,. Si k, > 0, on peut
écrire

h—
2.114) 1) Soit n € N et posonsE:{jEN:a+(j+1)—a >a:}.

b—a
n

a—|—knb2_—na§a:<a+(kn+1)
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Si ky, = 0, la deuxieme inégalité reste valable (définition de k,,) tandis que la
premiere provient de I’hypothese a < x. On a ainsi démontré I'existence de k.
Reste a montrer son unicité. Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons
qu’il existe deux entiers 0 < p < ¢ vérifiant cette double inégalité. Alors,
q > p+ 1 et 'on aurait

b—a

b—a b—a
a+q2—n§x<a+(p+l)2—n§a+q2—n.

D’ou contradiction.

h—
2) En effet, il suffit de constater que pour tout entiern > 0:0 < z—x,, < 2na
2.115) n > 0 pair. Inn! = Zlnk > Z Ink > LS
- 22
k=1 k="
n = 1. Evident.
n > 1 impair.
Inn! = Zlnk
k=1
2 n+1 n—+1 n+1l. n+1 n., n
> - = —ln-—.
X:Mk>ol 5 Ql > > > 5y

1) @ < 1. Pour commencer, montrons que la suite auxiliaire (yn = 4
strictement croissante. En effet, pour tout entier n > 1 :

1 n+1

1 n
n+IZQMk—gEQMk

k=1

Yn+1 — Yn =

Ainsi, puisque pour tout n € N* : x,, = n'~%y,, la suite (z,) est aussi

strictement croissante. De plus, elle n’est pas majorée car pour tout n € N* :

Inn! o n n
T, = .
" ope 2 2

2) a > 1. Puisque, pour tout entier n > 1 :

Inn!  nlnn Inn . Inz
0<ux, = = et lim =0,
no no no—1 z—+oo pa—1

ona lim xz,=0.
n—-+oo
2.116] Soit z € R. Alors, a chaque entier n > 0, on peut associer un rationnel
an et un irrationnel b, tels que z < a,, b, < ©+ % Par construction, ces deux
suites convergent vers x.
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2.117) Soit € > 0.

lim z9, =¢=dn;>0tel que Vn > ny : |x2n—€| <eg
n—-+o0o
et
hr}rl Topy1 =€ = I ng >0tel que Vn > ng: "'E2n+1 —E‘ <e.
n—-—1+0oo
Ainsi, en posant n. = max{2nj,2ns + 1}, on peut écrire que pour tout entier
n>ne: ’xn — E’ < e. Par conséquent

lm z, =¢.
n—-+oo

2.118] Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout
n€N:1< a9, < Tapto < Tants < Tang1 < 2. La sous-suite (22,) est stric-
tement croissante et majorée tandis que la sous-suite (x2n+1) est décroissante
et minorée. Ces deux sous-suites convergent.

Posons lim 9, =aet lim 9,1 =0b. Alors,
n—-+o0o

n—-+oo

=

1 1
Cethb=14—r Sa=b= +2
142 14—

a b

1<a,b<2, a=1+

Par conséquent, en utilisant ’exercice précédent, on sait que la suite (acn)
converge et

Si la suite (xn) n’est pas majorée, on obtient, en posant ng = 0 et
pour chaque entier p > 0 : npyq = min{n eN:n>np z, > xnp}, que la
sous-suite ((Enp) est strictement croissante.
Si la suite (:cn) n’est pas minorée, on obtient, en posant ng = 0 et pour chaque
entier p > 0 :

Np+1 :min{n eN:n>ny, o, < a:np},

que la sous-suite ((Enp) est strictement décroissante.

Supposons a présent, que la suite () est bornée. D’aprés le théoréme de
Bolzano-Weierstrass, on sait que de la suite (:cn) on peut extraire une sous-
suite (2, ) qui converge.

Posons i lim x,, =¢. Alors, au moins un de ces trois sous-ensembles
— 400

Elz{kEN:xnkzﬁ}ouEgz{kEN:ajnk_>€}ouE3:{k6N:a:nk_<£}

contient une infinité d’entiers naturels. (Rappel : la suite (nk) est strictement
croissante. )
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1) Pour commencer, supposons que ce soit Fj. Alors, en prenant pour kg le
plus petit élément de F; et en posant pour chaque entier j > 0 :

kjy1 = min{q €FEy:q> kj},
on obtient que la sous-suite ((Enkj) est constante.

2) Supposos & présent que ce soit F. Alors, en prenant pour kg le plus petit
élément de Fs et en posant pour chaque entier j > 0 :

kj+1 = min{q e b5 q > kj, Tn, < fnkj }a

on obtient que la sous-suite (z,, ) est strictement décroissante.
J

3) Pour terminer, supposons que ce soit F3. Alors, en prenant pour kg le plus
petit élément de E3 et en posant pour chaque entier j > 0 :

kjt1 = min{q € E3:q>kj, op, > Ty, } ,
on obtient que la sous-suite ((Enkj) est strictement croissante.

2.120) 1) Puisque ((En) est une suite de nombres réels positifs, on a ou bien
£ > 0 ou bien ¢ = 0. Pour commencer, on va supposer que £ > 0 et soit € > 0
vérifiant £ — ¢ > 0. Puisque

. Tn41
lim 2 =y ,
n—-+oo T

il existe un entier m > 0 tel que pour tout n > m :
(=) " om < S (=)t S0 S ((+E)Tn .S (C+2)" "

ou encore

n W(f—s)g Y, <

D’autre part, comme

Bm g —2" = lim o/ —2" 1
n—-4o00 (f — 5)m o n—-4o0o0 (€+5)m -

il existe un entier £k > m tel que pour tout n > k :

LTm € Tm 5
nf———— >1— t n— <1 .
\/ (E—g)m* —¢c ¢ \/ (E—&—s)m* +€+5

Finalement, pour tout entier n > k, on a £ — 2¢ < ¥z, < {+ 2¢.
Par conséquent ligrl Y, = L. Le cas £ = 0 se traite de la méme fagon en
n— o

partant de la double inégalité 0 < x,, < ez, 1.
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(-1

2

2) Non. Contre-exemple : z, =1+

3) Prendre x,, = "TT,L Alors,

n
. Tpy1 . 1 . ) n
lim 22— lim (1 +—) =e= lm ¥Yr,= lim —— =e.
n—+oco Iy n——+oo n n—-+oo n—4oo 1 /n!

2.121) 1) Puisque (z,) est bornée, il existe M > 1 tel que pour tout entier
k>1:|azx| < M. Par conséquent, pour tout k € N* : {/|zy| < /M.

(Rappel : la suite (W ) est strictement décroissante et converge vers 1.)
D’ott, pour tout n € N* : sup{ §/]zx] : k > n} < VM, ce qui donne, par

passage a la limite, que

lim sup ¥ ’xn‘ < lim VM=1.
n—-+4oo n—-+o0o

2) Prenons p < o < 1. Puisque 1151_1 sup V/|zn| = p, il existe un entier m > 0
n—-+0o0o

tel que pour tout entier n > m : V/|z,| < o ou encore |a:n| < o™ D’ou

lim z, =0.
n—-+o0o

3) Si p =1, on ne peut rien conclure a priori. En effet,

1
lim sup VI=1let lim sup {/— =1
n—-+o0o n—-+o0o n

mais lim 1=1et lim 1 =0.

n—-+o0o n—-+oo

2.122] Non. En effet, en prenant 0 < a < b < 1 et en posant

a™ sin est pair
b si n est impair,

x
ona lim sup"’xn’:b<let lim |22 = 4.

n—-+4oo n—-+o0o Ton

2.123] Si la suite ((En) n’est pas majorée, on peut en extraire une sous-suite

((Enk) qui converge vers +oo et, par définition, lim sup x,, = +00. Supposons a
n—-+4oo

présent que la suite ((En) est majorée et posons, pour tout n € N :
yn =sup{zy : k > n}.

Alors, a chaque entier n € N*| on peut associer un entier p(n) > n tel que

1
yn_ﬁ<$p(ﬂ)§y”'
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Ainsi, en posant pour tout entier £ > 0 :
ng+1 =pnk+1) et ng =1,
la suite récurrente (nk) est strictement croissante et de plus

lim x,, = lim y,, =limsupz,.
k——+oco k—+o00 n—+o00

2.124] Soit € > 0. D’une part, puisque [ # 0, il existe b > 0 tel que pour tout
n € N: |z,| > b. D’autre part, la suite (z,,) étant de Cauchy, il existe un entier
ne > 0 tel que pour tout couple d’entiers n > m > n. :

T be
|a:n—a:m|§b5:>‘—n—l‘§—§5;
om | o]
ce qui entraine pour tout entier m > n. :
. T
|£m—1|: lim —”—1‘§5.
n—-+oo Tm

2.125] Pour commencer, on remarquera, grace au théoreme de Bolzano-
Weierstrass, que E # () et posons

a=supF et §= nEIEooSUPQC"'

Alors, 8 < a car de la suite (x,), on peut extraire une sous-suite qui converge
vers [3.

Montrons & présent 1'inégalité inverse. En effet,
1) Posons pour tout entier n > 0 :
Yn = sup{ac;C k> n}
Par définition, ngrfm Yn = B.

2) 1l existe une suite (o) d’éléments de E qui converge vers .

3) A chaque entier p > 0 fixé, on peut associer une sous-suite (z,,) de (z,)
qui converge vers a,.

Ainsi, en constatant que pour tout couple (p,j) € N?:y, >z, ona

(VpEN:B:(liT Yp; = lim a:p].:ap>:>ﬂ2 lim o, =o.
j—oo J

— 400 p—+00

2.126) 1) Puisque pour tout entier n > 0 : ap < ap < apy1 < bpy1 < by, < by,
la suite (an) est croissante et majorée, elle converge vers a = sup{a, : n € N}
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tandis que la suite (bn) est décroissante et minorée, elle converge vers b =
inf{b,, : n € N}. De plus, il découle de la définition de a et b que

+oo
() In = [a,b].
n=0

On remarquera que si_lim (b, —an) =0, on a a =b.
n—-+oo

2) D’une maniére générale, ce résultat est faux si les I,, sont des intervalles
ouverts. Comme contre-exemple, il suffit de prendre I,, = }0, ein [

2.127) 1) Soit (a,) une suite d’éléments de [0, 1]. Pour commencer, on divise
- . - A 1 17 11 2 2
[0,1] en trois intervalles fermés de méme longueur 3 ([0, 3], [3, 2] et [2,1])
et 'on désigne par Iy un de ces trois intervalles qui ne contient pas ag. On
recommence en divisant Iy de nouveau en trois intervalles fermés de méme
longueur 3% et on désigne par I; un de ces trois intervalles qui ne contient pas

ap et ainsi de suite. Par construction, pour tout entier n > 0 :
I,y C 1, C[0,1].

Par conséquent, le principe des intervalles emboités (ex. précédent) nous permet
d’écrire

“+o0
E=()1.#0.
n=0

Finalement, puisque pour tout entiern > 0: a,, ¢ I,,ona{a, : n € N}JNE =0;
ce qui entraine, E étant inclus dans [0, 1], que

[0,1] # {an : n € N}.

Remarque : Une des conséquences de ce résultat est que I'intervalle fermé [0, 1]
n’est pas dénombrable et a fortiori R non plus.

2) On peut prendre la fonction bijective f : [0,1] — |0, 1[ définie par

1
siz=2< avecn € N*
n+2 n
fly=9q 1 siz=0
2
T sinon.
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_|_

IR

z=1+41, |z|:\/§,argz:—£ et 271 =

N =

(3.2] Puisque z = (=2 cosa) ei(afg) ’
on a |Z|:—2cosa et argz:a_%_,_ka ke

33 2+1)3+i)=5V2e'd = (2+0)°3+1)® =16-5% = 6250000.

oo™ (8- 38

0=2"+1=(241)(2>—2+1)
$0:z2—z+1zz(z—l)—&—léz(z—l):—lé(z(z—l))ﬂ:l.
Posons z = z + iy. Alors,
|z|—9i:3x—z<:>< x2+y2—2x>+i(y—9)=0
sr=3V3ety=9
Posons z = x + iy. Alors,
21 =v2|: = 2| & (z—1)* +y? = 2(z — 2)° + 2
@(x—3)2+y2:2
(équation du cercle de centre (3,0) et de rayon v/2).
z = 2.

2 2 2
22+z+1:(z 1) g )— z?

- <z+%_2§>< +%+ ?) :0©z:—%ii§.
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310) 22 +2:+5=(z+1)"+4=(z+1)" - (2i)°

—(24+1-2)(24+142)=0&2=—1+2.

2
1 3
311 42242:4+1=4 = =
2542z + ((z+4> +16>

1 V3 IERVE] 1, V3

312) 22 +224i=(241)°—-1+i=0

S (+1)2=V2eT & 2= -1+ V28 =01,
3.13) 2°—2-6=(z—2)(z*+22+3)

=(z=2) (s +1-V2) (s +1+V2) =0 z=20u —14iV2.
3.14) 2°—422+62—4=(2-2)(2"—-22+2)

=(z-2)(z-1-0(z—-1449) =0
Sz=2o0ul+zs.

17

3.15 2z3+14z2+41z+68:2(2+4)<z2+3z+7>
3 5 3 5 3 5
=2(z+4 A s S4it) = =—4ou — = +i-.
(z+)(z+2 22)(z+2+z2) 0< 2 ou — 5 *ig

3.16) Posons § = Arctg 5. Alors
A=24i=vhel o= V5eiliths) 1 =0,1,2,3.

3.17) Posons P(z) = 2*—223+622—22+5. Ainsi, en constatant que P(i) = 0,
on a aussi, les coefficients de ce polynéme étant réels, P(—i) = 0; ce qui entraine
que P(z) est divisible par (z —i)(z +14) = 22 + 1. Par conséquent

P(z)=(z2+1)(2°—224+5) =0 z=+ioul+2i.

- 37 s i
Sti=0:0=—i=eT o =TF3) £ =0,1,2,3,4,5.
Puisque 24 +1 =0« 2z, = " T753) £ =10,1,2,3 et

ez Y2 V2 S V2 V2
2 2’ 2 2

on a

2 41= (zz—\/iz—kl) (z2+\/§z+1).
Par conséquent
Plx)=a"+2° + 23+ o =2(*+ 1) (z* +1)
=x(z® +1) (mz—\/ix—kl) (m2+\/§x+l).
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VzeCavecz#1:

1—29

BTS2 441 = 1
-z

Par conséquent
- 21
B+ P+ A+ 22 +1=0z2=¢%0, k=1,...,8.

3.21] Posons P(z) = z* — 223 — 22 4+ 2z + 10. Alors, puisque P(z) est un
polynéme a coefficients réels, on a

P(2+i)=0= P(2—1i)=0.
Par conséquent P(z) est divisible par (z —2 —i)(z —2+1i) = 22 — 42 + 5. D’olt
P(z) = (2> =42+ 5)(z* + 22+ 2)
=(z—-2—-9)(z—24+0)(z+1—-9)(z+14+i) =0 2=2+i0u—-1=+1.
3.22 z3+(\/§—i)z2+(1—z\/§)z—i:(z—z‘) (z2+\/§z+1)

:(z—i)<z+§—%> <z+§+£>®z:iou—§iz.

2 2 2 2
(3.23] En effet, il suffit d’écrire
2?4+ 2az+a(2 —b) +lna = (z+a)2+ (Ina+2a—a® —ab).

3.24) Désignons par a, b et ¢ les trois racines du polynéme P(z) avec a = b+c.
Alors,
VzeC: P(z)=2*-1222+az — 150 = (z — a)(z — b)(z — ¢)
=(z—a)(2® = (b+c)z+bc) = 2* — 2az* + (a® + be)z — abe
& —2a=—12, a =a®+bc et abe = 150
Sa=6, be=25et a=61.
Ainsi, puisque b+ ¢ = 6 et bc = 25, b et ¢ sont les deux racines du trindme

22— 62+ 25 = (2 —3)? — (4i)? = (2 — 3 — 4i)(2 — 3 + 4i). Par conséquent les
trois racines du polynéme P(z) sont

a=6, b=3—4ietc=3+4i.

—2

3.25) = 1=z<:>z2—2z+2=(z—1)2+1=(z—l—i)(z—1+i):0
o
Sz=1+1.

3.26 Zii:z+2i<:)22+2iz+i=(z+i)2+\/§eil¢f:0
z

(i)(z—i—i)2:\/§ei%7L S 2=—1i+ %ei(%mrk”), k=0,1.
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219,45\°
3.27 <ﬂ> —le24246=00us2+3244=0

z—1
1 V23 3., V7
@Z——iiZT 0u—§:t27.

3.28) (1-2)°=(1+2)°

1—2\° 1— -
@( Z) —le 2 _¢*% k=0,..5

142 1+z
1— ikZ
Sr=— k= 1,245
1+ ¢e*s3

3.29] Puisque
;:4—+—1=0<:>z4:—1:ei’r<:),7::ei(%+k%)7 k=0,1,2,3

. i (T 4 3T . , N
et que les deux racines e'4 et /(2127 sont complexes conjugués de méme que
(T4 T (T , .
¢"T72) et ¢4 on peut éerire que pour tout z € C :

24—&-1:(22—\/524—1) (22+\/§z+1).

En particulier, siz € R : 2 + 1 = (22 — V22 + 1) (2% + V22 + 1).
Puisque

Srl=0e= 1= =G £=0,1,2,345

. s (T4 5T
et que les deux racines e's et G T%)

sont complexes conjugués de méme que

s - 31 o 2T LT
€2 et €2 et que €678 ) et (67 on peut éerire que pour tout z € C :
Sr1=(241) (- VB 1) (24 VB2 1),

En particulier, si z € R : 28 4+1= (x2 + 1) (332 — 3z + 1) (x2 + 3z + 1).
3.31] Puisque
BB -2+ 2-3)2-2i=(z—-9)(z+1)(2+2)

et
P21+ +2+)z+2=(2—i)(z+2i)(z+ 1),
les solutions du systeme sont z = —1 ou 1.

(3.32) 21 =3+2ietzp=—1+i.
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o _ V22 T _ V2+V2
(3.33) Rappels : sinf = et cos T = .

2 2
a et b sont solutions du systéme proposé si et seulement si a et b sont les deux
racines du binéme 22 — 2z — i = 0 ou du binéme 22 — 2z 44 = 0. Ainsi, puisque

22—2z—i:(2—1)2—(%ei%>2:0

@zzli?(\/ﬁ—kl—&-i\/ﬁ—l)

2 2
22— 224i=(2-1) - (%e_zg) =0

@z:lig<\/\/§+l—i\/\/§—l),

on a (a,b) =

<1+§(WﬂmWﬁ-l),1—§(¢\/§+1+Mﬁ-1)>

o <1_§(Wmm-Wi_l),1+§(W§+1+iw§_1)>
(Hg mﬂ_m_l),1_§(m+1_im_1))
(1_§ mﬂ_w_l),Hg(mﬂ_m_l)).

2 2zy(1 —y) — 2 _ .2
z=x+z‘y7éi.Re<,Z >: zy(l —y) —z(2® —y*)

2

- 22+ (1-y)
z21+ 22)(21 — 2 2_ 2 Im (2123
335 1) En offer, 2722 _ (21 2)( L 2) _ |z 2y, (a1 2)2
21 — 22 |2’1 — 22| |2’1 — 2’2| |2’1 — 22|

2) Il suffit de constater que
|21 — 22|2 = (21— 22) (71 — 22) = 72 4+ 12 — 2ry1ro cos (A1 — 62)

et d’utiliser I’égalité obtenue sous 1).

z=re'? £0.
Re(z—1> = (r—1>coseet Im(z—1> = (T—&—l)SinO.
z T z r

3.37) 2 =¢" et n € N*. En utilisant la formule de Moivre, on a

n inf

. 1 i
Z"=ce :cosn0+zsm0et—n:e ind
z

=cosnf —isinnf.

Par conséquent z™ — an = 2isinnf et z" + ﬁ = 2cosné.
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(=) === () -2

z—2 z—2
Cette égalité revient a dire que le point P, = (x,y) d’affixe 2z est équidistant
des deux points O = (0,0) et A =(2,0). D’ott z = Re(z) = 1.

n

= |z] =z —2|.

. 1 n+1 . .
VnEO:‘a b’:12(%) éngrfw‘a b’zO.

Pour démontrer 1) et 3), il suffit de constater qu’en écrivant z; =
‘zl‘ €1 et 29 = ’22‘ etz .

’zl + 22‘2 = (’21’ cos b1 + ’22‘ c0892)2 + (‘zl‘ sin 61 + ’zz‘ sin92)2
= |21|2 + |22|2 + 2|zl| |22| 005(91 - 92) .
Pour établir 2), il suffit d’utiliser deux fois 'inégalité triangulaire :

|2’1| = |22+ (2’1 —2’2)| < |22| + |2’1 —2’2|
= “21‘ - ‘22” <z — 29|
|22 = |21 + (22 — 21) | < |21| + |21 — 22|

\

3.41

3.42
Yy

i

—4
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3.51

Solutions

. I ( ) b lopgo(2 2t
2B =2 —e€ 2 —2A) == — 1= ==, —
B A \/i C A 2 2 27 2
et

2p =z —&—iei%(z —z)—1+i1:>D— 11
b=zt 5 c—2a) =5 tig =33/

zC:zB—&-ei%(zA—zB):4+2i:>C:(4,2)
ou
zC:zB—&—e*i%(zA—zB) =4i=C=(0,4).

1 =z 3 1 3 -1
zc=za+—=¢€4(z—2a) =5 —iz=>C= (— —)

N 2 '3 S
ou
20=2 +ieﬂ%(z —z )—Z+i1:>C— Tl
o=zt B—2a) =5 tig =\l3:3)

Soit 6 € R. Alors, en utilisant la formule de Moivre, on a

cos50 + isin50 = (cosf + isin9)5

D’ou

et

3.52

et

D’ou

et

= cos® 0 + 5icos? O sinf — 10 cos® fsin® 6 — 104 cos? fsin® 0

+ 5cosfsin® 0 + isin® 6.
sin 50 = 5 cos* Osin @ — 10 cos® O sin® 6 + sin® 6

cos 50 = cos® @ — 10 cos® Osin? 0 + 5 cosfsin? 6.

Soit @ € R et posons z = €. Alors, en utilisant I’exercice 3.37, on a

5
1 1 1 1
isin®0=(z—=-) =2°—-522+102—10- +5— — —
z z 23 25
1 1 1
_ 5 3
—(z —Z—5>—5(z —Z—3>+1O(z—;>
= 2¢sin 50 — 104 sin 360 + 204 sin 0
5
1 1 1 1
2560859:<2+—> =22 +52° +102+10-+ 55 + —
z z z z

1 1 1
=224+ S ) +5(224+ =) +10(2+ =
z5 23 z

= 2cos b0 + 10cos 360 + 20 cos b .

1 5 5
. 5 _ - . v . e .
sin’ 9_16 sin 50 16 51n39—|—8sm€

1 5 5
5, _ 2 e
cos 0——16 cos bl + 16 cos39+8 cos .
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Soit 0 # 2pm avec p € Z et n € N*. En utilisant la formule de Moivre et
celle de la somme d’une progression géométrique, on a (exercices 1.16 et 1.17) :

Xn:cos kO +i zn:sinkﬂ = 2": el = zn:(ew)k
k=0 k=0 k=0 k=0
i(n+1)0

1— el 1 0 :
_ _ : i(n+1)0

= % (1 —cos(n + 1)0 + cotg g sin(n + 1)9)

+ % ((1 — cos(n + 1)) cotg g —sin(n + 1)9)

51 +1 0 S +1 0
_1 1+u _|_1 cot Q u
~ 3 . 9 | 83 0
Ssin — sin —
2
D’ou
cos +1 0
n S| -
Zsink&—1 cot, 9—72
T o %y 0
k=0 sin —
2
et
. 1
n 1 51n<n+§>9
Zcosk0:§ 1+——
k=0 in —
sm2

Soit n € N*.
1) Soit 0 < t < 7. Alors, en utilisant la formule de Moivre et celle du binome
de Newton, on a

cos(2n + 1)t + isin(2n + 1)t = (cost + isint) e

2n+1 2n+1
= sin®"*! ¢(cotg t + i)2n+1 =sin® ¢ Z ( L )zk cotg Grth—ky
k=0

sin(2n + 1 - 2n + 1
D’ou sin@n 4 1)t _ Z(—l)k( e )cotg2(”—k)t.

sin® e 2k +1

2) D’apres cette derniére égalité, les n racines du polynéme P(z) sont

x), = cotg? s k=1,...,n.

_hr
2n+1
(Qn + 1)
. km . 3 n(2n —1)
2 _ _ _
8) ) cotg?’zmg =) an= (2n+1> T
k=1 k=1 )
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4) Soit 0 < < 3.0< sin? 0 < 62 < tg26 = cotg 20 < 9% < 1+ cotg24.

5a) En utilisant 1'égalité obtenue sous 3) et la double inégalités ci-dessus, on
peut écrire

n—l Zcotg

ou encore

32n+1)" o (2n+1)°
=21 2
ce qui donne, par passage a la limite, Z =6

k=1
5b) On va supposer que n > 2. Alors, en utilisant de nouveau 3) et 4), on a

2 n
Zcotg ) -2 Z Tplq

p#q=1

i

et

3 45

Par conséquent pour tout entier n > 2 :

n(2n — 1)(4n? +10n — 9)74
45 (2n + 1)4

"1 4 n(2n —1 2n —1)(4n? +10n—9
<Zk_4< T )4<n+ n(2n )+n(n )(4n? +10n ))7

3 45

+o00 4

. s - m

ce qui donne, par passage a la limite que E 00
k=1
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1la) Soit ¢t € R. Alors, en utilisant les formules de Moivre et du polynéme
de Newton, on a

cos(2n + 1)t + isin(2n + 1)t = (cost + isint)*" !

2n-+1
2 1
- Z ( n]j )zk sin® t cog?" 1k ¢
k=0

ou encore

2n+1

1 o S k .2k . o \n—k
sm(2n+1)t—smtkz_0(—l) <2k—|—1> sin®* ¢ (1 —sin” t)

= P,(sin®t)sint.
1b) Puisque les n racines tj = 27’:%, k=1, ..., n de la fonction sin(2n + 1)t

appartiennent tous a }07 5 [7 de 1), on déduit immédiatement que le polynéme
P, (x) (de degré n) admet exactement n racines distinctes, a savoir :

9 km

— =1,...,n;
2n+11 ’ y 13

T = sin

ce qui entraine pour tout s € R :

=2n+1.

m - .
t—0 sint n sin?t
H 1- 2 kr
sin

2n+1

Finalement, en prenant ¢t = on obtient

_x
2n+1"

T T
ing = P, ( sin? .
S x <bln m T 1) S m 1

. x
SlIl2

_ o YT 2ntt
_(2n+1)(51n2n+1>kl:[1 1 -

S o+ 1

2) Soit © # km avec k € Z (pour x = km, le résultat est évident) et posons pour
tout couple d’entiers naturels n, m vérifiant || < 2(m+1) et n>m+1> 2:

T

:c " sin” T
_ - 241
Ymn = (271 + 1) (sm o+ 1) H 1 kr

.2
k=1
Rl Y
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et
.92 X
. SRS
Om,n = H 1- Y fr
k=m+1 sin®
2n +1
Alors, d’apres 1b), sin @ = i 0m. n. De plus,
|| kw ™
o Vk = 1,...,n:0< < < =3
me " M+l 2l 2
2t .
.Vte}&g[ T — <sint <t;
T
. . sinx sin x
e0,, = lim o0,,,= lim = — .
n—-+4oo ’ n—-+oo '}/m,n ‘7}2
T H (1 — k2ﬂ'2>
k=1

Ainsi, puisque
+oo $2
Bm = H (1_4_l€2> <on <1
k=m-+1
et lim G, =1 (ex. 2.124 et 8.96), lim o, = 1. Par conséquent

m——+o0 m——+o0o

+oo 2 m 2 . .
T . T . sinx sinx
H l1-———= )= lim l1-——= )= lim = .
k272 m—+oo 1 k272 m—+oo TOm, x

k=1




SOLUTIONS DES EXERCICES DU CHAPITRE 4

Fonctions d’une variable

Soit € > 0. Puisque, pour tout z € R : ‘(4:6 +5)— 13’ = 4|z — 2|, il suffit

de prendre § = .

Soit £ > 0. Puisque, pour tout # € R vérifiant [z + 3| <1 :
’(|x| — :EB) — 30‘
< ||o| = 3]+ |2 + 27| < |z + 3| + |2 + 3|(2® — 32+ 9) < 38|z + 3],

il suffit de prendre § = min {17 ;—8}

. b +3x . 52?43 1
M e % 3
"o
lim = =lm """+ - +z+1)=n
x—1 x — r—1
+ n_ " n— n—
limw:hm«x—&—a) 1—|—a(ac+a) 2
x—0 x x—0
R N ) —|—a”*1) =na" .
r—2 xr — 2
4.6 li — = 1i — =0.
48 lim = lim o/
Vit+zxz—2 1
4.7 lim V—— = lim ——— = —.
- z—0 T z—0/4+x+2 4
1+2
2 +2 22 -1
lim — =—.
T——00 T— —00 1
2+ 1 94 = 2
T
1 1
lim a:(\/:c2—|—1—:c): 1i141_1 - =3
1+ = +1
x
V2 1—+/ 1
110) lim Y2 L Arctgx
T— 00 \/E
Arctgx
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D) Vit -2z . — (VI+2z+3) _ VG

VT2V e a(irervan) 4
o VB VI VT

4.12
T2+ 2 —4
r—2 —
= Tim N = fim (Vx_Z +1>—l
_14»2+ VI —2vVx+2 _14»2+ \/54_\/5 —2
2
4.13 lim x<\/(l+—> (1+§>—1>
r—400 x x
2
x((1+—> (1+§>_1)
. T x 5
= lim
3
T T
Jr—1 1 1
4.16] lim Ve =lm 53— = .
z—1 1 —1 x—»l,/x2+\3t/5+1 3
410 lim %/E(%/x2+x+1—i"/x2+1)
VT
= lim =
Tee \3/ x2—|—:1c—|—1 \/:U2+:U+l J(z2+1) + (x2+1)

= lim

T——+00
Vo2 (z) + oz 1+ ,/ 1+

Va2 — Yo+ 222 M+ z-¥Y1+22
4.18) lim 3 = lim 3
e—0 ¥ — V2x — 22 z—0 1-vV2—=z

=0.




Fonctions d’une variable

4.19 limM:hm 1
—2 T — 2 =2 Wen—1 4 Yogn—2 4 ... 4 Von—2p 4 ¥on-1
1w

_n\/nQ”—l_%'

23 —3x+2 I xr+2 3

i e R L P )
4.3, .2 2
ot =t —2 ) (E((E —|—1)
Jim 22— 1 =im o Tt
2 3 2 1 24—+ —=
lim I—;ix—kz lim 337333:2.
r—+400 x° +x z—+00 1
1+ —
. 1 3 . x+2
i:ml(l_x - 1_xs> R R R
Cette limite n’existe pas. En effet, liI(I)l [z]=-1#0= lir(r)1+[x].
r—0— r—
[z] - z
(4.25) Vx>1: <l= 1 =1.
[425) Vo> 1+ [z = 1+ 4] sotoo 1+ [2]
1 1 1 . 1
VeeR*: - —1< |- | <==lmaz|-| =1.
T x r -0 |w
4.27) Puisque pour tout = € |0, 3 :
. sin x
sinz < x < tgz ou encore cosx < —— < 1,
on a aussi que pour tout z € |—%,0] :
sin(— .
cosx = cos(—x) < in(~z) =20
(—x) z
Par conséquent, pour tout 0 < [z| < § : cosz < % < 1. Dou
i sin x 1
z—0 I
1 8T _ o cosT =
z—0 X z—0 X
429) lim —— =0.
r— 400 X
, 1 oS gy
zETooirSln E o IEIJ,I}OO l o tll%le T =1L
x
4.31) Cette limite n’existe pas. En effet,
s 1 C120— 1 .1
s =1A0= e s

5 +2nm nm

233
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4.32

i
[}
[

=
o
'S

b

B
() o«
~ (=)

i
o«
Q0

=
o
)

e

i
N
-

'S
'S
[

-~
—
&

N -~
'S 'y
(S0 =~

e

N

=)

=)

Solutions

. sinx . sinx
lim = vz =0.

z—0+ \/E 14»0+ x

1 ™
lim Arctg — = lim Arctgt= —
Jig, Aretg 2= lip Arctgt =

1 coS
z—+o0 T 4 SInx T—+00 1+
sin 2x 2 . sin2x b5z 2
im — = — lim - ==
z—0 sin b 5z2—0 2x sinbdx 5
. tg2x 1. tgx > bz 1
lim — =—lim [ — - = -.
z—0 T sin bx 5 z—0 T sin 5x 5
lim tg 322 I 1 tg3a? 1
m-——-=1lm-——— ——+— =1.
x—0 IG + 3562 x—0 I4 33}‘2
3
lim z(x — 1) sin(x — 1) — lim ® sin(z — 1) _ 1
r—1 3 -3z +2 z—lox+2 x-—1 3
lim cos 6z —2(308895 — 14 lim sinx sin7x I
z—0 €T z—0 X Tx
_ sin?6x — sin’ 4z
lim ————
z—0 tg“x
— lim | ’ 36 (S0 t 6 (Sde N _ 20.
z—0 \tgx 6z 4z
sin 27 — sin4 < )
lim SRS g @D 4 9) = 2cosa
r—2 r—2 r—2 xr —
lim LSQﬁ_ L im (Sim>2 -1
x—0 x x—0 x
27 — 1 . 2 2
lim S22 72 oy (ERE) T o
z—0  sin 22 -0\ T sin 22
T
. V1 —cosx 1 . me 1
Iim ——=—1 == —=.
z—0 |{,C| 2 x—0 - 2
2
€T 2
t sin 1 9 1
lim gxim—th 295 zsin— | =0
z—0 1 —cosx z—0 sin = T
2
4
sin? 22 Arctg ad
1
im —— % =41lim ( mf ) 295 Arctg — = 2m.
z—0 (1 — cos z) =0\ T - z
2



-
—
=

& [
= =~
o Qo

B
o
=)

) T sin ax
lim

z—0 1 — cos Bz

3 sin =
T

lim =

a0 tg?x

li

z—0 x

2a
T ®

mtg(\/ﬁc——i-l—l)

Fonctions d’une variable

@ 2

lim ( sin o > D)
z—0 ax BI

sin —

2

r \? 1
lim (—) (xsin—) =0.
z—0 \ tgx T

2«

=5

1 1

, (tg(\/x-i—l ~1)
-1,

li

3

z—0 sin” x

tgx

. V1I+tgr— /1 +sinx
m

—sinx

Vr+1-1 )

1

lim
v—0 (VI +tgz +V1+sinz)sin’®z

m

(tg3z —tgz) tgw

lim

z—0 $2

cotgx

=2lim
r—0

1
720 cotg4x — cotg 3x

si

r—0

= —121lim (

lim
1 —sin

. ttgt
= lim

t—0 T
1 —cos—=t
2

ndx
4x

(z —1)tg(x —1)

i
=T
2

sin 3x
3x

8 . (tgt)
== lim [ —
T4 t—0 t

X
11. ( T )3 (tgx) s
2 .
22—0 (/TF+tgz ++/1+sinz) \sinz T

\/;E+1—|—1:§'

1 tgx sin2z)
cos3x cosx x 2z o

(i) o) -2
tgx sinx

. 14cosmzx . 1—cosmt

i ——s = lim — 5 = G
z—1 sin” wx t—0 sin” 7wt t—0 cos® 5t
. 3 —ad

hm 77.‘.
7% gin (—:c)

«
(z —a)

lim —————
zl—{% sin(m — 3x)

=3 lm

sin
2

t
2

t

(siit:st) (

t t 1
sin—+\/§cos—> = ——.

2 2
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236 Solutions

4.57 lim

r—o  rT—a

4.58 Vx>0;0<e*$2<£6=> lim z%e=*" = 0.
X

6
459 Vz>0:0<5 %< —— = lim 2’5" =0.

et —1 et —1

4.60) VO<t<1:0<

. 1 P _
lim 22 (e"”w - e””) (e Tt _ e z)

r——+00

—x 4 —x
V0<|x|<1:0<6, <2 —lim & =0
sinz?2 " sinz? 20 sina?
_ 1 1
e V& x2 . e Vw
462 VO0<zx<1l:0< — 24— = lim — =0
sin x sinz =~ z—0+ sinx
In(3+ !
In(323 +1) —3Inz . )
x sin — z
T 1
lim Inzln(l —z) = lim (zlnx) (=) =0.
z—0-+ x—0-+ x
—x 26' : 25 —x
Ve>0:0<e ™ < —¢ = 11141_13: e ¥ =0.
€T r— 100
1 s 2
4.66] Vx>0: 0<ze < — et 0 < +ze < —
2x NG
= liI}_l (a:e_Qx—&—\/Ee_ﬁ) =0.
27 4+ 1 1
lim S =2,
e® x[a]—&-l—a e
Ve>0: —> - ——— = lim — = +o0.
o ([a] + 1)! z—+oo T
3
Ha=0 hrr%)—?):—l
r—0 —T
2) a # 0. Puisque « est une racine simple de

-2 =(a—2)(a® +ar+2%) =0,
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on a

o z? 4 6ax’ — Tatx .
lim 3 3 existe
T ad —x

1
60’ -7+t =0 a=+lou £ —.

V6

1
)a=—1 lm 22 _

r——1 pr — 1

0.

xln |z
2) a=0. lim —— =0.
)Oé x—0 ﬁr—]_

xln |z
3a=1.1 =1.
)a Tr— {L’—]_

4) a # —1, 0 ou 1. La limite n’existe pas.

4.71) Puisque pour tout o € R : lim tg*(z—a)

T—Q (m—a)2

4_ 3 2 . LR . .
% existe. Pour que cette derniere limite

=1, la limite proposée existe si

et seulement si la limite lim

T—a
existe, il faut et il suffit que o soit au moins une racine double de z* — 20z +
4x? = 0. Il y a exactement trois a qui ont cette propriété, a savoir : o = £2 et
a=0.
Puisque pour tout @ € R: lim 73((2:?) =1, la limite proposée existe si

r—Q
et seulement si a’a® — 2020 + a? = o?(a? — 1)2 = 0. Par conséquent les o
cherchés sont « =0 et a = £1.
4

1) a=0. lim ——— = —1.

z—0 —sinz4

at—zt
sin(at—z1) —

2) a # 0. Puisque pour tout o € R* : lim

r—

1, la limite proposée

4 3_ . .
ztax” _Bax qyiste. Pour que cette derniere
a*r—T

limite existe, il faut et il suffit que o soit racine de z% + az® — 8ax = 0. I y a
exactement deux « qui satisfont cette propriété, a savoir : o = £2.

existe si et seulement si la limite lim

. R r—a

4.74] Puisque pour tout a € R : g}l_rg te(o—a)
6 5 4
% existe. Pour que cette derniére

= 1, la limite proposée existe

si et seulement si la limite lim

r—
limite existe, il faut et il suffit que a soit au moins une racine double de 2 —
2ax%+ (a+1)z* = 0. Il y a exactement trois o qui ont cette propriété, i savoir :
N E v/ pe—

> et a = 0.

1
1) g=0. lirr%)|:v|sin—+a:a.
xr— €T

2) 3 < 0. Ce cas est & exclure, car 22 + 3 |cos %| prend des valeurs négatives au

voisinage de x = 0. En effet, pour x,, = 5~ avec n € N*, on a

=0<0.

1
cos —
T

lim 22 + 3
— 400 n

n
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3) 5 >0.
e a # 0. Dans ce cas, la limite n’existe pas. En effet, en prenant x,, = ﬁ et
Yn = +—— avec n € N*, on a
§+2’ﬂﬂ'
9 .1 9 .1
xnsm——&—a‘xn’ yn51n—+a|yn|
lim Ln =0#a= lim Yn
n—-+00 n—-—4oo
2 1 2 1
22 + (3 |cos — y2 + [ |cos —
In n

e a = 0. Puisque pour tout x € R* :

1

2| : 1‘
x* |sin — || |sin —
x x
0< = <lz|,

a 1
\/:c2+6 cos—‘ \/14—ﬁ2
x x

x% sin =
ona lim ———2%_— — (.

r—0
z2+ 0

1
COos —
x

|
cos —
x
4.76] Pour que cette limite soit égale a 1, il faut et il suffit que
(> =1)(B—2)=0eta?(B+2)=4

ou encore que («a, §) = (£1,2).

4.77) Puisque le dénominateur s’annule pour x = 0, pour que cette limite
existe, il faut que le numérateur s’annule aussi pour x = 0. D’ott (a*—1)(3—4) =
0 ou encore @ = +1 ou 3 =4.

(a* —1)(B —4) + 4Bz + 622

D=l I i et (@ + P
o 45 + 6x 4B L
S GrY @ e By TP

o (a* —1)(B —4) + 48z + 622
2>ﬂ_4'i1§6 a2(B+2)x + (a2 + (§2)x2
16 + 62 8 1

=i = —Sca=d—.
praay) 6a? + (a2 +16)z 302 «

&

En résumé, il y a exactement 4 solutions possibles, a savoir :

(@, B) = (1, -4) ou (j:%,él) .
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20+ 7 siz>0
(4.78) gof x2 si—vV3<x<0
202 4+1 siz<—V3
20+4 sixz >3
x4+ 3 si0<z<3
x? six <O0.
4.79) a<b= f(a) < f(b) = go f(a) < go f(b).
280 a<b= fa)> f(b) = go fa) < go f(b).
Puisque f~! = f, toutes les fonctions f : R — R cherchées sont celles
dont la courbe C' est symétrique par rapport a la premiere bissectrice.

4.82] Raisonnons par I'absurde et supposons que f ne s’annule pas en un
point a de R. Alors, f(a) > 0 et, puisque f est impaire, f(—a) = —f(a) < 0
ce qui est impossible car par définition f est non négative. D’ou contradiction.

4.83] 1) Raisonnons par I'absurde et supposons que la fonction f est crois-
sante. Puisque C n’est pas la premiere bissectrice, il existe au moins un @ € R
tel que f(a) # a; ce qui est impossible car

fla) <a=a=f(f(a)) < fla) et f(a) >a=a=f(f(a)) > f(a)

D’ou contradiction.

2) La fonction f est injective car

J(@) = F(6) = a= f(f(@) = F(f(B) = b.

Une fonction continue et injective est strictement monotone et donc, d’apres 1),
elle est strictement décroissante.

six#0
0 siz=0.

3) Prendre f(z) =

4.84] Rappel : L’image du point (r,s) par la symétrie de centre Q est
(2a —7,2b— s).

Pour que la courbe C' admette €2 pour centre de symétrie il faut et il suffit que
pour tout © € R : f(2a—x) = 2b— f(x). Par conséquent il nous faut démontrer

g impaire & Vz € R : f(2a —x) =2b— f(x).
En effet, si g est impaire, on a pour tout x € R :
fRa—2)=f((~z+a)+a)=g(-z+a)+b=—g(z—a)+b
=—(f(z)—b) +b=2b— f(x).
Réciproquement, pour tout t € R :

g(—t):f(a—t)—b:f(2a—(t+a))—b
=2b—f(t+a)—b=b—f(t+a)=—g(t).
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Rappel : L’image du point (r, s) par la symétrie d’axe x = a est (2a—r, s).
Pour que la courbe C' admette la droite x = a pour axe de symétrie il faut et
il suffit que pour tout z € R : f(2a — z) = f(z). Par conséquent il nous faut
démontrer

g paire = Vax eR: f(2a —z) = f(z).

En effet, si g est paire, on a pour tout € R :
fRa—z)=f(a+(a—1)) =gla—2)=g(x—a)= f(z).

Réciproquement, pour tout t € R :
g(=t) = fla—t) = f(2a— (t +a)) = f(t +a) = g(t).

4.86] Puisque wfﬁ =y&eyr? —2x+25y=0,ona
11
I =|—=,-].
ytng = |5.3]
2) Non. Pour 0 < |y| < £, I'équation f(z) = y admet exactement deux solu-

tions.

Puisque pour tout y € 0, 1], ’équation v/1 — 22 = y admet une et une
seule solution dans |—1,0[, & savoir : x = —4/1 — y?, la fonction f est bijective.
Sa fonction réciproque est f~1(y) = —/1 — y2.
4.88] Puisque pour tout y € ]0, o0 :

e’ +2

e*[l)

la fonction f est bijective. De plus, f~!(y) = In (=14 /T +y).
Puisque pour tout y € R :

zy(:)eQx—FQex—y:O(:)x:ln(—l—&—\/1+y>,

e — 4

el

Y PTTE
ARV/RAC

:y@(ex)2—yez—420©ew

241
@$:m<zig§i£>,

la fonction f est bijective. De plus, f~1(y) = 1n(y+7 \/15‘2*‘16)

Puisque que pour tout > 0 : f(z) = 15_%, la fonction f est stricte-
ment croissante. Comme de plus f est continue, f(0) =1let lim f(z) = +oo,
on almf=/1,4o00]. e

La fonction f est donc bijective. Sa fonction réciproque est

IRV y+ Y%+ 8y
f (y)—ln<f>.
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En constatant que pour tout z € R : [f(z)] = [2] et [g(z)] = [z], on
vérifie facilement que pour tout x € R : go f(x) = = et fog(x) = z. Par
conséquent g = f1.

Soit y € R. Alors,
fFlly) = oy=—f2)=f(-o) s =—f"'(y).

La fonction réciproque f~! est donc aussi impaire.
Soit |z| < 1. Alors,
s . 37
) < Arcsinz + Arccosz < >
et

sin(Arcsin z + Arccosz) = 2% + sin(Arccos z) cos(Arcsin z)

=224+ V1—a22y/1—-22=1.

Par conséquent, 'unique possibilité est Arcsinz + Arccosz = 7.

Soit x € R et posons a = Arctgx et b = Arccotgz. Alors, puisque
tga = cotgb :

—g<a+b:f+lm<37T keZ.

2 2
T
Par conséquent, 'unique possibilité est Arctgax + Arccotgx = 5

Soit || < 1 et posons x = sinf avec |0 < . Alors,

Arcsin (23:\/ 1- a:2> = Arcsin(sin 26)

[ 1
o i _r_T —m —2Arcsine six € —17——}
™ — 20 5106[ 5’ 4} i /2
1 1
=20 sife [-g,%} = {2 Arcsinzx six e -—E7E:|
. m™ T B 1
m—20 sifc [175] m—2Arcsinz siz € —71}
V2

Soit x| < . Alors,

s
—o size|[-2.0]
x siz { 5

Arcsin /1 — cos? x = Arcsin |sinz| = 71-}

T sixz € [0,

N

Soit |z| < 7. Alors,

1 —= siz €l —m,0)
Arctg Do Arctg ‘tg f‘ =
1+ cosx 2

x
2
T

5 size[0,m].
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Soit x € [0, 27]. Alors,

siz € [0,

|8

. 1—cosx .
Arcsin — = Arcsin

sin

N8

w—g si z € [, 27].

Puisque pour tout z € R :

1+ costz —sin*z 1+ cos2x
5 = 5 = |cosz|,

on a
o
T si0<z < —
2
T <
T—x si-<z<m
1+ costz —sin*z 2
Arccos = Arccos |cos x| =
9 37
r—nm sit<z< —
2
2r—x si — <x <21

Soit x € [0, x]. Alors,

room
2 iz e |0, —}
x siz € (0,7
m—2x sixzé€ %,g]
Arccos |cos® z — sin? z| = Arccos |cos2z| = "1 37
20—  siz € |-, —
201
3
2r —2x six € Zﬂ-ﬂr} .
4.101) Soit |x| <1 et posons z = sin @ avec || < Z. Alors,
2
Arccos (1 — 22%) = Arccos (cos 26)
) ™
—20 sife€ [_5’0} —2Arcsinz  six € [—1,0] .
= = ) i = 2 Arcsin |z .
20 sife [0 Z] 2Arcsinz  siz € [0,1]
2

4.102] Soit x € R et posons z = tg# avec 0] < . Alors,

2 1— a2
Arcsin (1 _:;2> + Arccos (Ti2> = Arcsin (sin 20) 4+ Arccos (cos 20)
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. 1T
—7 — 46 8106_—5,—1}
ro
o siee_—z,o}
M ™
49 siQE_O,ﬂ
rm
™ 8196_1,5{.

Par conséquent Arcsin (13;2) + Arccos (}jriz) =0<ze[-1,0].

4.103] Supposons que x # 0 est solution de ’équation a résoudre. Alors,

Arcsin 2z — Arcsin V3 z = Arcsinz

243

=21 -322 - V31422 =1 =4(1-32%) = <1+\/§\/1—4x2)2

=V1-422=0.
Finalement Arcsin 22 — Arcsin v/3z = Arcsinz < x = :I:% ou0.
Arcsin \/m = Arccos z
& /br — Tx? = sin (Arccos ) = V1-—2a2?

Shr—T?P=1-2>0&2z== ou

)

W
N |

1
4.105) Arctg (1 —2x) — Arctg (x + 5) = g

1
& Arctg (1 —2x) = g + Arctg ((E + 5)

1 1
@1—2x:tg(z+Arctg<x+—>>:— 1@;10::&@.
2 T+

2 5 2
4.106) Posons x =sint avec |t| < Z. Alors, pour tout |z] < % :
21 — 22 2sintcost
Arctg [ ———— | = Arctg | ————— | = Arctg(tg 2t
g( 1— 242 ) g(1—2sin2t) B(tg 2)

=2t = 2 Arcsinz .

Par conséquent la fonction f sera continue en 0 si et seulement si
Arcsinz

a=2lim ——— =
x—0 X

zln4
Inx

4108) 2> -2 41=(2"-1) sz =0.
In6

1 2
4.1 Z(2%)" — 2% _3 = 92z _ -
4( ) 3=0& 6 r=1

o Inz=3Ind =n4® < 2 = 64.

4107) = > 0. g = log, 47 =
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24?2 =13
i | © Y
Inz? +Iny? =2In6

22 +y? =13 s
(:){ z%y? = 36 & (2%,y%) = (4,9) ou (9,4).
Rappel : 2% et y? sont les deux racines de I'équation t? — 13t + 36 = 0.

¥ =y 9 27
4.111 T,y > 0. { 1.3 — y2 A ('/'U7y) = (17 1) ou <Z7 g)

4.112] En effet, soit z € R. Alors, il existe une suite (a,,) de rationnels et une
suite (b,) d’irrationnels qui convergent toutes les deux vers . Mais, comme

lim fla,)=a#b= lm f(b,),

n—-+o0o n—-+4oo

la fonction est dicontinue en z.

-1 si|z] <1
) . " —1 0 siz=1
4.113] Puisque lim — = . .
n—+oo 72" + 1 n’existe pas six = —1
0 si |z > 1,

la fonction f est discontinue aux points |z| = 1 et continue ailleurs.

cos" ¢ _{ 1 siz=km, keZ

-4.114 Puisque lim
e 0 siz#kr, keZ

—+oo 1+ sin®” x

™ .
cos2™ ¢ 5 siz=Fkm, keZ
n—+o0 1 4+ sin’" x

on peut écrire Arcsin ( lim
0 siz#kn keZ.

La fonction f est donc discontinue aux points k7 avec k € Z et continue ailleurs.

4.115/ Pour commencer, supposons que x est irrationnel. Alors, puisque pour
tout entier m > 0 : mlz ¢ Z et lil}rl cos®(mlmx) = 0 car |cos(m!mrz)| < 1,
n—-+oo

on a
f(x)= lim lim cos®(mlrz) =0.
m——+00 n—-+0oo
Supposons a présent que x est rationnel. Alors, il existe p € Z et ¢ € N* tels

que r = %. Ainsi, pour tout entier m > q : mlx € Z et

lim cos®(m!mz) =1 car |cos(m! )| = 1.
n—-+4oo

Par conséquent f(x) = lirJIrl lirJIrl cos?™(
m—+00 N——1T00

{0 siz ¢ Q

mlrz) = 1. On a ainsi démontré
€Tr) =
/(@) 1 sizeQ.

D’apres I'exercice 4.112, on sait que cette fonction est discontinue en chacun
de ses points.
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4.116] Puisque

0 si0<z<2
. 22 (1 4 sin? ) 2v2 sixz=2 77
f(x)_n_{&loo Vr2m +22n |a? six>2etx7é§+k7r,k€N*

222 six:g—&—lm,keN*,

la fonction f est discontinue aux points x = 2 et x = 5 + k7 avec k € N* et
continue ailleurs.

4.117] Puisque

0 si0<zx<d
125 . 5
S — siz=
J@) =4 V2
3 six>betax#knm

2k373 six=km k>1

la fonction est donc discontinue aux points z = 5 et x = km avec k € N*\ {1}
et continue ailleurs.

4.118] Puisque

—x? siz<—1
—(n+ 122 si—<z< l,neN*
flz) = 0 six =

5 1 1 .

nr si <zx<-—,neN
n+1 n
0 siz>1,
la fonction f est discontinue en tout point |z| = % avec n € N* et continue

ailleurs.

4.119] Pour commencer, supposons que z # . Alors, il existe une suite (ay,)
de rationnels et une suite (bn) irrationnels qui convergent toutes les deux vers
x. Mais, comme lim f(a,) = 1—2 # z = lim f(b,), la fonction f est
discontinue en . noee

Pour la continuité en 1, il suffit de constater que |f(z) — 1| = |z — 3|.

1 L
4.120] D’une part, Vo < 0: ’— e @°
x

D’autre part, la fonction sinus étant bornée,

<l|z| = liI(I)lif(ﬁ) =0.

COS™
li = li i =0.
i 1) = i s ()

Par conséquent lin% f(x) =0= f(0). Autrement dit, la fonction f est continue
rT—

en 0.
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1 1
4.121] Non. Car lirf fl——= | =0#1= lim f< )

(g + 2n7r>2 et \ (2nm) ’

4.122] 1) a # 1. Ce cas est a exclure car

lim <x2 <\/1+i4—a> —b—i—l_L;(cx)) = 0.
T— 00 X x

2) a=1. lirr%)f(x)zl—b—i—%et

, , 1 1-— cos(cx))
lim z) = lim 7—17-’—7 =—b.
wﬂoof( ) wﬂoo(,/ig4+]_-|—$2 x2

Par conséquent la fonction f est continue en 0 et lim f(x) = —3 si et seulement
sia=1,b=3et |¢] =2. e

4.123] Raisonnons par l'absurde et supposons que lir(r)l+ d(e) #0.
E—

Alors, d’une part, il existe un nombre 5 > 0 et une suite (ek) d’éléments de R}
qui converge vers 0 tels que pour tout entier k£ > 0 : (5(5;€) > (. D’autre part,
la fonction f n’étant pas localement constante au voisinage du point a, il existe
une suite (an) d’éléments de E \ {a} qui converge vers a et telle que pour tout
neN: f(an) # (. Ainsi, il existe un entier m > 0 tel que 0 < |a,, — a| < 3; ce
qui entraine que pour tout entier £ > 0: 0 < |a,, —a| < 4 < 6(€;€) ou encore,
d’apres la propriété que vérifie la fonction 6, | f (am) — €| < k. Par conséquent,

puisque . lim e =0, on doit avoir f(a,,) = ¢. D’ou contradiction.
— 400

x? —2x si —1<z<0
—z% 4 2z si0<az <1,

4.124] Puisque f(z) = {

la fonction f est continue. Elle atteint donc ses extrema et on a

_min () = fO)=0et max f(@)=f(~1)=3.

4.125] Puisque les deux fonctions f,g : [a,b] — R sont continues, les trois
fonctions f, g et f+4g atteignent leur maximum. Ainsi, si f atteint son maximum
au point ¢ de [a, b], on peut écrire

1 < <
argggbf (z) + agl;rglbg(x) < fle)+g(c) < Jnax,

(f(@) +g(x)) .

4.126] En effet, soit « # 0. Alors, pour tout entier n > 0 : f (%) < f(=).
Ainsi, en utilisant la continuité de la fonction f en 0, on obtient, par passage a
la limite, que

fO)= tim_f(Z) < f(a).

n—-+o0o
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4.127) Puisque la fonction f : [a,b] — R est continue, il existe d € [a, b] pour
lequel
fld) = min f(z).
1) Sia < d < b, il suffit de prendre ¢ = d.

2) Si d = a. Puisque f admet un maximum local en a, il existe 0 < 6 < b —a
tel que pour tout = € [a, a+ 6], la fonction f est constante. Dans ce cas, on
peut prendre ¢ = a + g.

3) Si d = b. Puisque f admet un maximum local en b, il existe 0 < § < b—a

tel que pour tout x € [b— 4, b], la fonction f est constante. Dans ce cas, on
peut prendre ¢ = b — %.

4.128] Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons que la fonction f :
[a,b] — R n’est pas continue au point ¢ de [a,b]. Ainsi la fonction f étant
croissante, on obtient, en posant

f(a) sic=a
B= lim f(z)= sup f(z) sic#a
T z€la,c|

et

7:{ Jm f@)= inf f(z) sic#b
f(b) sic=b,

que f(a) < B <~y < f(b) et (]8,7[NImf) C {f(c)}; ce qui est impossible car
Imf = [f(a), f(b)]. D’ott contradiction.

4.129] 1) Si f est monotone, I'inégalité est évidente. Montrons a présent la
réciproque. Pour commencer, on va démontrer le résultat pour I = [a, b].

la) Si f(a) = f(b), on a pour tout ¢ € [a,b] : f(t) = f(a). Autrement dit, f est
constante.

1b) Maintenant, on va supposer que f(a) # f(b). Pour simplifier la démons-
tration, on va faire '’hypotheése supplémentaire que f(a) < f(b) (Lautre cas
s’obtient en remplagant f par —f) et montrons que f est croissante. En effet,
soita<e<d<b Alors,siu=coud:

(fu) = f(@)(f(w) — f(b)) <0et f(a) < f(b) = f(u) < f(b);
ce qui entraine, puisque (f(d) — f(c))(f(d) — f(b)) <0, f(c) < f(d).

Supposons a présent que I est un intervalle quelconque et montrons que la
fonction f est monotone. Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons
que f ne Dest pas. Alors, il existe quatre éléments a; < by et as < by de [
tels que f(a1) < f(b1) et f(az) > f(b2); ce qui est impossible, car en posant
a = min {ay,as} et b= max{by, by}, d’aprés 1), f est monotone sur [a, b]. D’olt
contradiction.
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2) En effet, d’aprés 1), si f n’est pas monotone, il existe trois éléments r < s < t
de I pour lesquels on a

(f(s) = (1) (f(s) = f(}) > 0.

Pour commencer, on va démontrer que la fonction f : [a,b] — R est
injective. Pour cela, on va raisonner par l'absurde et supposer qu’il existe deux
éléments ¢ < d de [a,b] pour lesquels f(c) = f(d). Puisque la fonction f est
continue, il existe deux éléments r, s de [c, d] tels que

= 1 t = .
flr)= min f(z) et f(s) = max f(z)
La fonction f n’admettant pas d’extremum local dans Ja, b[, on a que f(r) #
f(s). Comme de plus f(c) = f(d), on doit obligatoirement avoir ¢ < r < d ou
¢ < s < d. D’ou contradiction.
La fonction f : [a, b] — R étant & la fois injective et continue, elle est strictement
monotone.

4.131] En effet, soit a € R. Alors, il existe une suite (a,) de rationnels qui
converge vers a. Comme les deux fonctions f et g sont continues en a et égales
sur les rationnels, on peut écrire

fla) = lim f(an)= lim g(an)=g(a).

n—-+o0o n—-+o0o

4.132) La fonction f : [0, +oo[ — R définie par f(z) =25+ 23 + 2+ o — 1
est continue et strictement croissante (somme d’une constante et de 4 fonc-

tions continues et strictement croissantes). Comme de plus, f(0) = —1 et
lirf f(z) = 400, le théoréme de la valeur intermédiaire nous permet de
xTr— o0

conclure que la fonction f admet une et une seule racine réelle

4.133] La fonction f : R — R définie par f(z) = 527 + 32° + 102 — 3
est continue et strictement croissante (somme d’une constante et de 3 fonc-

tions continues et strictement croissantes). Comme de plus, f(0) = —3 et
liIJP () = 400, le théoreme de la valeur intermédiaire nous permet de
r—1T00

conclure que la fonction f admet une et une seule racine réelle et que celle-ci
est positive.

4.134] Puisque pour tout «, 8 € R, la fonction f, g: R — R définie par
fap(r)=a?® + o+

est continue et strictement croissante, le théoreme de la valeur intermédiaire
dit que fo 3 s’annule une et une seule fois dans [0, 1] si et seulement si

fap(0)=p<0et fas(l)=a*+1+5>0.
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4.135) Puisque pour tout a € R, la fonction f, : [0, +o0[ — R définie par
fa(z) =2° + V2 — @

est continue et strictement croissante, le théoreme de la valeur intermédiaire
dit que f, s’annule une et une seule fois dans [0, 1] si et seulement si

fa(0)=—a<0et fo(l)=2—a >0
ou encore 0 < a < 2.

4.136] En effet, soit y € R. Puisque lim+f(ac) = —o00 et liril f(z) = +o0, il

existe deux éléments ¢ < d de ]a, b tels que f(c) <y < f(d). Comme de plus,
la fonction f : Ja,b] — R est continue, le théoréme de la valeur intermédiaire
dit qu’elle prend toute valeur comprise f(c) et f(d).

4.137) Puisque la fonction f : [0,5] — R est continue, on sait qu’elle atteint
son minimum m, son maximum M et Im f = [m, M]. Ainsi, en constatant que

m < 13f(0);r724f(5)

<M,

I . 4 13 f(0)+24 f(5
il existe au moins un élément « de [0, 5] pour lequel M = f(w).

4.138] Désignons par P(z) = anz™+- -+ a1x + ap un tel polynéme et posons
v = IZ_ZI Puisque
lim P(z)=—yocet lim P(x)=~oo,
Tr——00 r——+00

il existe a,b € R tels que P(a) < 0 < P(b). Comme de plus la fonction polyno-
miale P : R — R définie par le polynéme P(x) est continue, le théoréme de la
valeur intémédiaire dit qu’elle prend toute valeur comprise entre P(a) et P(b).
Autrement dit, le polynéme P(z) s’annule au moins une fois dans l'intervalle
ouvert |a, b|.

Soit g : [0,1] — R la fonction continue définie par g(z) = f(z + 1) —
f(@).

En constatant que g(0) = f(1)— f(0) = —(f(2)—f(1)) = —g(1), le théoréeme de
la valeur intémédiaire nous permet d’affirmer qu’il existe au moins un élément
a de [0,1] pour lequel g(ar) = 0 ou encore f(a) = f(a+ 1).

4.140) Soit o > 0 et h: [0,1] — R la fonction continue définie par
h(z) = f(z) — ag(z)
Puisque h(0) = —a < 0 < 1 = h(1), le théoreme de la valeur intémédiaire

nous permet d’affirmer qu’il existe au moins un élément z,, de [0, 1] pour lequel
h(zo) = 0 ou encore f(zq) = @ g(za)-
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Soit h : [a, b] — R la fonction continue définie par h(z) = f(z) — g(x).
Etant donné que h(a) = a — g(a) < 0 < b — g(b) = h(b), le théoreme de la
valeur intémédiaire nous permet d’affirmer qu’il existe au moins un élément c
de [a, b] pour lequel h(c) = 0 ou encore f(c) = g(c).

Soit h : [0,1] — ]—00,0][ la fonction définie par h(x) = f(z) — g(x).
Puisque la fonction h est continue, elle atteint son maximum en un point a de
[0,1] et I'on peut écrire que pour tout x € [0, 1] :

h(z) < (nax h(t) = h(a) <O0.

11 suffit donc de prendre ¢ = @

4.143] 1l résulte des hypotheses que pour tout z € [0,1] :

fl@) = [f(z) = fO)] > |a| =

ce qui entraine, entre autres, que f(1) = 1. Il reste & montrer que pour tout
a€10,1[: f(a) = a. En effet, f(a) >aet 1 — f(a) =|f(1) = fla)| > 1 —a| =
1 —a ou encore f(a) < a.

1) Puisque f(b) < b, E = {z € [a,b] : f(z) < x} # 0 et posons
¢ = inf E. Pour montrer que f(c) = ¢, il nous suffit d’éliminer les deux autres
cas, a savoir : f(c) < cet f(c) > c. En effet,

la) f(c) < e. Soit z € |f(c),c[. Alors, de la définition de ¢ et du fait que la
fonction f est croissante, on peut écrire que f(c) > f(x) >z > f(c); ce qui est
absurde. Ce cas est donc a rejeter.

1b) f(c¢) > c¢. Puisque la fonction f est croissante, on a que pour tout
z € e, f(o)] : f(z) = f(c) > x. Par conséquent E N [c, f(c)[ = 0; ce qui
est en contradiction avec la définition de c.

2) 1l peut étre faux. Contre-exemple :

fz) =

== N =
=

Puisque la fonction f : [a, b] — [c, d] est surjective et que ¢ < a < b < d,
il existe r,s € [a,b] tels que f(r) = a et f(s) = b. Considérons & présent, la
fonction continue g : [a, b] — R définie par g(z) = f(z)—x. Ainsi, en constatant
que g(r) =a—1r <0 < b—s = g(s), le théoreme de la valeur intémédiaire
nous permet d’affirmer qu’il existe au moins un élément v de [a, b] pour lequel
g(v) = 0 ou encore f(v) =v.

4.146) Soit g: [0, 2] — R la fonction continue définie par
9 2

1

g(x)=f<x+§) — f(z) —2.
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Puisque ¢(0) = f (%) -2 =—g (%), le théoreme de la valeur intémédiaire
nous permet d’affirmer qu’il existe au moins un élément ¢ de [0, %} pour lequel
g(c) =0 ou encore f (c+3) — f(c) =2.

4.147) La fonction g : [a,b] — R étant continue, il existe 7, s € [a, b] tels que

= min g(t) et — t)
g(r) alggbg()e g(s) argg%(bg(),

ce qui entraine, puisque Im f C Im g, que pour tout = € [a, b] :
g(r) < fz) <g(s).

Ainsi, en désignant par h : [a,b] — R la fonction continue définie par

on obtient que h(r) = g(r) — f(r) <0 < g(s)— f(s) = h(s); ce qui nous permet
de conclure, grace au théoreme de la valeur intermédiaire, qu’il existe au moins
un élément ¢ de [a, b] pour lequel h(c) = 0 ou encore f(c) = g(c).

4.148] En effet, pour tout couple d’éléments x,y de [0 1] :

!

22—y _ (@+y)

1

5@ = 16| = ¢ <5

4.149) 1) Emzistence. Considérons la fonction g : [a,b] — R définie par g(z) =
f(z) — z. La fonction f : [a,b] — [a,b] étant k-contractante, elle est continue.
Par conséquent la fonction g ’est aussi et comme de plus

g(b) = f(b) =b <0< f(a) —a=gla),

le théoreme de la valeur intémédiaire nous permet d’affirmer qu’il existe au
moins un élément c¢ de [a,b] pour lequel g(c) = 0 ou encore f(c) = c.

Unicité. Raisonnons par 'absurde et supposons que ¢ # co sont deux points
fixes de la fonction f. Alors,

‘Cl —02’ = ‘f(Cl) — f(CQ)’ < k‘Cl —02’ < ‘Cl —02’ .

D’ou contradiction.

2) Puisque pour tout p > 1 :

‘a:p—xp_ll = ’f(a:p_l) — f(a:p_g)’ < k’xp_l—a:p_g‘ <...< kp_llf(:co)—xo

)

on obtient que pour tout couple d’entiers m >n > 1 :
|xm - xn| S |(xm - xm—l)| +-- 4+ |33n+1 - xn|

< (K7 K o) — 0] < T | Flao) — o).
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3) Il résulte de 2) que la suite (acn) est de Cauchy, donc convergente et désignons
par d sa limite. Comme de plus f est continue et a < d < b, on peut écrire

4= A e = B wn = Dip () = 74).

L’unicité du point fixe, nous permet de conclure que ¢ = d.
4) Soit n € N* fixé. Alors, en utilisant 2) et 3), on a

k’ﬂ
— = 1 — < — .
|(En C| mllggoo |$m $n| —1-k ‘f(l'o) :EO‘
4.150) 1) En effet, pour tout = € [0, 3] :
1 3\ 25 25
0<1< f(x) 4<x 2) +16_16<3

2) Pour tout couple d’éléments z,y de [0, 3] :

7@~ f@)| = gl —vlB—z—3l < Flr—yl.

3) La fonction f : [0,3] — [0,3] étant 3-contractante, elle admet un unique

point fixe ¢ (exercice précédent). Alors, ¢ € [0,3] et ¢ + ¢ — 4 = 0 ou encore
¢ = —1+V17
R

4.151) En effet, soit = € [a — a, a + a]. Alors,

|£(@) = a| = |(f(2) = F(a)) + (f(a) — a)|
< [f(@) = f(@)] + |f(a) — a| < Klz —a| + | f(a) — a| < ka + |f(a) o] = a.

Remarque : La fonction f admet un unique point fixe et ce point fixe appartient
ale—a,a+al

4.152] 1) La continuité de la fonction f : [0, +00[ — R nous permet d’écrire
(4.152) p
‘f(())’: lim ’f(a:)‘g li%1+a::O:>f(O)=O.

r—0+
2) Soit 0 <a <betg:[a,b] — [0,1]la fonction définie par g(z) = *—
fonction étant continue, il existe un élément ¢ de [a, b] pour lequel

g(c) = argggbg(x) .

. . _ 14g(ce)

Puisque 0 < g(c) < 1, il suffit de prendre p = =%,

3) D’une maniére générale, il est faux. Comme contre-exemple, prenons f(z) =
sinz. Si un tel p € ]0, 1] existait, on aurait que pour tout z € 10,1 :

sinz = [sinx| < pz ;

- . . sinz . -
ce qui impliquerait 1 = 111%1+ —— < p<1.D’ou contradiction.
xr— €T
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Cette fonction est continue sur [0,1] donc uniformément continue.
Par contre, elle n’est lipschitzienne. En effet, pour tout entier £ > 0 et tout
€0, %[ |f(z) = f(0)] = Vo> ka.

Pour commencer, on va supposer que la fonction f est uniformément
continue et soit (a,) une suite d’éléments de Ja, b[ qui converge vers a. Alors,
la suite des images ( f (an)) est de Cauchy, donc convergente. Par conséquent
zlirng f(x) existe. De méme pour zligl— fx).

Montrons a présent la réciproque. Puisque les deux limites existent, elle peut
étre prolongeée de maniére continue a [a, b] en posant

fla)= lim f(z)et f(b) = Tim f(x).

r—a+

Ce prolongement étant uniformément continue sur [a, b, la fonction f est uni-

formément continue sur ]a, b[.

4.155/ Puisque liI(IJlJr f(x) = 0, la fonction f peut donc étre prolongée par
Tr—

continuité sur tout 'intervalle fermé [0, 1]. Par conséquent elle est uniformément
continue sur |0, 1].

Reste & montrer qu’elle 'est aussi sur [1, +o00[. En effet, pour tout z,y > 1 :

|[f(2) = fly)| =

1 1 1
(x —y)sin— 4y | sin — —sin —
x x y

<z —y|+ |yl

1 1’
Sin — — S1n —
x y
11
<|x—y|+|y|‘———‘<2lx—y|~
oy

4.156) 1) En effet, pour tout couple d’éléments z,y de |a, +oo] :

F@) — ) =2 < Ly

Ty a2
2) Puisque li%l % = +00, I’exercice précédent nous permet de dire qu’elle n’est
x—0+
pas uniformément continue sur |0, 4+o0l.

4.157) La fonction f : [0,+00[ — R étant uniformément continue, il existe
0 > 0 tel que pour tout couple d’éléments z,y de [0, +oo[ vérifiant |z —y| < 0 :
|f(x) — f(y)| <15 ce qui entraine que pour tout entier n > 1 :

|£(n8) = F(O)] < [f(nd) = F((n = DO)| + -+ [f(8) — FO)] <.

Soit @ € [0, +oo] et posons m = [£]. Alors, 0 <z —mé < § et

|f(@)| < [f(@) = fF(md)] + | f(md) — f(0)] + [ £(0)]
<L+m|fO)] <5+ 1+ |f0)]).

Par conséquent, il suffit de poser a =1 et B =1+ ‘f(O)’
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Soit € > 0.
1) lim f(x)=£2:>5|ﬂ>at.q.Vt2ﬂ:‘f(t)—ﬁg‘SZ

= Vay 2 8 |f@) - f)] <

2) Puisque lim+ f(z) = ¢4, la fonction f peut étre prolongée par continuité a
r—a

N ™

droite en a; ce qui entraine que f est uniformément continue sur ]a, 3] et
qu’il existe un nombre § > 0 tel que pour tout z,y € Ja, 3] avec |z —y| < 4§ :

[f@) = f)] < 5.

3)Pourtout a <z < g <yavecy—xz<d:

F@) = 1@)] < |1@) = £@)| + 1) - £3)] <.

Par conséquent la fonction f est uniforment continue.

Remarque : Ce résultat reste valable si on remplace ]a, +oo[ par |—oo,b[ ou
|—00, +00].

4.159] L’ensemble des rationnels non nuls Q*.
4.160] Soit g : R — R la fonction auxiliaire définie par

o) =1 (a3 ) - 1(@).

Puisque g est continue et g(0) = —g (%)7 on sait, d’apres le théoreme de la
valeur intémédiaire, qu'il existe a € [0,Z] tel que g(a) = 0 ou encore f(a) =
Fla+b).

4.161) 1) En effet, soit T' # 0 une période de la fonction f: R — R. Alors,

[flz+T)| = |f(2)].

-1 six<0

2) D’une maniére générale non. Contre-exemple : f(x) = )
1 siz > 0.

4.162] En effet, soit T' > 0 une période de la fonction f : R — R. Alors, pour
tout x e R : f(x) = lil}_l flx+nT) ="

En effet, pour tout x e R: go f(x+T) =go f(z) & f(a+T) = f(x).

4.164) Puisque pour tout z € R : cos?z = %(1 + cos2z) la période de la
fonction cos? est . Comme de plus la fonction Arcsin est bijective, la période
de la fonction composée Arcsin(cosQ) est la méme que celle de cos? donc .

4.165] 1) Soit 7' > 0 une période de la fonction f. Cette fonction étant conti-
nue, elle atteint son minimum m et son maximum M sur [0,7] et

f([0,T7) C [m, M].

Soit a présent x € R. Alors, il existe p € Z pour lequel x = pT + r avec
r € [0,T[; ce qui nous permet d’écrire f(z) = f(pT + 1) = f(r) € [m, M].
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2) D’une maniére générale, ce résultat est faux. Comme contre-exemple, il suffit
de prendre

tgx sia:;éz+k7raveck€Z
2
flx) =

0 six:g—i—kwaveckeZ.

4.166/ Puisque pour tout t € R :

J(t+8) = V2t +T) = [(t+6) = V2 (V2[(t+6) ~ f(t+5)) = f(t+6)
= f(t+6) = V2f(t+5) = —f(t+4),

on peut écrire que pour tout x € R :

flx+8)=—f(z+4) = —f((a:—4)—|—8) zf((a:—4)—|—4) = f(x).
Par conséquent la fonction f admet T'= 8 pour période.

Exemple d’une telle fonction : f(z) = sin (%x)

4.167) 1) La suite (fn) converge uniformément sur ]0,a[ vers la fonction

f=0car pour tout n € N: sup |fu(z)|=a"et lim a™=0.
0<z<a n—+oo

2) Si a =1, la suite (f,) converge simplement vers la fonction f = 0 mais pas
uniformément car pour tout n € N : sup |fn(z)| = 1.
0<z<1

. . 171 .
4.168)/ Puisque pour tout entier n > 0 et tout x € [07 5} :

1 1
< < —
0 (@) < 50+ 5057y

la suite (f,) converge uniformément vers la fonction f : [0, 4] — R définie par
f(z) =0.
4.169) 1) Pour tout z €]0,1[: f(z) = lim fu(x) = lim

n—-+o0o n—-+oo 1
—+
n

T

=1.

2) La convergence n’est pas uniforme car pour tout entier n > 0 :
1 1
- —-1==.

Puisque pour tout entier n > 3 et tout = € [1,3] : for1(z) < fu(z),
la suite (fn) est décroissante. Comme de plus elle converge simplement vers
la fonction continue f : [1,3] — R définie par f(z) = 2z, on sait, d’apres le
théoreme de Dini, que la convergence est uniforme.
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4.171) Soit € > 0. D’une part, la fonction f étant continue sur [a, b], elle est
uniformément continue sur cet intervalle. Par conséquent, il existe un nombre
4 > 0 tel que pour tout couple u,v de [a, b] vérifiant |u —v| < 6 :

|f(u) = f(v)]| <

N ™

D’autre part, R étant archimédien, il existe un entier m > 0 tel que b_w‘l <Jet
posons Ty = a + kb_T“ avec k = 0,...,m. Ainsi, puisque la suite (fn) converge
simplement vers la fonction f, a chaque entier 0 < k < m, on peut associer un
ni € N tel que pour tout n > ny :

€
| fu(r) — flar)| < 3
Finalement, en posant n, = max{ni,...,n,}, on a que pour tout entier 0 <
k<mettout n>n,:
€
| @) — flan)| < 3"

Soit x € [a,b] et n > n.. Alors, il existe un entier 1 < p < m tel que x,_1 <
x < xp et, la fonction f,, étant croissante, on a

fn(w) — f(x) < fn(xp) - f(z) = (fn(fp) - f(xp)) + (f(xp) - f(f)) <e
et
fa(@)=f(2) > fulzp-1)=f(x) = (falzp—1)—f(2p-1))+(f(2p-1)—f(2)) > —&.

Do | () — f(2)] <.
Ce résultat étant valable quel que soit = € [a,b], on a ainsi démontré que pour
tout entier n > n; :

sup |fn(z) — f(z)| < &;

a<z<b
ce qui revient a dire que la convergence est uniforme.
4.172) 1) Soit x € [0, 1]. En constatant que pour tout entier n > 1 :

1
VZ — Po(z) = (VT — Py (2)) (1 -3 (Vz + Pnl(x))> ,
on montre, par un simple raisonnement par récurrence, que pour tout n € N :
0< Py(z) < Poga(z) <z

2) La suite numérique (P, (z)) étant croissante et majorée, elle converge.
De plus, lirf P,(z) = vz . On a ainsi démontré que la suite (Pn) est crois-
n—-+oo

sante et qu’elle converge simplement vers la fonction continue f : [0,1] — R
définie par f(r) = /r; ce qui entraine, grace au théoreme de Dini, que la
convergence est uniforme.

3) 11 suffit de prendre Q,(x) = P,(2?).
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4.173] Soit n € N*. Puisque pour tout € R :
n " n n—
1= (z+4(1-2)) :Z <k> (1 —z)nF
k=0
(formule du binéme de Newton), on peut écrire que pour tout z € [0,1] :
“~ (n n—
1) =3 (3) st - oy,
k=0

Soit € > 0. La fonction f étant continue sur [0, 1], elle est uniformément continue
sur cet intervalle et par conséquent il existe un nombre J. > 0 tel que pour
z,y € [0,1] vérifiant |z — y| < d :

|f(x) = f(y)] <

DO ™

Soit € [0, 1] et posons

k
E_:{kEN:‘——x
n

k
Sés} et E+:{k€N:‘g—x

-5,

2
g%etpourtoutk6E+:Uc7;+?>l.

,on obtient, en utilisant 'inégalité donnée a

Alors, pour tout k € E_ : |f(z) — f (£)

Ainsi, en posant M = max ‘f(t)
, . 0<i<1
I’exercice 5.278, que

) = Balf,2)] < kZ_O (7) ‘fu) -1(%)

€ n\ ke oan—k, 2M oo (PN kg oan—k
< 2 Z (k>ac (1—2) +n252 (k —nx) <k>x (1—1x)
keE_ € keEy
€ M

< = .
*2+2n562

(Ek(]. _ $)nfk

Ce résultat étant valable pour tout z € [0, 1],

M

13
sup |f(93) _Bn(fvx)| < §+W

0<z<1
Finalement, puisque cette inégalité est vraie quel que soit l'entier n > 0, on

peut conclure que la suite des polynémes de Bernstein (By(f, -)) converge
uniformément vers f.

4.174) En effet, soit € > 0 et considérons la fonction auxiliaire g : [0,1] — R
définie par g(t) = f(a + t(b — a)). D’apres D'exercice précédent, on sait qu’il
existe un polynoéme de Bernstein B,,(g, -) tel que

sup |g(t) — Bm(g,t)| <¢.
0<t<1
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1)~ By (0,522 )| <.

D’oti, en posant ¢t = y=*, on a sup
’ a<z<b

T —a
Par conséquent il suffit de prendre P.(z) = B, (g, b—> .
—a
Remarque : Le théoréme d’approximation de Weierstrass revient a dire que
toute fonction continue sur un intervalle fermé borné peut étre approximée, a &
prés, par un polynéme et ceci quel que soit € > 0 ou encore, en prenant € = +

no
qu’elle est la limite uniforme d’une suite de polynomes.

4.175] Soit n € N*. Alors, pour tout x € R* :

2n
2n+1\ .
(a: + 1)2"+1 _ 2041 Z ( k )x

0

~
Il

)

n+1 n
(22 + 1) — a2t nA+ 1y o
> )e
k=0
2n+1
) . . (z+ 1)2n+1 — g2l on 2n +1
ce qui entraine que lim —} = = .
z—>+00 (a:2 + 1) — p2n+2 n+1 n+1
n
2n+1

=2.

im
n—+oo 1+ 1

D’ou lim lim
Loy

n—-4oo \ z—+oo (.7?2 + 1)

Il n’est pas possible d’intervertir les deux limites. En effet, soit 2 € ]0, +o0.
Alors, pour tout entier n > 1 :

(z+ 1)2n+1 — x2"+1>

2n+1
(z+ 1)2n+1 gt 17 (a: + 1) (z+ 1)2n+1

(2® + 1)n+1 — g2 . ( 22 )nH (22 + 1)n+1
2+ 1

. I~ 2n+1
B | z+1 m 2z \"
B 22 \"Tha?+1 22 +1
I
2 +1

nt+l  optl
Dot Tim EHD) 9”

n—-+o0o ($2 + 1)n+1 — p2n+2
4.176] Rappels :
Inn! In%

Int n
Vﬁ€]07+oo[:tiir+noo;—520etVn>1:T > =2 (ex. 2.115).

= +o0.

Soit x € |1, +o00[. Puisque, pour tout n € N* :

n

> lnk

0< Inn! _ k=1 < nlnn _ Inn

ne ne - nT nr—1 ’
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on a

. . Inn!
lim lim =
n—+oon—+oo nT

|
Dot lim ( lim hm') -0

rz—1+ \ n—+4oo0 nNnT

Il n’est pas possible d’intervertir les deux limites. En effet, puisque pour tout

entier n > 1 :
Inn!  Inn!

im = —
z—1+ n¥ n
. . Inn!
ona lim lim = +o00.
n—-+oo \z—1+ n<%

En effet,
fla)= lim fy(a)= lim (lim fn(ac))

n—-+o0o n—-+4oo \r—a

et, f étant continue en a,

f(a) = lim f(z) = nm< lim fn(a:)>.

r—a r—a \ n—+oo

4.178] Puisque pour tout x € R* :

. xr
n n Sin ————
1 . x . k(k+1)
lim — sin ——— = lim
e LM e A Ty
k(k+1)
2 1 " /1 1 1
pr— —_— —_—— — :]_——
;k(k+1) ;(k k+1> n+1’

1
ona lim lim —

- T
S sin—L 1.
n——+ocox—0 I Pt k(k + ].)
4.179) Pour tout entier n > 0 :

n2
T, =n? max 2"(1 —2)" = —.
0<z<1 4n

x 1
Ainsi, puisque lim ntl —,ona lim z,=0.
n—-+o0o Ty, 4 n—-+o0o
4.180) 1) Puisque Im f C [0,1] et g = 1, par un simple raisonnement par
récurrence, on montre que la suite (xn) est décroissante et minorée par 0. Elle
est donc convergente.

2) Posons a = lim z,. Alors a > 0 et en utilisant la continuité de la fonc-

n—-+4oo

tion f, on peut écrire que a = af(a); ce qui entraine que a = 0 car f(a) # 1.
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3) Pour tout n € N* : Zn: ap(1— f(zr)) = zn: (zk — Thy1) = To — Tny1. Dol
k=0 k=0
+oo
Z(Ek(l — f(ka)) =1.
k=0

Soit £ > 0.
lim (f(t+1)—f(t) =¢

t——+oo

=3 A>0tel queVi> A: ]f(t—kl)—f(t)—é\g;

A chaque nombre x > A, on peut associer un élément o, de [A, A+ 1[ et un
entier p, > 0 tels que = o, + p,. Ainsi, pour tout = € [A 4+ 1, +o0] :

|[f(@) = fo) = pal] = | £ (00 + pa) = f(00) — pal]

=) (flow+k) = flop +k—1) =)

k=1

Px
<D |flow+8) = flow+ = 1) =€) < p. =
k=1

ce qui entraine, puisque 1 < p, <z, que
[F(@) — 2t = |(f(2) — (02) = pol) + (F(02) + ol — 0)]
< |f(@) = flow) = pel| + | f(00) = (z — pa)]
< pos + |£(00) = 0ul] < 72+ |f(00) — 0ul]
ou encore

‘f(x)_€‘< M+(A+1) avec M = max |f(t)].
— = A<t<A+1

+

DO ™

T

il existe un nombre B > A + 1 tel

M+(A+1)]¢] e
0 —5— =3

De plus, comme lim
r——+00

que pour tout z € [B,+oo] :
x € [B,+oo[ :

ME(A+DE] _

. Finalement, pour tout
‘M _ g‘ <e
T

4.182] Raisonnons par ’absurde et supposons que cette fonction n’est pas
constante. Alors, il existe deux éléments a, b de R tels que f(a) < f(b). Puisque
la fonction f est continue, on aurait, d’apres le théoréme de la valeur intermé-
diaire,

[f(a), f(b)] CIm f C Z;

ce qui est impossible, car I'intervalle [ fla), f (b)] contient au moins un irration-
nel. D’ou contradiction.
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4.183] Raisonnons par ’absurde et supposons que cette fonction n’est pas
constante. Alors, il existe deux éléments a, b de R tels que f(a) < f(b). Puisque
la fonction f est continue, on aurait, d’apres le théoreme de la valeur intermé-
diaire,

[f(a). f(b)] CImf CQ;
ce qui est impossible, car I'intervalle [ fla), f (b)] contient au moins un irration-
nel. D’ou contradiction.

Pour commencer, supposons que f(0) = 0. Alors, pour tout = € Q :
f@) = f(z+ f(0)) = f(z) f(0) = 0.

Dans la suite, on fera I'hypothese que f(0) = ¢ # 0. Alors, ¢ = f(—c+ f(0)) =
¢ f(—c) ou encore f(—c) =1; ce qui entraine que pour tout entier n > 1 :
f)=f((n=1+f(=c)) =fln—1)=--=f0)=c
et
Flem) = f(=n+ f(=0) = f(-n+ 1) = = [(0) =c.
On a ainsi démontré que pour tout z € Z : f(z) = c.

Montrons a présent que ¢ = 1. En effet, puisque ¢ = § avecp € Z* et ¢ € N* :

c=f(p)=flae) = f((a— e+ f(0)) =cf(lg— 1)) =-- =TT,
on doit obligatoirement avoir ou bien ¢ = —1 ou bien ¢ = 1. Le cas ¢ = —1 est
a éliminer car sinon, on aurait 1 = f(—c) = f(1) =c= —1.

Pour finir, soit a € Q* et posons b = f(a). Alors, il existe un entier m > 0 tel
que mb € Z et de plus

1= f(mb) = f((m—1b+ f(a)) = fla) f((m —1)b) = - = (f(a))".

Par conséquent on doit obligatoirement avoir ou bien f(a) = —1 ou bien
f(a) = 1. Le premier cas est a éliminer car sinon, on aurait

1= £(0) = F(1+ f(a) = f(a) = —1.
Posons x = 0. Alors, pour tout y € R :
fof(y)=y+f(0)+yf(0)=f(0)+y(1+f(0);
ce entraine, puisque 1 + f(0) # 0, que pour tout couple u,v de R :
flw)=fw)=fof(u)=foflv)=u=v.
Autrement dit, la fonction f est injective. Il en résulte que f(0) = 0 (car

fo f(0)= f(0)); ce qui entraine que pour tout y € R : f(x = f(y)) =y. D’ou,
la surjectivité.
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Soit f : R —[0,+oo[ une telle fonction. Alors, pour z = y = 0, on a
4£2(0) = 0 ou encore f(0) = 0; ce qui implique, puisque f > 0, qu’en prenant
y=x,

f2z) =2f(x).
Ainsi, en prenant y = —z, on a 4f(2)f(—2) = —f?(2z) = —4f?(z). Par consé-
quent pour tout € R : f(—x) = — f(z). La fonction f est donc impaire et non
négative. Elle ne peut étre qu’identiquement nulle (ex. 4.82).

4.187] Raisonnons par I’absurde et supposons qu'une telle fonction f existe.

Pour commencer, notons que f est strictement décroissante. En effet, pour tout
z,y>0:

FA(x) 2 fla+y)(f(z) +y) > fla+y)fl) = fl2) > flz+y).
Considérons a présent la suite (vn) définie par

Unt1 = f(oo+ - +uvy,) et vg=1

n
et posons S,, = Z V.
k=0

La fonction f étant strictement décroissante, la suite (vn) I’est aussi tandis que
(Sn) est strictement croissante car elle est la somme de termes positifs. Puisque
pour tout z > 0 :

flz+ f(x))

2 1
£2() 2 flat @) (F@) 4 f@)) > =g < 5

on a que pour tout entier p € N* :

Upi1 _ fot A vt up)  f(Sp1+ f(Sp-1)) -

Up flvo+ -+ vp-1) f(Sp-1)

ce qui entraine que pour tout entier n > 1 : v, < &1 < ... < gatT. Par
conséquent la suite (v,) converge vers 0 et la suite (S,) converge.

)

N =

Posons S = lirf Sp. Alors, puisque la suite (S’n) est strictement croissante
n—-—+0oo

et f strictement décroissante, on a que pour tout n € N* :

Uny1 = f(Sn) > f(5).

Ainsi, f(S5) < liIE vpy1 = 0; ce qui est impossible. D’ou contradiction.
n— o0

4.188] 1) En effet, il suffit de constater que, pour chaque ¢ € N*, il existe,
au plus, un nombre fini de p € Z de sorte que d’une part § €la—vy,a+7] et
d’autre part il y a, au maximum, [%] éléments ¢ € N* vérifiant % > 3.

2) Soit € > 0 et a € R\ Q*. Puisque l'intervalle fermé [a — 1, a + 1] ne contient,

au plus, qu'un nombre fini de rationnels z = § avec p € Z et g € N* vérifiant

% > g, il est possible de choisir un nombre 0 < § < 1 tel que pour tout

x€la—6,a+0d]:|f(z)] <e Dol la continuité de la fonction f sur R\ Q*.
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Supposons a présent que a € Q*. Alors, on peut écrire a d’une fagon unique

sous la forme a = % avec p € Z*, ¢ € N* et pged(p,q) = 1. Par définition,

fla) = %. Par plus, comme il existe une suite (a,) d’éléments de R\ Q* qui

converge vers a et que 0 = lim f(ay,) # f(a), on peut conclure que la fonction
est discontinue sur Q*. nohee

Résultats préliminaires :
f(0) = £(0) + f(0) = 2f(0) = f(0) =0

et pour tout x € R :

0=f(0)= f(z+(—2)) = f(z) + f(~2) = f(~2) = —f(2) .
1) Pour commencer, montrons que la fonction f est continue en 0. En effet,
s0it (2,,) une suite de nombres réels qui converge vers 0; ce qui entraine

que la suite (yn = zn +a) converge vers a. Ainsi, en utilisant la continuité
de la fonction f en a, on peut écrire

m_(f(yn) — f(a)) =0=f(0).

n

Montrons a présent que la fonction f est continue en b. Pour cela, il suffit
de constater que pour tout z € R : [f(z) — f(b)| = |f(z — b)| et d’utiliser
la continuité de la fonction f en 0.

2) Pour tout entier n > 0 :

fn)=fn=1)+f(1) =---=nf(1) et f(=n) = =f(n) = —nf(1).

On a ainsi démontré que pour tout z € Z : f(z) = zf(1).
Montrons ce résultat pour x = § avec p € Z et q € N*. En effet,

pf(1) = f(p) = f<q§> _ qf<§> (@) = fl@) = 2 (1).

Pour finir, supposons que x est irrationnel. Alors, il existe une suite (z,)
de rationnels qui converge vers x. Ainsi, en utilisant la continuité de la

fonction f, on peut écrire f(z) = lirf fz,) = lirf o f(1) =xf(1).

4.190] Sil’on considere R comme un espace vectoriel sur Q, on sait qu’il existe
un ensemble linéairement indépendant maximal {2 de nombres réels contenant
1 et tel que tout = € R peut s’écrire de fagon unique sous la forme

x = Z or(z)T
refd

ou seulement un nombre fini des coefficients rationnels o, (x) sont non nuls.
Soit x,y € R. Puisque

Tty = Zar(a: +y)r = Z(ar(x) + o (y))r,
reQ reQ

on obtient, grace a I'unicité, que pour tout r € Q : o.(z +y) = or(x) + 0 (y).
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En particulier, pour r = 1, on a o1(z + y) = o1(z) + 01(y). Comme de plus
Imo; C Q, il découle de 'exercice précédent que o7 est discontinue partout
(car sinon V¢ € R : 01(t) = t). Par conséquent la fonction f = o1 répond a la
question.

4.191] On sait (corrigé ex. 4.189) que pour tout ¢ € Q : f(t) = t. Reste &
démontrer le résultat pour a € R\ Q. Pour cela, on va éliminer les deux autres
cas possibles, & savoir : f(a) < a et f(a) > a. En effet,

1) fla) <a=3be Qtel que fla) <b<a= b= f(b) < f(a) car f est
croissante ; ce qui est impossible.

2) f(a) >a=3ceQtel que a < c¢< fla) = fla) < f(c) = c car f est
croissante ; ce qui est impossible.

4.192] En prenant y = 0, on a que pour tout x € R : f (%) = w. Par
conséquent, pour tout couple z,y de R :

f(@) + ) :f<x+y> _ fle+y)+£(0)

2 2 2

ou encore f(z) + f(y) = f(z +y) + f(0).
Considérons a présent la fonction auxiliaire g : R — R définie par

g(t) = f(t) = f(0).

Ainsi, en constatant que pour tout couple z,y de R : g(z + y) = g(x) + g(y),
on peut écrire, en utilisant 1’exercice 4.189, que pour tout t € R : g(t) = tg(1).
D’otut le résultat.

1) 0 # £(0) = f(0+0) = f2(0) = f(0) = 1.
2) Soit = € R. Puisque

et

on a bien que f(x) > 0.
3) En effet, soit a € R et (an) une suite qui converge vers a. Alors, la suite

(bn = a—an) converge vers 0. Comme, par hypothese, la fonction f est continue
en 0, on a
f(a)

4) Soit n € N*. Alors,
f)=f((n=1)+1) = fn-Df(1)=--- = (f(1))" = a”
et .
f(=n)= ) =a .
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On a ainsi démontré que pour tout € Z : f(x) = o®. A présent, soit € Q.
Alors, x = % avec p € Z et ¢ € N*. D’ou

o = f(p) = flgz) = f((g—Va+z) = f((g— D) f(z) == (f(x))*

P
ou encore, puisque f(z) >0, f(z) = a? = a”.
Pour finir, supposons que 2 € R et soit (x,,) une suite de rationnels qui converge
vers x. Les deux fonctions f et exp étant continues, on peut écrire que

flz) = lir_~r_1 fzy) = lir_~r_1 exp(z, Ina) = exp(zlna) = a®.

1) 04 £(1) = 2(1) = f(1) = 1.
2) Soit z € R.. Puisque

1= = (o) = £ () ot ) = F(VEVE) = 12 (vE) 2 0,

on a bien que f(x) > 0.
3) En effet, soit a € R% et (an) une suite d’éléments de R} qui converge vers
a. Alors, en utilisant la continuité de la fonction f en 1, on obtient que

Jdim flan) = fla) lim f(Z2) = fla) £(1) = f(a).
4) Considérons la fonction auxiliaire g : R — R définie par g(t) = In f(e').
Cette fonction est continue et de plus, pour tout couple r,s de R : g(r + s) =
g(r) + g(s); ce qui nous permet d’écrire (exercice 4.189) que pour tout ¢t € R :
g(t) = tg(1). Soit z € R%.. Alors, il existe un unique réel ¢ tel que z = e’. Ainsi,
puisque g(t) = lnf(et) =tg(l),on a

fz) = f(et) — eto(1) — (et)g(l) — o
1) £1) = FQ) + £0) = 2(1) = £(1) =0,
Pour tout » € Ry : 0= /(1) = f(3) = f() +f(£> = f(1> = —f(@).

-
2) En effet, soit a € R% et (an) une suite d’éléments de R} qui converge vers
a. Alors, en utilisant la continuité de la fonction f en 1, on obtient que
. B : any _
Jim fla) = f(@)+ lim f(Z) = f(a).

3) Considérons la fonction auxiliaire g : R — R définie par g(t) = f (et).
Cette fonction est continue et de plus, pour tout couple r,s de R : g(r + s) =
g(r) + g(s); ce qui nous permet d’écrire (exercice 4.189) que pour tout ¢t € R :
g(t) =tg(1). Soit x € R%.. Alors, il existe un unique réel ¢ tel que x = e’. Ainsi,
puisque g(t) = f(e’) =tg(1), on a

f(@)=f(e') =tg(1) =ahz.
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SOLUTIONS DES EXERCICES DU CHAPITRE 5

Calcul différentiel

o 1—32%
f(x)__(1+x4)2‘

o 2e(1—at)
(1+22+ x4)2.

fl(x) = T i \/1—1——952

!

V1+ a2
)
x) = ———2—cos\/1+ 22 + x4
F@= A
flz) = —tgx.
1
) —
f(x)_cosx'
() = 2x[x] six ¢ Z*
n’existe pas si z € Z*.
1 1
2rsin— —cos— six #0
/(@) = TR
0 sixz =0.
2 _ .
o) = Pl 22 six#0
0 six =0.
im &=L = "0)=1
lim —— =exp =1.
xr ZE2 12 1
lim S = 1 = lim —lm&— —z=0.
z—0 xT r— €T z—0 T
lim coss; —cos’ T =_1
5z o 2

Posons, pour > 0 : f(x) = 2®. Alors,

oot —V2v2 w 1
wli%ﬁ—f (ﬁ)— 2 (1-‘1-51112).



268 Solutions

sinx .
=sin’ 7= —1.

5.14] lim
T—T r — T

5.15) lim ool —gin’ 0 = 1.
x—0 X

xr —sinx . 1—cosx I sinx

1 ——— = 1Im ——— = 11m =

B
o=t
(=)

z—01—cosxr =z—0 sinx z—0 COS T
Arctgz 1
5.17) 1 = lim —— =
617 lim — lim
Arctgt 1
5.18) lim —° _ i -1
t—0 ¢ t—0 1 4 ¢2
1—=z 1—x
Arct Arct
élim—rcg(l+x) = — lim ng<1+x> r_ 1
z—1 rz—1 Tzl 1—=z 1+33_ 2
14z
1 o
5.19 hma:lna:—hmn—: mx—:()
z—0-+ r—0+ r— ¢ r—0+ —«
1 1
5200 lim —— — lim —— =0.
r—+oo % r——+o0o ™
In(1 t
521 lim xln(1+9) = g 2OFOD) e
T— 00 €T t—0+ t t—0+ 1 + at

= lim (1—&—%) = lim "0+ E) = o
r——+00 X r——+0o0
zF e’
5.22) Rappel :Vx >0etkeZ:e® > o Dot lim — = +4o0.

r—+oo "

: >
n(—
—In(1 -1
523 lim — %/ _ i nf i) T S
z—0  sinz z—0  sinz z—0 (14 z)coszx
Inchzx . thz . 1 1
5.24 ilil’%) = —ili%—%c _$LO2ch2x 5 et
In(1
i 20D -
r—0 x z—01+x
. rlnchax . T SInchz 1
= lim — = lim — =
=0 In°(14x) =2—0\In(l+x) x
In(1+¢ 1 In(1+ 23
535 tim PO g Ly, RO
t—0 t t—0 1+t x—0 xS

. shzx .
lim — = lim chx = 1.
rx—0 X x—0

D’ou



Calcul différentiel

1
g1 =
V1i+a? . +x2 _

5.26) lim -~ — —
zHHJPoo Inchz ZE*];I‘POO 1 (1+€2w>
14+ =In| ———
T 2
In(1 1 sh
557 fm PUD g i ™ ek — 1
t—0 t t—0 1 +t t—0 ¢t t—0
In(1 + sha? In(1+sha? h 22
i RO (IOshat)) by
20 2 z—0 sh z2 x2
Arct 1
lim 228% _ iy -1
r—0 x w~>01+:€2
D'oit

T
eArctgr g2

x 2 1
lim —————— = lim eArctge a: (sma:) =e.
z—0 In(1+sha?) z—0 In(1 + sha?) x

In(1+1¢ 1 In(1 + 22
528 tim PO g Ly, 2O
t—0 t t—0 1 + t x—0 IQ
. Arctgx )
li lim =
z—0 T z—0 1 + 22
D’ou
. Arctgxsinx . Arctgx sin x x?
lim ——————— = lim =1.
z—0 ]n(]_ + x2) z—0 x x ln(l + $2)
520) lim MOED oy 1
z—0 T z—01+x
1
lim zlnz = lim n—f: lim —2z=0
z—0-+ rx—0+ x—04

ol sinz?Inz I sin x? x (xlnz) = 0
im ———— = lim nx) =0.
e—0+ In(1+2z)  z—0+ \ 22 In(1+ z) T

lim L(l =t _ lim =1

5.30 = = -
t—0 t t—01—1¢
.2
sin — .
= lim VT = lim —— 2
g—+oo In(y/r —1) —Iny/xz t—0+In(1 —1)

269

~ im 9 sin 2t t _ 9
t—0+ 2t In(1—1t)

Y
COS (—I)
5.31) lim ——2 2 — lim _g sin (L;) _ _g

)y, (G ey

z—1 (56—1)2 rz—1 x—1 r—1

™

5



5.32

5.33

o
o
—

o
o
N
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e

Solutions
o1
sinx — sin —
lim T L —0.
—>0+ e:E — 65
. 1—cosx sinx 1
lim = = -
z—0 2 z—0 2x 2
. xsinx . sinx x?
= lim ——— = lim =2.
z—01+4cos(x —7) =2-0\ =z 1—cosz
. ch? z — cos x2 . sh2x +2xsinz
lm ————=lm———— =
z—0 2 z—0 2x
. l—cosx . sinz 1 . l—coszb 1
lim ———— = lim =—-=lim —7>— = —.
z—0 (E2 z—0 2x 2 z—0 (E12 2

V2 -3 -V 2 — 3x2 1 7
hm _— = hm — = ——.
r—1 x—1 z—1 2\/ 2x — IS 5 \/5 fE4 10

1
lim zln |z| = lim n|31:| =—limz=0et
x—0 x—0 x— z—0
In(1 — —1
T ) Y =1
z—0 x z—01—x

In(1 —
= lim In |z| In(1 — z) = lim (zIn |z|) (u) =0.
z—0 z—0 €T

In(1 1
limuzlim =1let
z—0 T z—01+x

In(e* — 1 2%
limxln(ez—l)zlile):—lim re =0
x—0 x—0 x— z—0e® —1

. N L In(1+z) N B
éi{%ln(l—&-x)ln(e —1)—:111% (T) (zln(e* —1)) =0.
2
—2cosx + 4x

In(1 + 22) — 2sinx + 222 . 1492
im - = lim
o—04In(1 + x) —sindz + 222 «—0 4

——— —4cosdx + 4z
1+
—4 16
— 4+ 2si 4 — 42
 (g2gp TosmEd T
= hn%) = = hn}J 3 =
m—FlG sindx + 4 m+64 cosdzx
22 — 2cos6 1
lim SO3ZT T 2COSOTH L ) (C9in2e + 125in6) = 0 et
z—0 x x—0
. . . Insinx 22
lim zlnsinz = lim == lim — =
z—0+ z—0+ T~ z—0+ tgx

= lir&(cos 2z —2cosbx + 1) Insinz = 0.
T—

N
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271

D’ou

xlira((cos 2z — 2cos6z) Intg z + Insin 2x)

= wlir(r)lJr((cos 2z — 2cos6x + 1) Insinx — (cos 2z — 2cos 6z — 1) Incosz + In 2)
=In2.

D)ty 2 =iy =

5.45

5.46

5.47

g 207 <ln(1+x2)>( x) 11 —1.

z—0 x/1 —x sinx  z—0

In(1 2
lim = lim [2-— n( +x) =
z—0+ Inx z—0+ Inx
Puisque i rcosr —sinx . —sinx 1 on a
uisque lim = lim = ——,on
4 z—0 x3 z—0 3z 3 ’
. —1+4cosdx . xsin4x sin x
lm ———=—-4lim ———
z—0 sin x z—0 T CcosT — sinx
In
T
3 sin4 <3
— 16 lim ( x . sin 4 bmx) _ 48
z—0 \xcosx —sinx 4z T
. Insinz ) T . Incosz tga:
lim = lim — =1let lim = — lim
z—0+ Inz z—0+ tgx z—0 22 -0 2z
. Insinz Incosz . Insinx Incosx -1
= lim ——— = lim E—
20+ 22lnx 20+ Inx 2 2
T 4
. (z — tgx)sinmx . 37 +Ra(z)  yp
Jim, (1 —cosz)(1—chux) = ot ER
I Ra(z)
Inch h 1 In(1 1
TLLLCL A P SRV 1 e ) SO P
z—0 12 z—0 21 2 t—0 t t—01+¢
gy Inchz I Inchzx x? 1
im —— = lim ——
z—0 ln(l + :c2) z—0 x2 ln(l + a:2) 2
. —t4+In(l+t) -1 -1
lim ———————= _— = —
t—0 2 % 2(1+ t) 2

. l—z+Inz . t+In(l+¢ 3
iiﬂﬁ‘ﬂ%(f) (1+ Vi) =~

1
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5.52
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Solutions
Argth 1
lim 'e x:lim—:l
x—0 x :r~>0]_—$2
In(1 —In(1 — Argth
o Jig 2O F2) I —n) lim2<ﬂ> (i) —2.
z—0 sinz z—0 T sinx
1—cosx . sinx
im———=Ilim —— =
z—0 tgx e—01+tg?x
. l+sinx —cosx . 1 —cosx
=lim—————=lim|— +cosz | =1.
x—0 tg.ftj x—0 tgﬂ]‘
. l—cosx+Incosz . sinz —tgz
lim = lim ———
z—0 1—chx z—0 —shax
2
cosr —1— (tgx
— lim (tex)” _
0 —chux
2 2 . 3
x ) 2z sinx . 22° + Rs(x)
i - :lmi.:hmgiz—fi
z—0 Sinx z—0 L COST — SInx z—0 X
In Y + Rs(z)

T
Arctg(z?(1 — cosz))

= lim -
sinx

v (1 —+/cosz)In
A 2(1 —
_ li1%< retg (2%( cosa:))) (1+ yoosz) x Y

22(1 — cosx) n sin x
x
22
o1 et —1 . oxet—et+1 . 7"‘732(33) 1
lim — In| —— | = lim ——— = < =_
z—0 x @=0  g(e? —1) a—0 22 + Ro(z) 2
24
sin(In(1 + z)) — In(1 4 sinz) . 19 +Ra(z)
zg%) 2 - L%ILHO I4 - g
(1 —cosz) . Ra()
.1 (sinz 1 . 2023 +Rs(z) 4
m — —_ — = = lim ———— X = —.
2—0 22 \sinbzr 5 e—02523 + Ra(xz) 5
el
y z? —sin’x i 3 +Ra(x)
im = lim =_.
t—0 g2sin’g a—0 4+ Ry(z) 3
—921 ,
3cosx —cos3r — 3tga — 2 i 1 v + Ra(x) 21
1m I = lim 7 g —
z—0 (efc _ 1) z—0 T* + R4(I) 4
25
lim 6sinz — 6z 4+ 2 lim 20 + Rs() 1
z—0 23 sin? x Ca—0 25+ Rs(z) 20
shdz 32
lim —% =lim3— " =%

z—0 xsinz z—0 rsinx 3
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5
x
. 6shz — 62z — 23 . 2_0+R5(I) 1
5.60) lim —— = lim £——— = —.
z—0 xtshzr z—0 2% + Rs(x) 20

3
. xcosz—tgx . g7 + Rs(x) 5
2—0 z(l—cosz) =—0 w
5 1 Rs(x)

56 lim (8T msintT) L *Re@ _ 2
—0 1 — coszt =0

1—ch —sh
5.63) lim — 0 — lim — T — et
z—01—cosxr =z—0 sinx
o
. 22 —zsinz .6 + Ra(x) 1
im = lim =_.
=0  sin? x2 e—0 x4 +Ry(zr) 6

(1 —chz)(z? — xrsinx) 1

Dot lim __1
=0 (1 — cosx)sin? 22 6

2
1 9
_ 4
(C S2 COS (E) 433 R4(JU)

lim 5 —5
z—0 x2cosx —sinx z—0

|
ol ©

. 622+ 2% — 6 Arcsin 22 om0 4 Ryp(2) 9
lim = lim —20 = ——.
z—0 grlo x—0 (ﬁlo 20

r—0 Sin2 €T B r—0 £E2 + RQ(iC) _E.

—_ 3 T Ry(x)
lim Vcosx — {/cosx I 12 1

lim (\/1—564—3:24— i‘/l+2x2+a:3)

T——00 7
VIt R+ Vv gt tRO g
= hm = hm -_— = =.
t—0— t t—0— t 6
ln(1+sin:c)2+x2—2x x_3+R3(JU) 9
5.68 lim . : = lim -3 ==
x> x —sinz =0
& — +Rs(z)
2
25
. (Incos :c)2 sinz T Rs(z) 1
5.69) lim ——F—— = lim ————— = —
e=0 (e 1) e—0 25+ Rs(x) 4
T+ Rafa)
. 92 — +Rs(z
E70l lig SO (tgx) +1In(cosz) . 9 1

c—0 22 +In(1 + 22 +24) 220 242 + Ra(x) 4
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5.72

5.7

w

o
=
(34

o
3
(=)
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<
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o
~
Qo

5.80

Solutions
3
x
) et8r _ oT ) ? + Rg(ﬂi) 1
L - et
i eCoST _ echz ) _er 4 RQ(I)
im— = lim ————— = —
#—0 cosx —chz  +—0 —22 + Ra(7)
ettt e pgingr (204 1)e” TT — 26X 4 reosma
lim = = lim = =
z—1 cos 5 T z—1 —3 sin — x
2w —e€?)
= - .
. 2 1 . 2lncost + sin’ ¢
z—T \ COs* T Insinx t—0 sin“tlncost
4
—5 + R4(t)
= lim —% =1
t—0 ¢
—— + Ra(t)
2
sinz? + In® cos? z . 22t + Ry(z) 2
im - =lim ——+% = —.
e—0 2% +sinzt + 22sha? 5032t + Ry(x) 3
23
. e® —chx —sinx . 3 + Ra(x) 2
im =lim 5—— = —.
e=0glny/1+ 22 +sh’z  2—0 gx3—|—7€3(a:) 9
L 5
. 2x —sinz — Arcsinz . _ﬁx + Rs (@)
lim = = lim — e =
z—0 Arctg €T z—0 x° + R5(I)
6 Arctgxz — 6sinx + 23 . 207" + Rs()
230 6187 — 6 Arcsing — 23 ili»% 7
& — 25+ Rs(x)
20
z . 2 7
. 2 Arctg (m) —sinz 4+ e 57 7
2—0 sh® z a0 23+ Ra(z)
3
. Argshx — Arcsinx .3 + Ra()
lim - = lim —3———=—1.
z—0 shx —sinx z—0 T
— + Ra(z)
3
2 3
. Argthz — Arctgz . 37 + R ()
lim = lim *5——— = 4.
—0 shx —x x—0 g
— + Ra(x)
6
205 4R (z)
Arctg(thz) — 37 3\
i Arctg(the) —x 73" T

z—0 thx —tgx z—0 2
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5.93

Calcul différentiel

3

_ In(1+thz—shz)  —5 TRs@
lim =lim —~*—+— = ——.
z—0 x3 z—0 3 2

lim 2In(1 + sinz) + 2?2 — 2z m 3 + Rs(z) 1
z—0 sin® x 20 23 + Ra(x) 3

sha' +In’ch’z . 22+ Ry(a) 2

:cli% x4+ sin4 2x - zli% 1724 + R4($) o 17
sh*z +1Incos?2? | 22% + Ry(z)

lim . = lim =
z—0 sin 24 =0 24 + Ry(x)

tg(sinz) — sin(tg x) iy 30
—0 Arctg(Arcsinz) — Arcsin(Arctgz) 2—0 x

In(1+2z)
14+2z)* —e —z —
i EF8 e e T e
z—0 xT z—0 T

8l

57 In(1+x) eln(lzﬂ)
2

= lim
x—0 xT

2

. _7 + Rg((E) In(14x) e
ST e T Ty
cos(zcosw) — ch(zchz) i —2? 4+ Ro(z) 1

720 sin(zsinz) +sh(zshz) 700 222 + Ra(z) 2

| + 27 1+2%In2
im M — lim 1+2nz —1n?2
T — 00 x r—+00 x + 2T
1 In(z+2*
= lim (x+2””)‘”: lim e (w ):2

r——+00 r——+00

Incosx . tgx 1 . .
:—hmg—:——:>hm(cosac)z =lime
x—0 3}‘2 x—0 23}‘ 2 x—0 x—0

1
P

= lim =1l

t T ln(%)
= lim (—$) =lime 2 = Je.

n s x 73
. T . xcosx —sinx . _§+R3(I)
lim ————% = lim ————

- =lim —2—— = -2
t—>0 1—cosx =0 a?sinz -0 23 + R3(x)

1 .
11’1( S]l’:: x )

. sing \ 1—cosx . In(=+—) 1
= lim — lim e I—cosz — =
x—0 i z—0 \/E

Incosx

In fex 2.3
x . x(l+tg’z) —tgz 37 + Rs(z)
—lim3_ -~ _
z—0 2% tg z—0 223 + Rs(x)

275
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276 Solutions

™ . ™
COSs t—|——2 T S1n t—‘,——2 -
5.94 }in(l) . lim =

=0 (t + 2)2 4
Insin T
. 2 . Ve . t+ 2
= lim z“Insin = lim ———~
z—-+o00 2z +1 t—0+ t2

t—0+ . > 32
2tsin | ——
+2
* : T 72
= lim (sin ™ ) — lim & msin(gr) — oo
z—+00 2¢+ 1 z——400
5
1+ -1
595 qin LLT0) —1 . Sz Ra(@)
z—0  Arctgx =0 1 + Rq(x)
5 1 (+a)’—1
= lim (1)) Arctgz — Jim ¢ Arcigz =5
xr— x—0
In(1 1
596 Lm0 o —0
r—too T z—+oo rlnx
1 In(In z)
= lim (lnaj)f” = lim e = =
r——+00 z——+00

In(1
5.97) lim Inz In(1+2)= hr&r(x In ) ( n(1+ 33)) —0
xTr— x

z—0+
= lim (1+ 5C)IM = lim M@ l0+2) — 1
z—0+ z—0+
1 (W Arct -
n(—-— — Arc gx) — 1— 42
5.98) lim 2 —— lim T = g T
T—+00 Inz z—+oo AI’CtgiC z—+oco 1 +

2
1 In(% —Arctgx) 1
= lim (g — Arctgx) e _ im ez = -,

x——+00 x—+00 e

5.99] lim Inzsinz = lim (zlnx) (smx) =0
r—0+ x

z—0

Inz sinx __ 1

5.100) lim zIn (i"/xS 132 +2- VB 1 1)

r——+0o0
ln<€’/1+3t+2t3—{"/1+t3>
¢ —t ¢
=0+ t =0+ t
= 1i1}_1 (%/x3+3x2+2—§/:c3+1>

= lim ewln( Vx3+3x242 r341) _ 1 )
r——+00 e



Calcul différentiel 277

+|=

5.100) lim (z+1)e 1*_“%)

t
t+1)et+T — ¢l t+2 _t_
zlimw—ezlim + et+T —et ) =1.
t—0+ t t—0+ \t+1
1
5.102) lim i

r——+0o0

1
= lim tln( (1+1) t> 1m (tlnt+tln<e Rl(t))) =0
t—0+ 2 t
41

= lim e =1.
r——+00

. ( ( > In(e—(143)") <1+ )*)
= lim
r——+0o0

1
2:,: T 4+ 47 In(2t + 3t +4t) —1n3
5.103 lim zln +3 ) = lim n( To Tt ) n
z—+400 3 t—0+ t
2'1n2+3'In3+4tln4  1n24
= 1am =
t—0+ 2t + 3t 4+ 41 3
1 1 1\7 1 1 1
2T T + 47 2% 437 447
= lim <+3—+> = lim ewln(—+3+—) =2V3.
T—+00 3 z—+00
5.104] La limite
1 RQ(JU)
I Incosx . -5t 22
zli% k - wILHO xrk—2

existe si et seulement si k& < 2.

1 1 2 1+ B2?) chz — (1 + az?
5.105 Ozlinbg(chx— +ax):lirr%)( pa?) cha — (1 + aa?)

1+ Bx2 x5 (1 + Bx?)
(% —a+ﬂ> z? + <i+§> at + <7;0 + 264) 2% + R ()
::llg%) x5(1+ﬁaj2)
Sa= % et 3 —%.
5.106 ;EW = aigw = fla) =af'(a) — f(a).

5.107) Remarque : f'(a) # 0 et f' € C® = 3§ > 0 tel que pour tout = €
[a—d,a+0]: f'(x) #0=Va €la—0d,a+0]: f(x) # f(a) (théoreme de Rolle).

1 1 [ (a+6baq0(z—a))

Jim, <f(x) —fla) (z—a) f’(a)) a 2fr(ay L2 = @)




278 Solutions

5.108] 1) Puisque pour tout x € R* : 0 < w < 2% ona

x—0 x

=0.

2) Soit a € R*. Alors, il existe une suite (an) de rationnels et une suite (bn)
d’irrationnels qui convergent toutes les deux vers a et

lim f(an) =a®#0= lm_f(bn).

n—-+4oo

Par conséquent, la fonction f est discontinue en a.

f(x)—f(0) _ sinz® _ sinz”
= = =y

5.109] Puisque pour tout z € R* : zF~1, la fonction

xr
f est dérivable en 0 si et seulement si k > 1.
5.110) Puisque pour tout z € R* : w = gh-1 sin%, la fonction f est
dérivable en O si et seulement si k > 1.
1 1
2rxcos— +sin— six#£0
x x

5.111] En effet, f'(z) =

0 siz=0
et lirr%) 1/ (z) n’existe pas.
— g
g(0) = lim g() —9(0) _ tiy f(z) — f'(0)
z— x r— €T
_ oy S @ = 110) _ f7(0)
x—0 2x 2 °

5113 1) f/(0) = lim M _

2) Pour f(x) = |z|, ligrl n(f(1) — f(0)) = 1, mais elle n’est pas dérivable
en 0.

1)}1Lir%f(a+h)_f(a_h)

1. (flath)—fla) fla—h)—f(a)
=3 ( h * —n )
2) Non. Contre-exemple : f(z) = |z| et a = 0.
T 9 . 1
) + 2”7 sin E 1
)f’(o):gllj%f:§>0'
2) En effet, il suffit de remarquer que pour tout entier n > 0 et tout =z €

1 3 i
|:2(n+1)7r’ (5+6n)7r:| :
1 1 1
f'(x) == —cos—+2xsin— <0.
2 x x

5.116) La fonction f étant continue sur 'intervalle ouvert I, F' est un intervalle
ouvert et f ' : F — I est continue. En particulier,

lim f~(y) = f~1(b) = a.
y—b
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Par conséquent

= lim L -
b f(FTN ) — fla) fila)
[Tl y) —a
Puisque pour tout = € 10, 2] : ’w — 2’ <|z—1],0ona
f(1) = hmM:27§O.

r—1 x—]_

Montrons & présent que la fonction f~! n’est pas continue en f(1) = 1, donc
pas dérivable en ce point. En effet, soit (a,) une suite d’éléments de Q N |1, 2]
qui converge vers /2. Alors, la suite (yn = a%) converge vers 1 et pour tout

neN:y, €¢QnN]0,2[ et /y, ¢ Q. Dol

lim f7(yn) = lm yn+2=37#£1=f71(1).

n—-+oo
5.118) Posons,
f(z)=In ‘E/l + cos® (% m)
= é 111(14—(:086 (%m)), z € R.

Alors, pour tout x € R :

7Tc055(%\/1+x+$2>sin<%vl+x+x2) 14922
f) =" R
4 1+cos6<£\/l+x+x2> 1+ +a?

L’équation de la tangente & la courbe y = f(x) au point z = 0 est

1
y=f(0)+ f(0)r == (2In3 -3In2) — .
3 36
5.119) Puisque pour tout z € R : f/(x) = 322 +1 > 0, la fonction f est

strictement croissante donc injective. Comme de plus elle est continue et

lim f(z)=-occet lim f(z)=+o0,

Tr— —00 r——+00

elle est aussi surjective. La fonction f est bijective et f(1) = 0. Ainsi,




280 Solutions

5.120) Puisque pour tout = € ]0,4o00[ : f/(z) = e*~' 4+ 1 > 0, la fonction f
est strictement croissante donc injective. Comme de plus elle est continue et

lim f(z)=-occet lim f(z)=+o0,

z—0+ r——+00
elle est aussi surjective. La fonction f est bijective et f(1) = 0. Ainsi,

1 1

TPy
Par conséquent I'équation de la tangente & la courbe y = f~!(z) au point 2 = 0
est

(f=4'(0)

y=F10) +2(f ) ©0)=1+ g .

5.121) Puisque pour tout = € R : f/(x) = 4 + 2sin® zsin 2z > 0, la fonction f
est strictement croissante donc injective. Comme de plus elle est continue et

lim f(z)=-occet lim f(z)=+o0,

T——00 T —+00
elle est aussi surjective. La fonction f est bijective et f(0) = 0. Ainsi,
_1y/ 1 1
0)=—==-.
(f ) ( ) f’(O) 4

Par conséquent 1’équation de la tangente & la courbe y = f~1(x) au point x = 0
est
=1

5.122] Puisque pour tout z € R : f/(z) = e” —sinz + 2 > 0, la fonction f est
strictement croissante donc injective. Comme de plus elle est continue et

y=f"10)+=(f)

lim f(z)=-occet lim f(z)=+o0,

T— —00 r——+00
elle est aussi surjective. La fonction f est bijective et f(0) = 2. Ainsi,

1 1

—1\/

N=—==.

() = 75 = 3

Par conséquent ’équation de la normale & la courbe y = f~!(z) au point x = 0
est

y=17) - (e~ 2) = -3 - 2).

Puisque pour tout x € ]0,4o00[ : f/(z) =14+¢e* "1+ 1 >0, la fonction
f est strictement croissante donc injective. Comme de plus elle est continue,
lim f(z) = —ocoet lim f(x) = 400, on a aussi, d’apreés le théoréme de la
r—0+ xr—-+00

valeur intermédiaire, que Im f = R. Par conséquent la fonction f est bijective.
Ainsi, puisque f(1) =0et (f~1)'(0) = f,}l) = 1, équation de la normale & la
courbe y = f~!(x) au point x =0 est y = —3x + 1.
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5.124] Puisque pour tout > 0 : f'(z) = 5a* + % > 0, la fonction

continue f est strictement croissante donc injective. Comme de plus f(0) = 0
et liT f(x) = 400, elle est aussi surjective. Par conséquent elle est bijective
r—1+00

et f(1)=1+ st Ainsi, ’équation de la normale & la courbe y = f~!(z) au
point x =1+ 1“73 est

y:f*(1+%§>—f%m(x—1—%§)

L ,l3)_ 49 58 49In3
— T \” 3 )7 9%y 27

5.125] Puisque pour tout x € ]1, +00] :

32 5z
f(x)=— i - < —2e <0,

(1+2%)" 9/ +a9)°

la fonction f est strictement décroissante donc injective. Comme de plus elle
est continue et lim1+ f(z) = +oo et liIE f(z) =0, elle est aussi surjective.
T—— T— 400

La fonction f est bijective et f(0) = 3. Ainsi,

Par conséquent ’équation de la normale & la courbe y = f~!(z) au point x = 3
est

(r—3)=2(x—3).

5.126] Soit h: F — R la fonction auxiliaire définie par
9(y) — 9(f(a))

o) ={ " v g@ P
g'(f(a)) siy=f(a),
Alors, pour tout x € E'\ {a} :
9 J(w) =90 0(@) _ 0 p, S0 =S0)

Ainsi, puisque h est continue en f(a) et que la fonction f est dérivable en a
(donc continue en ce point),

oo a) = tim £2T@ =000@) _ 0 S0 5@

r—a Tr—a r—a €Tr— a

=h(f(a)f'(a) = ¢'(f(a))f'(a).
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5.127) Puisque pour z > 1: f/(2) = 2(1+Inz) > 0, la fonction continue f est
strictement croissante donc injective. Comme de plus f(1) = 0 et liT flx) =
T—T00

+00, elle est aussi surjective. La fonction f est donc bijective et f(e) = 3. Ainsi,

(90 )'(0) =4 (F(0)) F'0) = 1+
5.129) Puisque f(0) =1, f/(0) =6 et ¢'(1) = 11_0’ on a
(90 )'0) = (7(0)) F'©) =2

Puisque f(0) = 0, f/(0) = 2 et ¢'(0) = 3, on a
(90 £)'(0) = ¢'(£(0)) f'(0) =6.

5.131) La fonction f étant 27w-périodique et continue, on peut écrire, grace au
théoreme de la valeur intermédiaire, que

Im f = ﬂgﬁﬁﬂﬂyigﬁﬂﬂﬂ-

Ainsi, pour que la fonction f : R — [4,3] soit surjective, il nous suffit de
montrer que

. 1
7Tfrguwngwf(ac) =3 et 7%?;77]”(95) =3

En effet, pour tout x € R :

34+ 2sinx

V2 (Jeon |+ s 5

fz) =

ou encore, en posant x = 2t,

() - B+ 2sin
a= V2(|cost| +|sint])
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(cost + sint)(7 — 2sin 2t)
\/i(cost — sint)2
g(t) <Osur |-Z,—Z[ et ¢g'(t) > 0 sur |—%,0[. Par conséquent, g étant

continue, elle est strictement décroissante sur [—%—ﬂ et strictement
croissante sur [—7,0].

1) Puisque pour tout t € |-2,0[ : ¢'(t) =

9

(cost —sint)(1 + 2sin 2t)
V2(cost + sin t)2
g'(t) > 0sur |0, 5 et g'(t) < Osur | %, Z[. Par conséquent, g étant continue,
elle est strictement croissante sur [O, %] et strictement décroissante sur

[5.5]-

En résumé, la fonction g est strictement décroissante sur [—g, } ets
et strictement croissante sur [—Z,2]. Comme de plus g (—%) = g (%) on peut
écrire

2) Puisque pour tout ¢ € |0, %[ : ¢'(t)

)

(t) ( W) et a t <W> b
min =gl—) =< max =gl—-)=2
,ggtggg I\ 7%§t§%g I\4 2
ou encore
i f(e)= et max f(z)=3
A T ST

Pour les besoins de la démonstration, on va supposer que I'extremum
est un maximum (dans l'autre cas remplacer f par —f). Puisque pour z €
R\{a}: f'(x) # 0, la fonction f garde un signe constant dans chacun des deux
intervalles ouverts | — 00, a[ et |a, +oo[ (ex. 5.280). f admettant un maximum
local en a, f'(x) > 0 sur | — oo,af et f/(x) < 0 sur ]a,+oo[. Par conséquent,
la fonction continue f est strictement croissante dans | — oo, a] et strictement
décroissante dans [a, +00[. Autrement dit, elle atteint son maximum (global)
en a.

5.133] Puisque pour tout z € R: f'(x) = 322—10 2+3, les points stationnaires
de la fonction f sont x = % et x = 3. Comme de plus pour tout x € R :
f"(x) =62 — 10, on a

5.134] Puisque pour tout z € R : f/(x) = 1+cosz—sinz = 1—+/2sin ((E — %)7
les points stationnaires de la fonction f sont x = 5 + 2k et © = 7 + 2km avec

k € Z. Comme de plus, pour tout = € R : f”(x) = —v/2cos (x—Z),ona

1)z =% +2kr avec k € Z. f" (% + 2kr) = —1 < 0= f admet un maximum
local en ces points.

2)x =7+ 2km avec k € Z. f"(7m + 2kw) =1 > 0 = f admet un minimum
local en ces points.
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5.135) Puisque pour tout x € R* : f/(z) = 1232_17 les zéros et le signe de

la fonction f’ sont les mémes que ceux de la fonction auxiliaire g : R — R

définie par g(x) = z?e® — 1. Comme pour tout = € R : ¢'(z) = z(z + 2)€?,

on a que ¢'(z) < 0 sur | —2,0[ et ¢'(x) > 0 sur | — oo, —2[ U |0, +00[. Par
conséquent, la fonction g étant continue, elle est strictement décroissante sur
[—2,0] et strictement croissante sur | — oo, —2] et sur [0, +o0].

1) Sur | — o0,0], la fonction g atteint son maximum en —2 et g(—2) =
4e72 —1 < 0; ce qui entraine que g(x) < 0 sur | — oo0,0]. La fonction
f n’admet donc pas de point stationnaire sur | — oo, 0.

2) Sur [0, 4o0[, puisque la fonction g est continue, strictement croissante et

g(0)=—1et lim g(z)=+oo,

r——+00

il existe un unique nombre « > 0 pour lequel g(a)) = 0. De plus, g(z) < 0
sur [0, af et g(z) > 0 sur Ja, +o0].

En conclusion, la fonction f posséde un unique point stationnaire (z = «) et
en ce point, elle admet un minimum local.

. _ . _ 1 .
5.136] Pour tout z € R : f(z) = (1 +sinx)cosz = cosz + 5 sin 2z,
1) Puisque pour tout z € R :

f'(x) = —sinz + cos2z = —sinz + 1 — 2sin’ 2

1
= -2 (sina: - 5) (sinx + 1),

les points stationnaires de la fonction f sont x = § + 2km, v = %” + 2km et
x = 37” + 2km avec k € Z. Comme de plus pour tout z € R :

f"(x) = —cosz — 2sin2z = —(1 + 4sinx) cosx,

on a

la) x = § +2km avec k € Z. f"(x) = _%g < 0= f admet un maximum local
en ces points.

1b) @ = 3F + 2km avec k € Z. f"(z) = % >0 = f admet un minimum local
en ces points.

le) x = 37” + 2km avec k € Z. f n’admet pas d’extremum local en ces points,
mais un point d’inflexion.

Remarque : La fonction f : R — R étant continue et 27-périodique, les extrema
locaux ci-dessus sont aussi des extrema globaux. Autrement dit,

min f(z) = f (%) = —% et max f(z) = f (E) = 34£

z€R 4 z€R 6
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2) Posons a = —Arcsini. La fonction f” : R — R est continue et
2m-périodique. Comme de plus, f/(z) > 0 sur |2, 7 —a[ U |3 21+ af et
f(x) <0sur]0,3[U]r—a, 3T [U]27 + o, 27, la fonction f admet un point
d’inflexion en

g+2k7r, T — a4+ 2kw, 3%—&—2/{7“% 2t + o+ 2km avec k € Z.

5.137) Posons f(z) = az® + B2 + px + o. Alors, pour tout z € R :
f'(x) = 3az® + 2Bz + p et f'(z) = 6ax +23.

Par conséquent pour que la courbe C' admette un minimum local au point (0, 1)
et un point d’inflexion en (1, 3) il faut que

FO) =0 =1et f/(0)=p=0

et
f)y=a+B+u+o=3et f'(1)=6a+23=0;

ce qui implique a = -1, =3, u=0et 0 = 1.

Finalement en constatant que f”(0) =6 > 0 et f/(1) = 6a = —6 # 0, on peut
conclure que la courbe C' d’équation y = —2% + 322 + 1 répond & la question.

5.138] Puisque pour tout x € R : P'(x) = 5z3(x — 4), la fonction P admet
exactement deux points stationnaires, a savoir : £ = 0 et x = 4. Comme de
plus

P(—4)=-2302, P(0)=2, P(4) = —254 et P(6) = 1298,

la valeur minimale de P sur [—4,6] vaut —2302 et sa valeur maximale vaut
1298.

5.139) Puisque pour tout = € }%,27T[ 2 fl(x) = (tg% — 1)005% > 0, la

x

fonction continue f : [%, 27@ — R est strictement croissante. Par conséquent

min f(x)=f (E) et max f(z)= f(2n).

z€lZ,2n] 2 z€[Z 27

5.140) Puisque pour tout = € [%74] s flz) = 6’11“2””7 on a que pour tout
rellaf:
—2Inx 2

fl((E) _ efln T :

X

ce qui entraine que f'(z) > 0 sur |3,1[ et f/(z) < 0 sur ]1,4[. La fonction
continue f est donc strictement croissante sur [%7 l] et strictement décroissante
sur [1,4]. Comme de plus f () > f(4), on a

min f(ac):f(4):e*1“24et max f(x)=f(1)=1.

w4 4] zeld 4]
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5.141] Soit g : R — R la fonction auxiliaire définie par

g(x) =sin®z +2cosx +1=3— (cosac—l)2.

Alors, pour tout x € R :

_ —10+2g(x)

—2¢'(x) 4(1 — cosx)sinx
fle) === 9()

= ) T G-

Ainsi, f'(z) > 0 sur ]0,7[ et f'(z) < 0 sur |, 27[; ce entraine que la fonction
continue f est strictement croissante sur [0, 7] et strictement décroissante sur
[mr, 27]. Comme de plus elle est 2m-périodique (car g l'est), on a

12

min f(w) = £(0) = —4 et max f(z) = f(m) = —— .

zeR

5.142] Soit g,h : [-1,1] — R les deux fonctions auxiliaires définies respecti-
vement par

(z) = 2 et h(z) = M
I = Brer T 16— 522
D’une part, max g(x)=g(0)=1.
z€e[—1,1]
—64
D’autre part, pour tout = € | —1,1[ : h'(z) = % .
(16 — 5952)

D'ou h'(x) > Osur |—1,0[ et h'(x) < 0 sur ]0, 1[; ce qui entraine que la fonction
continue h est strictement croissante sur [—1, 0] et strictement décroissante sur
[0, 1]. Par conséquent

h(z) = h(0) =1.
Jnax (x) = h(0)

Finalement, en constatant que f = g + h, on a rr[laicl] flz)=f(0)=2.
ze|—1,

5.143) La fonction g : [0, +0o[ — R définie par g(t) = th (Iny/1+1¢) étant
strictement croissante, on a

min f(x) = min g(2*) = g(0) = 0.

5.144)] Puisque pour tout x € R :

B+ T2+ 2 +2

122 + 72+ 1 =2+ 32" + Ra(2),

fz) =

on a f/(0) = 0et f’(0) = 6 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.
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5.145] Puisque pour tout z € R :

2+ 14x+4 15
= =2——2’+R
f(@) 1024 4+ 822 + Tx + 2 2" +Ra(2),

on a f'(0) = 0et f/(0) = —15 < 0. Par conséquent la fonction f admet un
maximum local en 0.

5.146] Puisque pour tout z > —1:

2
f(z) =sinz — 21n (2 + H—Lﬁ> =—-2In2+ % + Ra(z),
on a f/(0) = 0 et f’(0) = 4 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.

5.147) Puisque pour tout z € |—o0, 1] :

V1—2x+ 222 z?
on a f/(0) = 0et f’(0) = 1 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.

5.148] Puisque pour tout |z| < 7§ :

ch*z —sh*x ch 2z
= = =14+422+R ,
/(@) costx —sin*z  cos2z 427 + Ra(2)

on a f'(0) = 0 et f/(0) = 8 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.

5.149] Puisque pour tout z € R :

2 —cosz )
x) = =1- 2%+ Ra(2),
f=) (1 +sin®x +sh®z) (1 + th® z) 2 2(z)
on a f'(0) = 0et f’(0) = =5 < 0. Par conséquent la fonction f admet un

maximum local en 0.
5.150] Puisque pour tout |z| < 7 :

\/cosx 5
= 1+x2 =1- Z$2+R2($),

on a f/(0) = 0et f/(0) = —3 < 0. Par conséquent la fonction f admet un

2
maximum local en 0.
5.151) Puisque pour tout |z| < 7§ :

20 2 D)
V/ cos a:‘ 25111 T _ \/co.s 23: 92 +Ro(2),
1+ sin“x 1+ sin“x

f(x)

fz) =

on a f'(0) = 0et f’(0) = —4 < 0. Par conséquent la fonction f admet un
maximum local en 0.
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5.152] Puisque pour tout |z| < 7 :

Veostz —sintz Vecos 2z 3 5
= ) = ) - ]_ — =X + RQ(-/,E) 5
cosx +sin” x cosx + sin” x 2

f(x)

on a f'(0) = 0 et f’(0) = —3 < 0. Par conséquent la fonction f admet un
maximum local en 0.
5.153] Puisque pour tout |z| < 7 :

Veostz —sint x Vcos 2z
= =1-2>+Rs(),

22 4+ cos? x 22 4+ cos? x

fz) =

on a f'(0) = 0et f/(0) = —2 < 0. Par conséquent la fonction f admet un
maximum local en 0.

5.154] Puisque pour tout z € R :

4 2

2 2 2
f(x):Arctg<1+$ + sh x) T

~ = =—+ - +Ra(z),
ch r—sh o

on a f/(0) = 0et f’(0) = 1 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.

5.155] Puisque pour tout z € R :

22 + V1 + 22 1 11
g(ﬂ]‘) = D) =5+ _I2+R2(I)a
24 cos?x 3 18

on a ¢'(0) = 0 et g”(0) = &L > 0. Par conséquent la fonction g admet un
minimum local en 0; ce qui entraine, la fonction Arctgt® étant strictement
croissante, que la fonction f admet aussi un minimum local en 0.

5.156] Puisque pour tout z € R :

1 24 28 In2 z?
=_Iln(a?+—"— | ="C - 4R
f(ﬂf) 9 H<I + 1+$2+$4> 2 4 + 2(I)7

on a f/(0) = 0et f/(0) = —% < 0. Par conséquent la fonction f admet un

2
maximum local en 0.

5.157) Puisque pour tout |z| <1 :

1/1
f(z) = 3 (5 Inchz —In(1 + 2? +x3)) = —212 + Ra(z)

on a f/(0) = 0et f/(0) = —3 < 0. Par conséquent la fonction f admet un

1
maximum local en 0.
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5.158) Puisque pour tout z € R :

1
= (In(2® + cos® z) — Inch(2z))
flx) =2 =~ + Ra(a).
1+sin?z +sh?x

on a f'(0) = 0et f’(0) = —2 < 0. Par conséquent la fonction f admet un
maximum local en 0.

5.159] Puisque pour tout x € R :

(24t 5 22
f(x)_./mﬂhx _\/5—2—\/5+R2(x),

ona f'(0) =0et f’(0) = _\/Li < 0. Par conséquent la fonction f admet un
maximum local en 0.

5.160) Puisque pour tout z € R :

fa) V2 + V1 + 22 1 x4+R()
) = =—- - = z),
1+ 2sin’z +cos2z 2 16 4

on a f/(0) = f"(0) = f(0) et f*(0) = —% < 0. Par conséquent la fonction f
admet un maximum local en 0.

5.161] Puisque pour tout |z| < 7§ :

:E—&—ac2—&—7€2(ac)7

2 4

2
f(x) = Arctg <—1 + Arctgz )
x

cos? ¢ — sin

on a f'(0) = 0et f’(0) = 2 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.

5.162] Puisque pour tout |z| < F :

3
f(z) = Arctg <Argshx + Argthx)

T
—— 22(E—7+R3($),
cos?x —sin“x

on a f”(0) = 0et f7(0) = —3 # 0. Par conséquent la fonction f admet un
point d’inflexion en 0.

5.163) Puisque pour tout z € |—Z,3Z[ :

5
f(z) =32* +8+V/cosx +sinx =8 + 4z + EIS + Rs3(z),

ona f”(0) =0et f7(0) = 5 # 0. Par conséquent la fonction f admet un point
d’inflexion en 0.
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5.164) Puisque pour tout z € [—1,1] :

3

f(x):2+x+%+7zg(x),

ona f”(0) =0et f”(0) = 2 # 0. Par conséquent f admet un point d’inflexion
en 0.

5.165] Puisque pour tout z > —1:

23
F@) =1+ 5 4 Rafa),
ona f"(0)=0et f”(0) =1 # 0; ce qui entraine que la fonction f admet un
point d’inflexion en 0.

. 1 .
5.166] Puisque pour tout z > —5 :

In2 2z 423
=3 TE Ty TR
on a f”(0) = 0et f”(0) = —% # 0. Par conséquent la fonction f admet un
point d’inflexion en 0.

f(x)

5.167] Puisque pour tout x € R :

3

fl@)=x— % +Rs(z),

on a f”(0) =0 et f”(0) = —2 # 0. Par conséquent la fonction f admet un
point d’inflexion en 0.
5.168/ Puisque pour tout z € R :

_ sin’ z

f(x)=e 2 Sin$:$—§x3+R3($)v

on a f”(0) =0 et f(0) = —4 # 0. Par conséquent la fonction f admet un
point d’inflexion en 0.

5.169) 1) Sur R/ [—1,0] : 2 + 22? > 0 donc z + 2z% 4 cos? z > 0.
Sur [—%,0} :

2

N =

. . 1
x+2a:2+cosza:2 min =+ 22+ min cos2x2—§+cos

—1<a<0 —1<a<0

1 o™ 3
> —— —==>0.
8—Fcos 1 3

2) Puisque pour tout z € R :

sin 2z — 2shx 5 3
T) = =—-z" 4+ Rs3(x),
/@) vV + 22?2 + cos? x 3 ()
ona f”(0) =0et f”(0) = —10 # 0. Par conséquent, la fonction f admet un
point d’inflexion en 0.
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5.170] Puisque pour tout |z| < 7 :

Incosx a3
f(iC) = m — COST = —]. + 7 +R3($)7
ona f”(0) =0et f”(0) = 3 # 0. Par conséquent la fonction f admet un point
d’inflexion en 0.

5.171) Puisque pour tout |z| < 7§ :

e’ —sinx + cosx

costz —sintz

f(x)zln( ) =1n2+ 22 + Ra(x),

on a f/(0) = 0et f’(0) = 2 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.

5.172] Puisque pour tout |z| < 3 :

1—chz?24+InvV1+22 22
f(.’,U): . D) :_+R2(x)7
sinx? + \/cosx 2

on a f/(0) = 0et f’(0) = 1 > 0. Par conséquent la fonction f admet un
minimum local en 0.

5.173) Soit h: |—125,+00[ — R la fonction auxiliaire définie par

pt) =1n (5+ Vi) .

Puisque que, pour tout ¢ > —125 avec t # 0 :

L 1
h(t)_3i"/t_2(5+€’/¥) 0

la fonction continue h est strictement croissante. Par conséquent la fonction f
admet un minimum local en 0 si et seulement si la fonction g : R — R définie
par

4+ 2t

=524 -
9(x) v +2—|—a:2—|—a:4

=2+ 42% + Ra(z)

en posséde un en ce point; ce qui est le cas car ¢’(0) =0 et g”(0) =8 > 0.

5.174] D’une part, la fonction g : R — R définie par g(z) = In(1+ |z|) atteint
son minimum en 0. D’autre part, puisque pour tout x € R :

1 3
h(z) = In(1 + Arctgz®) — 1 In(1+sin’z) = 1 ? + Ro(x),
ona h'(0) =0et h”(0) =2 > 0; ce qui entraine que la fonction h admet un
minimum local en 0. Par conséquent la fonction f = g+ h admet un minimum
local en 0.
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5.175] Puisque pour tout z € R :

_ a—|—ln(1—|—aj2)
\/chx+sin29£+sh2x

f(x)

5
:a—&—(l—za)xQ—&—Rg(x),

ona f'(0)=0et f(0) =2 ( - %a) . Par conséquent

1) a<z. f’(0) > 0= f admet un minimum local en 0.
2) a>

3)a=

. f"(0) < 0 = f admet un maximum local en 0.

Tl Ol Ol

. Dans ce cas, puisque pour tout z € R :

=

S +in(1+4%)

f(x)

+ Ra(z),

4
5

>J>|H
o

\/chac—i—sinac2 +sh?z

ona f'(0) = f7(0) = f”(0) =0 et f*(0) = —2; ce qui entraine que la
fonction f admet un maximum local en 0.

5.176) En désignant par x la longueur d’un des cotés de la base carrée de la
boite et par y sa hauteur et en tenant compte que 2y = 4, le prix de revient
de la boite est

16 8

16
aw2+4amy+4ﬁ(x—|—y):a;v2+7+4ﬁac+x—2.

Par conséquent ce probléeme revient & trouver le minimum de la fonction g :
10, +00[ — R définie par

16 16
g(x) :oza:2+4ﬂa:+—a—|——2ﬂ.
x x

Ainsi, puisque pour tout z € |0, 00| :

2(@3: + 26) (333 — 8)

g'(x) = 7
g'(z) < 0 sur ]0,2[ et ¢'(x) > 0 sur |2,400[; ce qui entraine que la fonction
continue g est strictement décroissante sur ]0, 2] et strictement croissante sur
[2, +00[. D’ou la fonction g atteint son minimum en 2 et le cotit minimal de la
boite est g(2) = 12 (a + 3).

5.177) Le nombre a cherché est le point ou la fonction f: R — R définie par

@) =z = 1)?+9+1/(z - 8)" +16
atteint son minimum. Un tel minimum existe car la fonction f est continue et

lim f(z)= lim f(z)=+o0.

Tr——00 r——+00
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Comme de plus la fonction f est de classe C!, a est un point stationnaire de
f. Ainsi, puisque

-1 -8
x x —0

V=17 +9 \/(a:—8)2+16_
(2-1)" (-8
(z—1)°+9 (2-8)7+16

=z=-20o0uzx =4

f'(z) =

=16 (z —1)° = 9(z —8)°

et f(—20) > f(4), le nombre a cherché est 4.
5.178] Soit r > 0 et posons
Q={(z,y) eR*: 2 +y* =r*}, A= (-r,0) et B=(r,0).

Etant donné que P = (z,y) € €2, ce probléme revient & trouver I’élément z de
[—r,r] ot la fonction f : [—r,r] — R défine par f(z) = /7 + z++/r — x atteint
son maximum. Puisque pour tout z € |—r,r[ :

—T

) = \/7"2—332(\/7"4—3:—&—\/7“—3:)’

ona f'(z) > 0sur]—r,0[et f'(z) < 0sur]r,0[; ce qui entraine que la fonction
continue f est strictement croissante sur [—r, 0] et strictement décroissante sur
[0, r]. Par conséquent la fonction f atteint son maximum en 0. D’ott P = (0, r)
ou P=(0,—r).

5.179) Puisque ¢, a pour équation y = —2a(z — a) + (3 — az), on a

a?+3
A:( o ,0) et B=(0,0*+3).

Le nombre « cherché est le point ol la fonction f : |0, +o0o[ — R définie par

(22 +3)?
X

flz) =
atteint son minimum. Un tel minimum existe car la fonction f est continue et

lim f(z)= lim f(z)=+c0.

x—0+ xr—-+00
Comme de plus la fonction f est de classe C!, a est un point stationnaire de
f- Ainsi, puisque
3(z2+3) (2% -1
PR R ICy

2

onaao=1.
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5.180) Puisque A = (2,0), B = (a,2), C = (6—%,a) et D = (6 — %,0)
avec 0 < a < 4, laire du rectangle ABCD est donnée par de la fonction
f:10,4] — R définie par f(o) = 2 a(4—a). Cette fonction atteint son maximum
au point a = 2. D’ou laire maximale du rectangle ABCD vaut f(2) = 6.

Pour commencer, montrons que pour tout t € ]07 %[ :sint > % En
effet, soit f : [07 g} — R la fonction définie par f(t) = sint — % Puisque
pour tout ¢ € }07 g[ 2 f'(t) = cost — % et que la fonction cosinus est stricte-
ment décroissante sur |0, %[, on a f/(t) > 0 sur |0, Arccos 2[ et f'(t) < 0 sur
}Arccos %, 5 [; ce qui entraine que la fonction continue f est strictement crois-
sante sur [0, Arccos %] et strictement décroissante sur [Arccos %7 %} Comme
de plus f(0) = f (%) = 0, on a finalement que pour tout t € ]07 %[ 2 f(t) > 0.

Par conséquent, du fait que les trois angles «, 8 et 6 sont ceux d’un triangle et
qu’ils sont aigus, on peut écrire

2a0 20 L 20

sina+sing+sinf > — 4+ — 4+ — =2.
o o T

En posant a = 2cost et § = 2sint avec t € [0, 5], Dinégalité a dé-
montrer revient & trouver le maximum de la fonction f : [0,%] — R définie
par

sin 2¢

T = 1+ 2sin (t+£) ’

Pour tout t € }0,%[ :
. ™ ™ .
2 (1 + \/§s1n<t+ Z>) cos 2t — ﬁcos(t+ Z) sin 2t

= (1+\/§sin<t+£)>2

Etudions le signe de f’. Pour cela, considérons la fonction auxiliaire

g: [0, g} — R définie par

g(t) = 2(1 +v2sin (t—l— g)) cos 2t — ﬁcos(t—&— g) sin 2t .

Puisque pour tout ¢t € ]0,Z[ : ¢'(t) = — (4+3v2sin(t+ Z))sin2t < 0, la
fonction continue g est strictement décroissante.Comme de plus g (%) = 0, on
a g(t) > 0sur [0,5] et g(t) < 0 sur |5,%]. Le signe de f’ étant le méme
que celui de g, la fonction continue f est strictement croissante sur [0,5] et
strictement décroissante sur [Z, Z] ; ce qui entraine que f atteint son maximum
pour t = 7.

Par conséquent, pour tout couple «, 3 > 0 vérifiant o> + 3% =4, on a

af (Mo 5
2+a+ﬂ§tg[l(%>§]f(t)_f<4)_1+\/§_ 2o
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5.183) Soit f: R — R la fonction polynomiale définie par
flz) =4z +2° -3z +1

Puisque pour tout z € R : f'(z) = 162° + 22 — 3 et f’(z) = 482> +2 > 0,
la fonction dérivée f’ et strictement croissante et comme de plus f’ (%) =0,
on a f'(z) < 0 sur |—oco,3[ et f/(z) > 0 sur |1,+00[; ce qui entraine que
, %] et strictement
croissante sur [%, 400 [ Par conséquent la fonction f atteint son minimum en
% et f (%) = 0. Soit & € R et # € RY. vérifiant I'égalité 7a? + 3af + 36% = 1.
Alors,

0<f<9>—40‘—4+°‘—2—39+1—4<a—2+1>2—i
T \B) Bt B B ERRVCE B2

2 2 2 2\ 2
o (G ) s (252

2 2
NI
164 2

la fonction continue f est strictement décroissante sur ]—oo

Y

5.184) Soit f : ]0,400[ — R la fonction définie par f(z) = x + 1. Ainsi,
puisque pour tout z € |0, 00| :

f'(x) < 0sur ]0,1] et f'(x) > 0 sur ]1,+o0[; ce qui entraine que la fonction
continue f est strictement décroissante sur |0, 1] et strictement croissante sur
[1,4+00[. Par conséquent la fonction f atteint son minimum en 1 et f(1) = 2.
Soit a, B, ;> 0 trois nombres vérifiant ozﬁ,u(a + 06+ u) = 1. Alors,

1
l=afu(a+B+p) =ap(B+ (a+p)B) = B2+ (a+p)B= o

Dot (a+B)(B+p) =B+ (a+ @B +ap= 57 +au= flap) > f(1) = 2.
5.185] 1) |z| =1. Alors, |sinz| = |sinl| < 1= |z|.
2) |z| > 1. Alors, |sinz| <1 < ||
3) 0 <z <1.S0it f:][0,1] — R la fonction définie par f(t) =t —sint.
Puisque pour tout ¢ € ]0,1[ : f'(¢t) = 1 — cost > 0, la fonction continue f est
strictement croissante et comme de plus f(0) = 0, on a que pour tout ¢t € ]0,1] :
f() > 0.Dou |sinz| =sinz < z = |z|.
4) —1 <z < 0. Alors, |sinz| = —sinz = sin(—z) < —z = |z].
5.186)] Soit z,y € R. Alors, on sait, grace a la formule de MacLaurin, qu’il
existe 6, € ]0,1] tel que sinz — siny = cos(y + ,y(z — y))(z — y). D’ou
[siny —sinz| < |z —yl.
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5.187] Soit 0 < |z| < F. Alors, on sait, grace a la formule de MacLaurin, qu’il
existe 0, € ]0,1] tel que tgz = —%—. D’ou |tgz| > |z|.

cos?(0 )

5.188] Soit 0 < |z| < . Alors, on sait, grace au théoreme des accroissements
finis, qu’il existe un nombre 0 < 6 < 1 tel que

tgz —sinz = (tg?0z + (1 — cosbz))x.
Ainsi, puisque 0 < [fz| < § : 0 < tg20z <let0<1—cosfxr <1, ona

ltgz — sinz| = (tg*0z + (1 — cosfz))|z| < 2|z|.

5.189) Soit £ > 0. On sait, grace a la formule de MacLaurin, qu’il existe

0<6,, 0, <1 tels que

0, x>

x—x3<x—ﬁ=Arctg3§=1xT<x
(1—&—013:2) tozw

1) & > 1. Soit f : [1, 400 — R la fonction définie f(z) =z —Inz.
Puisque pour tout z € |1,+oo[ : f/(z) = 1 — 1 > 0, la fonction continue f
est strictement croissante et comme de plus f(0) = 1, on a que pour tout
z € [1,400[: f(x) > 0 ou encore Inz < z.

2)0<x<1. Alors, Inz < 0 < z.

5.191) 1) 0 <z < 1. En utilisant 'exercice précédent, on peut écrire

1 2
[Inz] = —lnz=2Ih— <

Vo o
2) x > 1. De nouveau, en utilisant I’exercice précédent, on a

Inz=2InvVz < 2Vx.

5.192] D’apres le théoreme des accroissements finis, on sait qu’a tout n € N*|
on peut associer un nombre 6,, € ]0,1[ tel que

wfialyo 1 11
. +n - O n n+6,"
142
n

Par conséquent, pour tout entier n > 1 :
L < 1 <1 1+ L < 1 < !
—— < ——<In — - < —.
1+n2 1+4n n n o Jn
5.193] Soit f :]—1,4o00[ — R la fonction définie par f(z) =z —In(1 + x).

Ainsi, puisque pour tout x € |—1, +o0] :

1 x

!
:]_— =
@) 142 142z’
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f'(x) <O0sur]—1,0[ et f'(x) > 0 sur |0, +o0[; ce qui entraine que la fonction
continue f est strictement décroissante sur | — 1, 0] et strictement croissante sur
[0, +00[. Comme de plus f(0) = 0, on a que pour tout & € |—1,0[ U ]0, +oo] :
f(x) > 0 ou encore In(1 4+ z) < x.

Soit 2 > 0. Alors, on sait, grace au théoreme des accroissements finis,
qu’il existe 0, € )0, 1] tel que

In(l+z)=

> .
1+60,x 1+«

5.195) Soit f : ]0,1] — R la fonction définie par f(z) = Inz — 22— Puisque
pour tout z € 0,1 :
(x—1)

f(x) = 21?2

>0,

la fonction continue f est strictement croissante sur]0,1]. Comme de plus
f(1) =0, on a que pour tout 0 < z < 1: f(x) < 0. D’ou

rx—1
z+1

Invz < .
5.196] Soit 0 <z < 7. Alors, on sait, grace a la formule de MacLaurin, qu’il
existe 0, € 10,1] tel que sinz = = — é—? cos(fyx). La fonction cosinus étant
strictement décroissante sur |0, Z], on peut écrire
3 ) 3
x—g <smx<aj—§ COS X .
5.197) Soit g: [0, 3 [ — R la fonction définie par g(z) = 2z — sin2z — tgz.

Ainsi, puisque que pout tout z € ]07 %[ :

. 1
g'(z) =2 —2cos2r — —— =4sin’z — —
cos? x cos? x
-1 . cos? 2
= 5 (1—sm22x):— 5
cos?x cos?x

g (x) < 0 sur ]07 T [ U } T %[, ce qui entraine que la fonction continue g est
strictement décroissante sur [07 5 [ Comme de plus ¢g(0) = 0, on a que pour

tout z € |0, %[ : g(z) < 0 ou encore 2z < sin 2z + tgx.
5.198) Soit > 0. Alors, on sait, grace a la formule de MacLaurin, qu’il existe

0,0, €]0,1] tels que
2 2 3
\/1+3}=1+g—$73:1+£_x_+ x
8/ (1 + 6,2) 164/ (1 + 0,2)

Parconséquentl—i—%—xg—z<\/1+x<1+§.
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5.199) Pour tout z > /2 : ln(x2 — 1) >0=ax< x+ln(ac2 — 1) .

Montrons & présent la deuxieme inégalité. Pour cela, considérons la fonction
f: }\/ﬁ,—koo[ — R définie par f(z) = —z + ln(a:2 — 1). Ainsi, puisque pour
tout x > \/5 :

224+ 22x+1

1) —
f (I) - $2 _ 1 9
f(x) > 0sur [v2,1+ v2[ et f/(z) < 0sur |1+ 2, +00[; ce qui entraine que
la fonction continue f est strictement croissante sur ] \/57 1+ \/5] et strictement
décroissante sur [1 + /2,400 [ Comme de plus f (1 + \/§) < 0, on obtient que
pour tout z > v/2 : f(z) < 0 ou encore z + In(z? — 1) < 2z.

5.200) 1) Puisque pour tout z € |0, 3| :

rcosT —sinT cosa:(
2

@) = -

= z—tgz) <0,

la fonction continue f est strictement décroissante sur |0, Z].
2) Soit 0 < a < 3 < 3. Alors,

sina __sinf3 a _sina
et
0 g1 1 ) 16} T sina am
<Sin6—f(ﬂ)<f(z>—§:>SIHOéSin6<OZ§:>Sin6<%.
2

5.201) On sait, grace a la formule de MacLaurin, qu’a chaque t € |—1, +o0|,
on peut associer un élément 6, de ]0, 1] tel que

2
n(l4t)=t - ———.
2(1+6,1)
Par conséquent pour tout |z < 3 :
8x® 1
’111(2—8334)—&—4334—1112’ = i < —.

(1 - 49(,414)1‘4)2 18
5.202) Soit f :]0,+o0o[ — R la fonction définie par f(z) = Arctgz + Arctg <.
Puisque pour tout x € ]0, +o0[ : f/(z) = 0, la fonction continue f est constante.

D’ou pour tout x € ]0, +o00] :

1
Arctgx 4 Arctg - = HOE
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5.203 774(33):14—23:—%.
x a3 41
(5.204] =" 4 —f
(5.204) Ps(x) 5~ 3 T35°
2 4
-1 (z-1) 5 3 (z-1) 49 5
5.205 — Y P I S A H i (S |
Ps (@) 2 2 21(* 1) st 1go @Y
r 22 9 53 6149
(5.206) =lns5+= -4+ —z3— 4 5,
Po@) =I5+ = = <5+ 5557 ~ 7500 % T 375000
sin 1 cos 1 sin 1 cos 1 7sinl
(5.207) —cosl+ —— 2 — 4y (222 ) g6,
Ps(x) = cosl+ 5% ( g + 24>a: +<48 360 )a:
4 6
5.208) Ps(z) =1— —— — —
32 38
(E2 (E3 £C4
(5.209) — 1 T4
Pa(x) 2 2 "
5.210 'P5($)—€—ZIQ+£$4
50
5.211 Pigo(z) = »_(—1)"z*"
n=0

5.212) P5(x) = 169978 + 795661 (z — 2) + 1683946 (z — 2)”
+2120481 (z — 2)” + 1758418 (z — 2)" + 1002941 (z — 2)°.

5.213] a9 = —15, a1y = 21, ag = 115, ag = 283, ay = 420, a5 = 420,
ag =294, ar = 144, ag = 48, ag = 10 et a9 = 1.
5.214] Pour que 1 = lim @y #

t—0sinr —x 2—0 x

_F + Rg(fv)

il faut et il suffit que Ps(z) = —”36—3.

5.215] Gréce a la formule de MacLaurin, on sait qu’a chaque entier n > 0, on
peut associer un élément 6,, de |0, 1 tel que

(0,2)

Ainsi, puisque 0 < e~ < 3, on obtient en prenant n = 5, que

e¥? =1,221402 &4 1076 prés.

5.216] Grace a la formule de MacLaurin, on sait qu’il existe un élément 6 de
10, 1] tel que

(0,01) . (0,01)°

In(1,01) = In(1 +0,01) = 0,01 — .
2 3(1+6(0,01))°




300 Solutions

Puisque
(0,01)° _10
3(1+06(0,01)° 3

on peut écrire In(1,01) = 0,00995 & 10~ pres.

5.217) Gréce a la formule de MacLaurin, on sait qu’a chaque z € |—1, +00|,
on peut associer un élément 6, de |0, 1] tel que

2
IFa=1t T
8(1+ 0,2)2

Ainsi, pour |z| < 0,02, 'erreur commise est plus petite que

2

)

8(0,98)

~ < 0,00005154 .
2

5.218] On sait qu’il existe deux fonctions R1, Ro : I — R telles que pour tout
xel:

f(z) = P(x) + Ru(z) et g(z) = Q(z) + Ra(x)

avec

répond a la question.

5.219)] Soit @ € R et P, : R — R la fonction polynomiale définie par
P, (r) = 2° — 52 + a. Ainsi, puisque pour tout z € R :

Pl (z) =52" —5=5(x—1)(z+1)(2* + 1),

P/ (z) >0 sur |—oo,—1[U]1, 400 et P.(x) <0sur]|—1,1[; ce qui entraine
que la fonction continue P, est strictement croissante sur | — oo, —1] et sur
[1,4+00[ et strictement décroissante sur [—1,1]. Comme de plus

lim P,(x) = —o0et 1i1}_1 P,(z) = +o0,

Iéquation P,(x) = 0 admet exactement trois racines réelles distinctes si et
seulement si

P,(—1)>0et Po(l) < 0= |a| < 4.
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Soit P : R — R la fonction polynomiale définie par
P(z) =2 — 222 + 22 + 1.
Ainsi, puisque pour tout z € R :
P'(z) =42 — 4z +2 et P'(z) =4(32° — 1),

P’ (z) > OSur}—oq—%[U]%,—&—oo[et P'(x) < OSHY}—%,%[ ; ce qui

entraine que la fonction continue P’ est strictement croissante sur ]—oo7 —%}

1 . L 11
et sur [ﬁ’ —|—oo[ et strictement décroissante sur [_ﬁ’ 75} Comme de plus

1 1
lim P'(z) = —oco, P' | = >0etP’<—)>O
A P ( \/§> V3

il existe un élément a de |—oo, —%[ pour lequel P'(z) < 0 si z € |—00,0q]
et P'(z) > 0six € Ja,+00[; ce qui entraine que la fonction continue P est
strictement décroissante sur | — 0o, a] et strictement croissante sur [a, +0o0].
Comme de plus

Pla) < P(-1)=—-2<0et lim P(x)= lim P(z)=+oo,

Tr— —00 r— 400

Iéquation P(z) = 0 admet exactement deux racines réelles distinctes a; < aa.
Finalement, en remarquant que P(—2) > 0, P(—1) < 0 et P(0) > 0, on peut
écrire —2 < ap < —1 < ag < 0.

Soit f : R — R la fonction définie par
f(z) =2 4323 4+ 2z + sinz + cosz — 1.
Puisque pour tout x € R :
f'(z) = 52* + 92 + (1 + cosx) + (1 —sinz) > 0,

la fonction f est strictement croissante. De plus f(0) = 0. Par conséquent z = 0
est bien 'unique solution de I’équation proposée.

Soit P : R — R la fonction polynomiale définie par
P(z) = a2’ + B2° + pz + o
Puisque par hypotheése a > 0 et 32 — 3au < 0, on a que pour tout z € R :
P'(z) =3az® +20Bz+p>0;
ce qui entraine que la fonction P est strictement croissante. Comme de plus

lim P(z)=-ocoet lim P(z) =400,

TrT——0Q r——+0o0

I'équation P(z) = 0 posséde une et une seule racine réelle.
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5.223) Soit P : R — R la fonction polynomiale définie par P(z) = 2" +az+[.
Pour tout € R : P'(x) = na" ! + a. Alors,
1) n pair.

¢« Si P("{/=2) >0, l'équation P(z) = 0 n’admet aucune racine réelle.

¢ Si P("7{/=2) = 0, I'équation P(z) = 0 admet une et une seule racine
réelle .

¢ Si P("7{/=2) < 0, l'équation P(z) = 0 admet exactement deux racines
réelles distinctes.

2) n impair.

e o > 0. Puisque pour tout z € R* : P'(x) > 0, la fonction continue P est
strictement croissante. De plus, hm P(z) = —oco et lim P(z) = +00.

Par conséquent I’équation P(x ) = O posséde une et une seule racine réelle.

o < 0.

—Si P(—"7{/=2) P("{/=2) < 0, I'équation P(z) = 0 admet exacte-
ment trois racines réelles distinctes.

—Si P(—"{/=2) P("{/=2) = 0, I'équation P(z) = 0 admet exacte-
ment deux racines réelles distinctes.

—Si P(—"{/=2) P("{/=2) > 0, I'équation P(z) = 0 admet une et

une racine réelle.

Soit P, avec n > 1, la relation définie par « tout polynéme a coefficients
réels de degré n > 1 admet au plus n racines réelles distinctes ». P) est vraie.
A vérifier, pour tout entier n > 1 : P, = P,y1. Pour cela, raisonnons par
Pabsurde et supposons qu’il existe un polynéne a coefficients réels Q(z) de
degré n+ 1 possédant au moins n + 2 racines réelles distinctes. Alors, d’apres le
théoreme de Rolle, on sait que le polynoéme @’ (z) posséde au moins n+1 racines
réelles distinctes. Comme Q'(x) est un polyndme & coefficients réelles de degré
n, un tel résultat est impossible. D’ou contradiction. On a ainsi démontré, par
induction, que P,, est vraie pour tout entier n > 1.

5.225) Considérons la fonction auxiliaire f : R — R définie par f(z) = 2* —
x + 1. Alors,
1

T1os0®

~

(x)=0.

Puisque f'(z) = 423 —1 < 0 sur ]—oo,?%[ et f'(x) > 0 sur ]3%/?‘*‘00[7

IS

la fonction f atteint son minimum en % et f (%) > 0. La fonction f ne

s’annule donc pas. Par conséquent, ’équation proposée n’a pas de solution.
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5.226) Soit f : R* — R la fonction définie par f(z) = —x + sin% + sh%.
Puisque pour tout x € R* :

1 1 1
f’(m):—l—ﬁ (cos;+ch—) <0,

X

la fonction f est strictement décroissante sur chacun des deux intervalles
]—00,0[ et ]0,4o0[. De plus,

lim f(z) =+oc0, lim f(z)=-00

r— —00 r—0—
li = li = —00.
Jm f(z) =40, lim f(z)=—o0

Ainsi, en utilisant le théoreéme de la valeur intermédiaire, on peut affirmer que la
fonction continue f s’annule une et une seule fois sur chacun des deux intervalles
]—0,0[ et ]0,+o00[. Par conséquent 1’équation proposée admet exactement
deux racines réelles distinctes.

5.227] Soit f: R\ {1,2} — R la fonction définie par

1 1
3+ 5"
G -2

fz) =

En remarquant que f(x) < 0 sur | —oo, 1[ et f(x) > 0 sur |2, +oo], la fonction f
ne peut s’annuler que dans Uintervalle ouvert |1, 2[. Puisque pour tout z € |1, 2[:

oy 3 5
f'(x) o (x—2)6<07

la fonction continue f est strictement décroissante sur ]1,2[. Comme de plus

Jm f(z) =+ooet lim f(z)=—oo,

la fonction f s’annule une et une seule fois dans ]1,2[.
5.228] Soit f: R\ {0,1,2} — R la fonction définie par

1 1 1
f(x)_ﬁ—’_(a:—l)g—’_(l’_m.

En remarquant que f(z) < 0 sur ] —o0,0[ et f(z) > 0 sur ]2, 4+o0[, la fonction
f ne s’annule pas sur |—o0,0[ U |2, +o0[. Pour tout z € R\ {0, 1,2} :
5 3 1

= e <

1) Sur 0, 1], la fonction continue f est strictement décroissante et comme de
plus lir(r)1+f(x) = 400 et lir{1 f(z) = —o0, la fonction f s’annule une et
r— r—1—

une seule fois dans cet intervalle.
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2) Sur |1, 2], la fonction continue f est strictement décroissante et comme de
plus linl[1+f(x) = 400 et linzl f(z) = —o0, la fonction f s’annule une et
r— r—2—

une seule fois dans cet intervalle.

5.229) Soit f: R\ {aq,...,a,} — R la fonction définie par
1 1

(z — aq) (x —ap)

fz) =

En constatant que f(x) < 0 sur | — oo,a1] et f(z) > 0 sur Jay, +oo, la
fonction f ne s’annule pas sur |—o0, a1[ U Jay,, +0o[. Puisque pour tout = €

R\ {aq,...,an}:

la fonction continue f est strictement décroissante sur chacun des n — 1 in-
tervalles ouverts |ag_1,ax[, & = 1,...,n. Comme de plus pour tout entier
1<k<n:
lim f(z)=4occet lim f(z)=—-o0
T—ag—1+ T—ap—

la fonction f s’annule une et une seule fois dans chacun de ces n — 1 intervalles.

5.230) Soit f: R\ {0,1} — R la fonction définie par

11 ,
S — % —sha.
f(x) x+x—1 x° —shx
/ 1 1 2
Pour tout € R\ {0,1} : f'(z) = —— — ——— — 32" —chz < 0.
= (z—-1)

1) Sur ]—o0, 0], la fonction continue f est strictement décroissante. De plus,

lim f(z)=+o0 et zli%lf f(z) = —oc0.

r——00
Do, f s’annule exactement une fois dans |—o0, 0].

2) Sur ]0, 1], la fonction continue f est strictement décroissante. De plus,

wlir&f(x) =400 et wlir{l f(z) = —0.

Do, f s’annule exactement une fois dans ]0, 1[.

3) Sur |1, 400, la fonction continue f est strictement décroissante. De plus,

lim f(z) =+occet lim f(z)=—o0.

rx—1+ xr—-+00
D’ot, f s’annule exactement une fois dans |1, +o0].

Par conséquent, 1’équation % + ﬁ — 2% — sha = 0 possede exactement trois
racines réelles distinctes.



Calcul différentiel 305

1
5.231] Soit f: R\ {1} — R la fonction définie par f(z) = pr e

Comme pour tout z € R\ {1} :

fl@)=—

1 :
5 —322e <0,

(z—1)

la fonction f est strictement décroissante sur chacun des deux intervalles ou-
verts |—oo, 1] et |1, +o0o[. Par conséquent

1) Puisque lim f(x) = +oo et hI{l f(x) = —o0, la fonction continue f
s’annule exactement une fois dans |—oo, 1.
2) Puisque liT f(z) =0, la fonction f ne s’annule pas dans |1, +o00].
En conclusion, puisque f(0) = 0, 0 est 'unique racine réelle de I’équation
f(z) = 0.
5.232) Soit f:R\ {1} — R la fonction définie par
1

flz)=— T +e ™ —sha’ —8.
3 —
Puisque pour tout x # 1 :
—322
flx) = 7332 —5zte® — 728 cha’,
(% —1)

la fonction f est strictement décroissante sur chacun des deux intervalles
]—00,1[ et ]1,4o00[. Comme de plus,
1) lim f(z) = 40 et lir{1 f(z) = —oo, la fonction continue f s’annule
r— —00 r—1l—
exactement une fois dans U'intervalle |—oo,1].
2) lim f(z) = 400 et lim f(xr) = —oo, la fonction continue f s’annule
r—1+ x——+00
exactement une fois dans U'intervalle |1, +o0[.

En résumé, la fonction f admet exactement deux racines réelles distinctes.

5.233] Soit f :]0,1[ — R la fonction définie par f(z) = w%ij) +cos z. Puisque
pour tout z €]0, 1] :

, _—2$2+2x—1
@)= 332(33— 1)2

—sinx <0,

la fonction continue f est strictement décroissante. Comme de plus

Jim f(z) = oo et Tim f(z) = —o0

la fonction f s’annule une et une seule fois dans ]0, 1.
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5.234) Soit f: R\ {£1} — R la fonction définie par

1 +11 1+
= — In
r—1 2 1—=x

+a

Pour tout = # +1 : f'(z) = % Ainsi,

1) Puisque pour tout < —1 : f’(z) < 0, la fonction f est strictement dé-
croissante sur |—oo, —1[. De plus lim f(z) =a et lim1 f(z) = —o0.
r—r—00 r——1—

2) Puisque f'(z) > Osur |—1,0[ et f'(x) < 0sur |0, 1[, la fonction continue f
est strictement croissante sur | —1, 0] et strictement décroissante sur [0, 1.
De plus limH_f(x) = —00, lirgl f(z) =—oc0et f(0)=a—1.

3) Puisque pour tout = > 1: f'(x) < 0, la fonction f est strictement décrois-
sante sur |1,4o00[. De plus lir?+ f(z) = 400 et lirf f(z) = a.
xTr— T—1T00

Par conséquent, en utilisant les résultats ci-dessus ainsi que le théoreme de la
valeur intermédiaire, on a

e a < 0. L’équation f(z) = 0 admet une et une seule solution. De plus, elle
se trouve dans |1, 4+o0].

e a = 0. Pas de solution.

e 0 < a < 1. L’équation f(x) =0 admet une et une seule solution. De plus,
elle se trouve dans |—oo, —1].

ea = 1. L’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions. De plus,
1 < —-1< To = 0.

ea > 1. L’équation f(x) = 0 admet exactement trois solutions. De plus,
n<-—-1l<zo<0<uaxz<l.

. . . ’ . _ 1
5.235] Soit f: R\ {1} — R la fonction définie par f(z) =1In(1 + |z|) + = .
En remarquant que pour tout < 1: f(x) > 0, la fonction f ne peut s’annuler
que sur Uintervalle ]1,+oo[. Ainsi, puisque pour tout z > 1 :

1 1

= >0
1—|—a:+(1—33)2

f'(x)
la fonction continue f est strictement croissante sur |1, +oo[ et comme de plus

lim f(z) =—-o00, lim f(z)=+4oc0 et f(2)=In3-1>0,

r—1+ xr—-+00

léquation f(x) = 0 admet une et une seule racine réelle @ et 1 < a < 2.

5.236) Pour commencer, soit h : ]0,1[ — R la fonction auxiliaire définie par
h(xz) = 142z Inz. Puisque pour tout 0 < z < 1: h/(z) = 2(1+Inz), la fonction
h atteint son minimum en % et h(%) =1- % > 0; ce qui entraine que pour
tout = € 10,1] :
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Par conséquent les racines de I’équation proposée ne peuvent se trouver que
dans ]—o0,0[ U |1, 4+o00[. Montrons & présent que chacun de ces deux intervalles
ouverts contient une et une seule racine. Pour cela, considérons la fonction
f:]=00,0[ U1, 4+00[ — R définie par

1 1 1
— 4 lnzt=—_ 4+ 121 .
/(@) x(l—x)+nx 1—x+x+ nlel

D’une part, pour tout z € |—o0,0[ U |1, 400][ :

, _2x3—4x2+4x—1
Fla) = 22(1 — x)?

D’autre part, puisque pour tout € R : 622—8x+4 > 0, la fonction polynomiale
P(z) = 223 —42%+42—1 est strictement croissante. Comme de plus P(0)P(1) <
0, on a que P(x) < 0 sur |—o0,0[ et P(z) > 0 sur ]1,+oo[. D’ol

1) Puisque sur |—o0,0[ : f'(z) < 0, la fonction f est strictement décrois-

sante sur | — 00, 0[. Comme de plus f est continue, lim f(x) = +oo et
T——00

lirgl f(z) = —o0, la fonction f s’annule une et une seule dans Uintervalle

z—0—

|—0,0].

2) Puisque sur |1, 4+o00[ : f'(z) > 0, la fonction f est strictement croissante sur
1, 4+00[. Comme de plus f est continue, lir{1+ f(z) = —occet lir+n f(z) =
xr— T—+00

+00, la fonction f s’annule une et une seule dans Uintervalle |1, +o0o].
En résumé, 1’équation ( o) +Inz? = 0 admet exactement deux racines réelles
distinctes.

5.237] Soit f: R — R la fonction auxiliaire définie par

f(z) = 3= = e 3,
Comme pour tout z € R :
1—2In3
f/(CU) = T3z

f'(z) > 0 sur |—oo, 5[ et f/(x) <0 sur |5, +oo[; ce qui entraine que la

fonction f est strictement croissante sur | —oco, 5] et strictement décroissante
sur [t5,+0o[. De plus lim f(z) = —ocoet lim f(z)=0
T— —00 r——+00

Par conséquent, puisque la fonction f est continue, I'’équation f(z) = o admet

Sia<0oua= une et une seule solution.

1
eln3’

2)Si0<a< exactement deux solutions.

eln37

3)Sia> aucune solution.

137
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Puisque = 0 est une solution évidente de I’équation 3% +4% = 2% +5% |
solent 8 # 0 une autre de ses solutions et f : ]0,4+00[ — R la fonction définie
par f(t) = t%. En utilisant le théoréme des accroissements finis, on sait qu’il
existe 2 < t; < 3 et 4 <ty < 5 tels que

FB) = f(2) = f(tr) = Bt] Vet f(5) — f(4) = f/(t2) = Bty .

Doud’ +4° =20 450 o gt =it o p=1.

5.239) 1) Soit n > 3. Puisque 2*+3% = n® & (%)z—&— (%)z—l = 0, le probleme
revient a montrer que la fonction f : R — R définie par

CNOROR

s’annule une et une seule fois dans R. En effet, étant donné que pour tout

reR: N N
f(z)= (g> lnz—k <§> ln§ <0,
n n n n

la fonction f est strictement décroissante. Comme de plus

lim f(z)=+o0 et lil}_l flz) =-1,

r— —00

léquation f(x) = 0 possede une unique solution dans R que ’on désigne par
Zn. D’autre part, du fait que f(0) =1, on a z,, > 0.

2) En effet, pour tout entier n > 3 :
2 Tn Tn Ty
ROROR0
n n n

O<z, <

ou encore

2

5.240) Soit n > 1 et f : [0,4+00[ — R la fonction définie par f(z) = z™e " .
Ainsi, puisque pour tout z € |0, 4+00] :

fi(z) = 2"t em™ (n - 22%),

f'(x) > 0sur |0, /%[ et f'(z) < 0sur]\/Z, +oo[ ; ce qui entraine que la
fonction continue f est strictement croissante sur [0, /%] et strictement dé-
croissante sur [ R +oo[. Par conséquent

wn=\/2—nrggécf($)=\/i—nf< g>=(2€)

Dou lim =z, =0.
n—-+o0o
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n
x.

5.241] Soit n > 1 et f:[0,1] — R la fonction définie par f(z) = (1 —x)
Ainsi, puisque pour tout z € ]0,1] :

fl@)=(1- a:)n_l (1—(n+1)z),

[ et f/(x) < 0 sur } n+-1’ 1[ ; ce qui entraine que la fonc-

1 . . .
, 7] et strictement décrois-

f'(z) > 0 sur |0, n+_1
tion continue f est strictement croissante sur [O
sante sur [, 1]. Par conséquent

1

v = s (0 +1)(1—2)") = (0 + 1)f(n+ 1) - <1+ 1)” .

Dou lim xz, = %
n—-4o0o
5.242] Soit n € N* et f,, : [0,1] — R la fonction définie par f,(z) = (1 —z)a".
Ainsi, puisque pour tout z € ]0,1] :
fo(@)=a" " (n = (n+ 1)),
fi(z) > 0sur ]o, o~ et fi(x) < 0sur ] 1 [; ce qui entraine que la fonction
et strictement décroissante

continue f, est strictement croissante sur [O, nLH]
sur [ 1]. Par conséquent
n In2
T, =(n-+1 —— | In2=—F-—.
R e L e
In2
Dot lim @, = —=.
e

n—-+o0o

5.243) Soit n > 1et f:[0,1] — R la fonction définie par f(z) = z(1 —22)"
Ainsi, puisque pour tout z € ]0,1] :

fla)=(1-2)""(1-@2n+1)?),
f'(z) > 0 sur ]O,ﬁ[ et f'(z) < 0 sur }ﬁ,l[; ce qui entraine que
la fonction continue f est strictement croissante sur [07 ﬁ] et strictement

L 1} . Par conséquent

décroissante sur [W’

= — 2\" = =
‘E”_o?f%(l(\/ﬁx(l z)") =vnf V2n+1 N
\/2n+1(1+2>
n
Dou lim =z —L
n—-+oo " \/%

5.244] 1) Puisque pour tout x € 0, 4o0] :
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f(z) < 0sur ]0,v2[ et f/(z) > 0 sur |V2,+00[ ; ce qui entraine que la fonc-
tion continue f est strictement décroissante sur }O, \/ﬂ et strictement crois-
sante sur [v/2,+oo[. Par conséquent pour tout z € ]0,4o0[ avec z # V2 :

f2) > f(V2) = V2.

2) En utilisant 1), on montre, par un simple raisonnement par récurrence, que
pour tout entier n > 0 : V2 < Tpt1 < xn. La suite (xn) est strictement
décroissante et minorée, elle converge. Posons lim =z, = z. Alors x = % +3

n—-+o0o
et x > \/§ ou encore r = \/§
5.245] 1) Puisque pour tout x € |—2, 400 :
gy = 2T

fl(x) > 0sur] —2,—1[et f/(z) < Osur] — 1,400[ ; ce qui entraine que la
fonction continue f est strictement croissante sur | — 2, —1] et strictement dé-
croissante sur [—1, +oo[. Comme de plus

lim f(z)= lim f(z)=-ccet f(—-1)=1,

r——2+4 r—400
léquation f(x) = 0 admet exactement deux racines réelles distinctes « et [ et
—2<a<0<g.

2) Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout entier
n>0:0<z,1<x, <2, lasuite ((En) est strictement croissante et majorée,

elle converge. Posons lirf Zn = x. Alors, z = In(2 4+ z) ou encore f(z) = 0.

Finalement, puisque z > 0, on obtient que = = f.

5.246) 1) Soit n > 0. Alors, d’apres le théoréme des accroissements finis, on
sait qu’il existe 8,, € ]0, 1] tel que

1

1 1)—Inn= .
n(n+1)—1Inn p—

D’ou HL” <In(n+1)—Inn < i

2) Puisque que pour tout entier n > 0 :

xn:—lnn—&—Z% > —lnn+Z(ln(k—|—1)—lnk) =1In <1+%) >0
k=1 k=1

et

1
Tn+l — Tp = —(ln(n+1)—lnn) +n—_'_1 <0,

la suite (xn) est strictement décroissante et minorée, elle converge.
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3) Puisque pour tout n € N* :

(o)

n

D

k=1

=
3 \|M3
—

Eol

1
k

E
Sl

—

I
=
I
iR
=

311

n

1
ln(l + E)

—In k)

x>
-1
3

(In(1 + k)

=~
Il
-

1
—ln(1+n):ajn—ln(l+—> ;
n

on obtient, par passage a la limite, que

“+oo

D

k=1

o)

5.247
0 : N* x N*

n

23

k=1

5

k=1

n(n + 1)
2n?

lim
n—-+o0o

(rom+ s

0 g (o0

(i)

On sait, grace a la formule de MacLaurin, qu’il existe une application
— 10, 1] telle que pour tout entier n > 0 :

k

() )

k)/&

D’otl, en constatant que pour tout n € N*

g 21 (00t

ou M = max |f
z€[0,1]

k>k2

)|, on peut écrire hm Ty =

n—-4o0o

Mn(n +1)(2n+1)
12 n4

/'(0)
5

5.248] Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout

entier k > 0 : fF)(z) = ke + (z — 1)

oy

k=1

Dou lim =z, =1.
— 400

(o

e*. Ainsi, pour tout n € N* :

1y 1
“m) Tl

5.249] Puisque, d’aprés le théoréeme des accroissements finis, pour tout

x,y €10,1] :

|f($)_f(y)|§M|x—y| ou M =

sup |f'(x)],
z€]0,1]
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la fonction f est uniformément continue sur |0, 1[; ce qui entraine (ex. 4.154) que
lilgl+ f(z) existe. Par conséquent
Tr—

lim z, = lim f(%) = lim f(x).

n—-4oo n—-+oo r—0-+

5.250) 1) On sait, d’apres le théoreme des accroissements finis, que pour tout
z,y e R:
|fx) = f)| < sup  |f(0)]|z—yl.

t€ |—o0,+00]

Ainsi, puisque

sup | f/(t)] <1,
t€]—o00,400[

le théoreme du point fixe de Banach nous permet d’affirmer que la fonction f
possede un unique point fixe.

2) En général, il est faux. Comme contre-exemple, il suffit de prendre la fonction
flz)=x+1.

1) En utilisant le théoréme des accroissements finis, on sait qu’a chaque
x € R, on peut associer un élément 6, de 0, 1] tel que f(z) = f(0) + f/'(0,x)z.
Ainsi, puisque pour tout = € ]—00,0[: f(z) < f(0) + mz et tout = € ]0, +oo] :
f(z) > f(0) + mx, on a

lim f(z)=-occet lim f(x)=+o0.

Tr— —00 r——+00

Comme de plus la fonction f est continue, le théoreme de la valeur intermédiaire
nous permet de conclure que Im f = R.

2) Soit g : R — R la fonction auxiliaire définie par g(z) = = — % Puisque
pour tout x € R :
f'(x) m
<1-2
M M

lg'(x)] =1 -

on peut écrire, grace au théoreme des accroissements finis que, pour tout couple
u,v de R :

lg(w) — g(w)| < (1- %) =]

m

Comme de plus 0 < 1 — < 1, on sait, d’apres le théoreme du point fixe de
Banach, que la suite (a:nslconverge vers 'unique point fixe de la fonction g.
Finalement, en remarquant que

f@) =0 g(x) ==,

la suite (xn) converge vers 'unique solution de I’équation f(z) = 0.
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5.252) 1) Soit g : [3,+oo[ — R la fonction auxiliaire définie par

r—1

g(x) =z — f(z) = 5 —Inx.

Puisque pour tout = € |3,+o00 : ¢'(x) = "”2—;2 > 0, la fonction continue g est
strictement croissante et comme de plus g(3) < 0 et g(4) > 0, elle s’annule une
et une seule fois en un point 3 < a < 4.

Sur |3, +00], a est bien I'unique point fixe de la fonction f car g(z) = 0 si et
seulement si f(x) = x.

2) En effet, puisque pour tout x € 0, +o00[: f/(z) = + > 0, la fonction f est
strictement croissante. Comme de plus f(3) > 3 et f(4 ) < 4,ona f([3,4]) c
[3,4].

, 1 1 5
3) Pour tout z €13,4[: 0 < f(2) ==+ — < —.

2 x 6

4) En utilisant 2), on peut montrer, par un simple raisonnement par récurrence,
que pour tout entier p > 0 : 3 < z, < 4 et en utilisant 1) et 3) ainsi que le
théoreme des accroissements finis, que pour tout n € N* :

|3:n—oz| = |f(sr:n_1)—f(oc)| §%|xn_1—a <...< (%) |a:0—a|.

Dou lim z, =c«.

n—-+o0o

5.253] 1) Puisque pour tout = € ]1,+oo[ : f/(z) = % > 0, la fonction
r2—1

f est strictement croissante et, comme de plus lir{1+ f(z) = —c0 et f(2) >0,
r—

elle s’annule une et une seule fois en un point 1 < a < 2.
2) Eneffet, 0 = f(o) =a+In(a® —1) = a=vV1+e > =g(a).

3) Puisque pour tout x € ]0,4+o00[ : ¢'(z) = m < 0, la fonction g est

strictement décroissante. Comme de plus g(1) < 2 et g(2) > 1, on a g([1,2]) C
1,2].

e ® 1 1
4) Pour tout x € ]1,2[ : |¢'(2)| = ———=< 5= < 7
) Pour tout z € ]1,2[ : ¢ ()| o/ite 4

5) En utilisant 3), on peut montrer, par un simple raisonnement par récurrence,
que pour tout entier p > 0: 1 <z, <2 et en utilisant 1), 2) et 4) ainsi que le
théoreme des accroissements finis, que pour tout n € N* :

‘fn - OZ‘ = ’g(‘rnfl) - g(Oé)’ <

Dou lim =z, =«.
n—-+o0o



314 Solutions

5.254) Puisque pour tout = € [a,1] :

Inz
lim f,(z)= lim er 1 =lnz
nj»{[kloo n B n—-—4o00 l B ’
n

la suite ( fn) converge simplement vers la fonction continue f(z) = lnz. De
plus, toutes les fonctions f, sont croissantes. Par conséquent, grace a la propo-
sition 4.102, la convergence est uniforme.

Soit n > 1. La fonction f, : [0,1] — R étant continue, il existe un
élément «, de [0, 1] ou f,, atteint son maximum. Puisque f,,(0) = f,(1) =0 et
que pour tout z € ]0,1[ : fr(xz) > 0, on a ay, € ]0,1[; ce qui entraine, f, étant
dérivable sur ]0, 1[, que

n

n+1’

fh(om) =ap " (n— (1+n)ay) = 0 ou encore a,, =

Par conséquent pour tout entier n > 1 :

n 1
S n = Jn\ —7 < —
S |2 f(m) P

ce qui nous permet de conclure que la suite (f,) converge uniformément vers
la fonction f : [0,1] — R définie par f(z) = 0.

5.256] 1) Pour x € R fixé, considérons la fonction g, : R% — R définie par

gz(t) = —tln (1 + I—;) .

Puisque pour tout ¢t > 0 :

2 2 4
W)= —n 14+ ) + 2 et g(t) = —F
) ==t (14 ) 4 g el = s

la fonction g/, est croissante et . lir+n g.(t) = 0; ce qui entraine que pour tout
—T 00
t>0:g.(t) <0 ou encore que la fonction g, est décroissante. Ainsi, pour tout
entier n > 0 :
frta(z) = ed+(nth) < e9=(m) = fa(z).
Autrement dit, la suite (f,,) est décroissante.
2) 1 suffit d’utiliser le théoreme de Dini et le fait que pour tout z € R :
$2 - 2
lim f,(x)= lim (1+ —> =e 7.
n

n—-+o0o n—-+o0o

5.257] Soit a € R. Puique pour tout x # a :
f(z) — f(a)

S|I—CL|,
r—a

on a f'(a) = limw = 0. La dérivée de f étant nulle sur tout R, la

. Tr—a
fonction f est constante.
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En effet ;
HVzeR: f(r)=f(—x)=>VaxeR: f'(z)=—f(—x). (= f'(0)=0.)
2Q)VxeR: f(x)=—f(-z)=VzeR: fl(z)=f'(—x).
Ve eR: flz)=fz+T)=VzeR: fl(x)=f(z+T).
4) f’ impaire = f paire. En effet, pour tout x € R :

fea =10+ [ 1 / e

0
T / f(s)ds = ().

/! paire # f impaire. Contre-exemple : f(z) =1+ sinz.
1! périodique % f périodique. Contre-exemple : f(z) =z +sinz.

5.259) 1) Puisque pour tout x € R :

f'(a:)z\/lj__chh<aln<x+ 1—|—a:2>>

et
' (x) = ﬁ ch(aln <x+ 1 +x2)>
2

+a—sh(aln(aj+ 1+x2)) ,
1+ 22

on a bien (14 2%)f"(z) + o f' (z) — *f(z) =0

2) Pour n = 0 ou 1, le résultat est immédiat. Supposons donc que n > 2. Alors,
en utilisant la formule de Leibniz, on a pour tout z € R :

0= i (Z) ((1 + x2)(k)f(n7k+2)($) + :C(k)f(nwrl)(x)) _ agf(n)(x)

k=0
=(1+ x2)f("+2)(a:) +a(l+2n) f" (@) - (o - nQ)f(")(a:) .

Dout f"F2(0) = (a® —n?) f(0).

Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = % zF.
Alors, pour tout € R\ {1} : kzo
fay = 1= i ) = IZOOM,C,I _ 1410021 — 10121
1—w k=1 (1- x)z
100

Par conséquent Z k3k =3f'(3) =
k=1

u>|w

(1419939,
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5.261) En posant f(z) = g(z) = 2™ dans la formule de Leibniz, on a pour
tout z € R :

(2;”;)!$n 22 i( > () (4 )(k):n!x"i<z>2.

k=0

o (2n)! " n\?
Ainsi, en prenant x = 1, —= = Z .
(n!) o \k

5.262) Soit k € N*. Puisque la suite (2, = (14+1)") est strictement croissante

et qu’elle converge vers e, on a ¢ > (1 + %) . Etablissons a présent la deuxieme
inégalité. Pour cela, considérons la fonction auxiliaire f : |0, 400 — R définie

par f(x) = (1 + %)Hl. Ainsi, en constatant que pour tout x € ]0, +o0] :

f@) = (1 T %f (m (1 4 é) _ é) <0,

la fonction f est strictement décroissante et comme de plus lirf f(z)=e,on
P k r—+00
peut écrire e < (1 + ) )
1) Soit P,, avec n > 2, la relation définie par
nnfl n

e T

P; est vraie. A vérifier que pour tout entier n > 2 : P, = P,,+1. En effet,
n + 1 n n—1 1 n
(1) w1
n! (n—1)! n

n 1 n+1 +1 n+1
n-le o 14— = 7(71 ) )
n—1! n n!

<e

On a ainsi démontré, par récurrence, que la relation P, est vraie pour tout
entier n > 2.

2) Soit n > 2.

nn—l n"
— <"l —
(n—1)! (n—1)!

Sp" el < (n—Dl<nel T = pmel T < nl < n el T,

5.263] On va supposer que £ > 0. Le cas £ < 0 s’obtient en remplacant f
par —f.

1) Puisque ¢ > 0, il existe un nombre « > 0 tel que pour tout = > « :

N

f@)+ f(x) =



Calcul différentiel

ce qui entraine que pour tout t > o : ¢'(t) = et (f(t) + f'(t)) > Let > L
Ainsi, en utilisant le théoréme des accroissements finis, on obtient que pour

tout * > v :

o(x) > glo) + 5 (2 — ).

Par conséquent lim g(z) = +4oc0.
r——+00

lim M— lim 9(x)

2) lim f(z) = = lim (f(z)+ f'(z)) =¢.

T—+00 r—+o0 eT rx—-+oo eT r— 400

5.264] Soit h:]0,1] — R la fonction auxiliaire définie par h(z) = In f(x). En
constatant que pour tout > 0 : h/(x) = g(x) et en utilisant le théoréme des

accroissements finis, on sait qu’a chaque z € ]0
6, de 10, 1] tel que

s 9 D

(oo -p) -
2

ce qui entraine, puisque lim h(x) = —o0, que
r—0+

li Ly L T
im — 40, |x—= = .
oot T\ 2 Ty >

Par conséquent la fonction g n’est pas bornée.

L [ on peut associer un élément

5.265] En utilisant la formule de MacLaurin, on sait qu’a chaque z € R, on

peut associer un élément 6, de ]0, 1] tel que

2

flz) = fO) + f1(O)z + f"(0u7) 5 = f(0) + f'(O)z.

11 suffit de prendre a = f(0) et 8 = f'(0).
Remarque : Ce résultat était prévisible car la fonction f est convexe.
5.266] Soit g : R — R la fonction auxiliaire définie par

f(z) — f(0)

g(x) = T
0 siz=0.

six #0

Puisque f/(0) = 0, cette fonction est continue. De plus, pour tout = # 0 :

1) f(0) = f(1). Alors, g(0) = g(1) = 0 et lon sait, d’apres le théoréme de
Rolle, qu’il existe au moins un élément « de ]0,1[ pour lequel ¢'(a) = 0.

Dol f'(a) = f(a);f(o) )
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2) f(0) < f(1). La fonction g étant continue sur [0,1], elle atteint son son
maximum sur cet intervalle en un point que 'on désigne par a. Puisque
g'(1) <0 (car f/(1) =0) et g(1) > 0 = g(0), on a @ € |0, 1[. Par conséquent

g'(a) = 0 ou encore f'(a) = w .

3) f(0) > f(1). La fonction g étant continue sur [0, 1], elle atteint son son
minimum sur cet intervalle en un point que l'on désigne par «. Puisque
g’ (1) > 0 (car f/(1) =0) et g(1) < 0= g(0), on a @ € |0, 1[. Par conséquent
g'(a) = 0 ou encore f'(a) = 71[(0‘);“0) .

5.267] Raisonnons par I’absurde et supposons que ¢ # 0. Puisque par hypo-
these f(0) = 0 et pour tout |z| < § : f'(x) # 0, on sait, d’apres le théoréme de
Rolle, que pour tout 0 < |z| < § : f(z) # 0. Par conséquent

@) ) o
@) =0

ce qui entraine que f/(0) = 0 (prop. 5.25). D’oli contradiction.

5.268) On sait, d’apres la formule de MacLaurin, qu’a chaque élément x de
] — 1,1], on peut associer un élément 6, de ]0,1[ tel que

. / I B
t ) =t

x
2
Ainsi, puisque pour tout = € ]—=1,1[ : f(z) = f(0) + f'(6(z))x, on obtient
que pour tout 0 < |z| < 1:

f" (Ozz) ([ f(26(x)) — £'(0)
2 N ( x0(x) ) 6(@).

2

f@) = f(0) + f'(0)a + f" (0u)

D’autre part, la fonction f étant de classe C? et f”(0) # 0, il existe un nombre
0 €1]0,1] tel que pour tout 0 < |t| < & : f”(t) # 0; ce qui entraine que pour

tout 0 < |z| <4 :
f'(@0(z)) - £'(0)

x0(x) 70
Par conséquent
f// (gxx)
lim f(z) = lim 2 _1 .
v0 =20 [ (2f(2)) — f'(0) 2
x0(x)

5.269) Puisque lir+n () = £ > 0, il existe un nombre a > 0 tel que pour

tout t > a: f'(t) > g ; ce qui entraine, d’apres le théoréme des accroissements
finis, que pour tout z > a : f(z) > f(a) + &(z — a). D'ou

lim f(z) =+o0.

r——+00
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5.270) 1l suffit d’utiliser I'exercice précédent.
5.271] Soit T' > 0 une période de f. Alors, pour tout t € R :

)= Tim f(t+nT) = lim f'(s)=¢;

n—-+oo

ce qui entraine que pour tout x € R : f(z) = f(0) + fx. Comme de plus
f(T) = f(0),onaf=0.Dou f est constante.

5.272) 1) £ =0. Soit € > 0. Puisque lir+n f'(x) = 0, il existe un nombre

a > 0 tel que pour tout t > a : ‘f’(t)‘ < 5. Ainsi, en utilisant le théoréme des
accroissements finis, on peut écrire que pour tout z > a :

0] |

L€
5"

Comme de plus lim @ = 0, il existe un nombre b > a tel que pour tout

r——+00

z>b: ’@’ < % Ainsi, pour tout x > b : ‘@‘ < e. Par conséquent

lim —= =0.
r——+00 X

2) £ # 0. Soit g : )0, +00[ — R la fonction auxiliaire définie par g(z) = f(x)—{z.
Alors, en utilisant 1),

lim ¢'(z) =0= lim @:Oé lim /)

z——+00 r—+oo I T—+00 T

3) En général la réciproque est fausse. Comme contre-exemple, il suffit de
prendre f(z) = cosx + {x.

1) lim_f(@) =0,

2) Par contre, puisque pour tout x > 0 : f'(x) = 2cosz? — 5125”27 lim f'(x)
n’existe pas. pheo

5.274] Raisonnons par I’absurde et supposons

f'z) _

amat g'(z)

Alors, il existe b > a tel que pour tout x € Ja, b : f'(x) # 0. Ainsi, sur ]a, b[, les

deux fonctions f’ et g’ gardent un signe constant qui ne peut étre que négatif

car lim f(x)= hm+ g(x) = +00; ce qui est impossible. D’ou contradiction.
r—a

r—a+
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5.275] En effet, d’'une part en constatant que pour tout z > a :
9(x) ~gla) _ f(x) ~ fla) _ h(z) — h(a)

T —a - xr—a - xr—a

9

on obtient, par passage & la limite, que f}(a) = ¢’(a). D’autre part, puisque
pour tout z < a :

f(x) = fla) _ g(z) —g(a)

xr—a xr—a - T —a

on a aussi f;(a) = ¢'(a).

5.276) 1) A chaque entier p > 0, associons la fonction fj, : R — R définie par

=3 (3) g,

n=0

Ainsi, en constatant que pour tout p € N :

supl o) — 1) < 3 (2) 4 <2)+ ,

z€R n=p+1

la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f. Comme de plus toutes
les fonctions f, sont continiues, f l'est aussi.

2) Soient x € R et m € N*. Puisque I'un au moins des deux intervalles ouverts
}4’”;10 — %, 4’";10[ ou }4’”;5, 4Mx + %[ ne contient aucun entier, on a, en prenant
O = —% ou %, que l'intervalle ouvert d’extrémités 4™z et 4™ (JU + 5m) ne
contient aucun entier. Par conséquent aucun des intervalles ouverts d’extrémités
4™x et 47 (;E + 6m), n =0,...,m ne contient un entier.
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Ainsi, de la définition de la fonction g, il découle que pour tout n € N :

g(4"(a:+5m))—g(4"a:) ] 0 sin>m
Om B a4 si0<n<m

ol o, = £1. Par conséquent

f(z46m) — f(z) _ Ji:'o ((%)” g (4" (z +6m)) —g(4”x)>

Om 4 Om

n=0
m

= Z%ozn (%)"471 = éan?)";

“+o0
ce qui entraine, puisque lim J§,, = 0 et la série > «,3™ diverge, que
m——+oo n=0
. liT M n’existe pas. Autrement dit, f n’est pas dérivable en x.
— 100

5.277) 1) Considérons les deux fonctions auxiliaires f, g :]—1,1] — R définies
respectivement par

f(I)=11H<1+x>—a:etg(x):f(x)— z?

2 11—z 3(1 _ 952) )
Ainsi, en constatant que pour tout |z| <1 :
x2 2z
f#)=——=>0et g (z)=——— <0,
1—a? 3(1— 952)2

la fonction f est strictement croissante tandis que la fonction g est strictement
décroissante. Comme de plus f(0) = g(0) = 0, on a que pour tout 0 < x < 1 :
f(z) > 0 et g(x) < 0 ou encore

0 < 1 | 1+ - x?

—In|{— | —2< ——.

2 \1-= 3(1—a?)
2) Il suffit de rempacer x par ﬁ dans la stricte double inégalité obtenue
sous 1).
3) 1l résulte, de la stricte double inégalité obtenue sous 2), que pour tout
n e N*:

%‘H))<1’

3=

T 2n+1 +1 2n+1 ntly g1
H—'H:e( nz ln(nn )_1)>1etM:€( 2 ln( n ) 1 12(

Tn Yn

ce qui revient a dire que la suite (z,,) est strictement croissante tandis que la
suite (y,) est strictement décroissante. Comme de plus pour tout entier n > 1 :

1
T — Yn = xn(l — em) < 0, la suite (z,) est majorée par y;. Elle est donc
convergente ; ce qui entraine

- i o (1 ethe) =
i o =) = Jip_an (1 - et =0
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Par conséquent les deux suites (x,,) et (y,) sont adjacentes et leur limite com-
munue £ est positive car £ > x1 > 0.

4) Soit (ay,) la suite auxiliaire définie par
1 2-4-....2n 22" (n!)?

T Vn 13-...-2n—-1) Vo)l

D’apres la formule de Wallis,

an

lim a, = +/7. Par conséquent
n—-+4oo

1

9 27L+§ —2n

0</= lim w9, = lim (n)—e
n—-4o00 n—+o00 (2n)!

1
== —

yord

5) Soit n € N*. Alors, puisque z,, < ¢ <y, on obtient
/ nll 1

60:1<—=7<el2n;
In

=2 liI}_l anx’ = V2rl?

1
n"tT e

ce qui entraine, la fonction e® étant continue et bijective, qu’il existe dans
I'intervalle ]0, ﬁ[ un unique élément o, tel que — f; — = e?~. Prendre
0, = 12no,. " ‘
6) 11 suffit d’utiliser la formule de Stirling.

7) Soit x € R% et k € N. Puisque pour tout entier n >k :

n <£>k (1 B E)ﬂ*k l’n—k nn"!‘%xk (1 _ E)ﬂ*k
k n n Tn, n
n —

ot (1) ) (0-0)) =

5.278] Cette inégalité étant évidente pour n =1, z = 0 ou = = 1, soient n > 2
et « € ]0,1] et considérons la fonction auxiliaire g : R — R définie par

g(t)=(t+ (1 - x))n = Z (Z) (1 — x)" ek

k=0
(formule du binéme de Newton). Ainsi, puisque pour tout t € R :
gt)=n(t+(1- x))n_l = Z k (Z) (1 —z)nkek=t
k=1
et

g'(t)=nn—1)(t+(1—2)""" =

M=

k(k—1) (Z) (1 — )" Fh=2,

E
[|
N
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on obtient, en posantt t = x, que

Par conséquent

g_o(k — nx)? (Z) 2F (1 — z)nF
= Xn:(k(k —1) + k(1 — 2nz) + n*z?) (Z) k(1 — )k
k=0

=n(n— 1)z + (1 — 2nz)nz + n’z? = nz(1 — ) < n max s(1—s)=

~ 3

Puisque la fonction f admet un maximum local en a, il existe un
nombre 0 < §; < b — a tel que pour tout = € [a,a + 01 : f(x) < f(a).
De méme, puisque la fonction f admet un maximum local en b, il existe un
nombre 0 < §y < b — a tel que pour tout & € [b— d2,b] : f(z) < f(b). D’autre
part, la fonction f étant continue, il existe au moins un élément u de [a, b] pour

lequel f(u) = min f(x).
z€Ja,b]
1) a <wu <b. La fonction f étant dérivable sur ]a,b[, on doit donc avoir
f'(u) = 0. Dans ce cas, on peut prendre ¢ = u.

2) u = a. Alors, la fonction f est constante sur [a,a + d1]; ce qui entraine, f
étant dérivable sur Ja, b, que f’ est nulle sur ]a, a + 6;]. Il suffit de prendre
c=a++ 0.

3) u =b. Alors, la fonction f est constante sur [b — ds,b]; ce qui entraine, f
étant dérivable sur ]a, b[, que f’ est nulle sur [b— d2, b[ . Il suffit de prendre
c=b-— 52.

5.280] 1) Pour les besoins de la démonstration, on va supposer que f’(a) <
"(b). Soit f'(a) < €< f'(b) et g : I — R la fonction définie par

g(x) = f(x) — lx.

Cette fonction est dérivable et de plus ¢'(z) = f'(x)—£. Par conséquent ¢'(a) <
0 < ¢'(b) ; ce qui entraine que sur [a, b], la fonction g admet un maximum local
en a et un autre en b. Ainsi, en utilisant ’exercice précédent, on sait qu’il existe
au moins un élément ¢ de |a, b[ pour lequel ¢’(c) = 0. D’our f/(c) = ¢.
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2) On sait, d’apres 1), que sur [a, b], la fonction f’ prend toute valeur comprise
entre f'(a) et f'(b). Comme f’(a)f’(b) < 0, la fonction f’ s’annule au moins
une fois dans ]a, b[.

3) Il suffit d’utiliser 1) et I’exercice 4.128.

5.281] Puisque la fonction f’ ne s’annule pas, on sait, d’apres I’exercice pré-
cédent, qu’elle garde un signe constant. Par conséquent la fonction f est stric-
tement monotone.

5.282) Raisonnons par ’absurde et supposons que f’ ne s’annule pas. Alors,
f est strictement monotone (ex. 5.281). Elle est donc injective; ce qui est im-
possible car f est paire. D’ou contradiction. (En particulier, f/(0) = 0.)

5.283] Puisque pour tout z € R : f/(z) > m > 0, la fonction f est strictement
croissante et de plus, on peut écrire, en utilisant le théoreme des accroissements
finis, que

fl@)> fO)+mzsiz>0 et flz)<f(0)+mzsiz<O0;
ce qui entraine que

lim f(z)=-occet lim f(x)=+o0.

Tr— —00 r——+00

Finalement, le théoréeme de la valeur intermédiaire nous permet de conclure

que la fonction f s’annule une et une seule fois dans R.

5.284] Soit g, h : [a,b] — R les deux fonctions définies respectivement par
f(x)

g(z) = i et h(z) = —~

En appliquant a ces deux fonctions le théoréme de Cauchy, on a

af(b) —bf(a)

a—b = f(c) — cf'(c) avec ¢ € ]a, b .

Soit g : [a,b] — R la fonction définie par g(z) = (z — a)(z — b) f(z) .
Pour tout z €]a, b :

g'(@) = (z=b)f() + (z - a)f(z) + (x — a)(z = b) f'(z).

Ainsi, puisque g(a) = g(b) = 0, on sait, d’apres le théoréme de Rolle, qu’il
existe un élément ¢ de ]a, b[ pour lequel g’(c) = 0. Par conséquent

5.286) 1) A chaque h € R, choisi de sorte que a + h € I, on peut associer,
d’apres la formule de MacLaurin, un nombre 0 < 6}, < 1 tel que

flath) = fl@) + @+ 5 fa+ 62



Calcul différentiel 325

et, en remplagant h par —h, f(a—h) = f(a)— f'(a)h+5 f""(a—0_,h)R*. Ainsi,

fec?
i (@) + [ (a = h) —2](a)
h—0 h?
= & Jim (F"(a+ 6h) + f"(a— 6_4h)) = f"(a).

2) Pour commencer, on va supposer que f est convexe et soit « € I. Alors, pour
tout h e Ravecat hel,

@+h%ﬂx—m><
5 <

(f(a:+h)+f(a:—h))

o =1 :

ou encore

fl+h)+ flz—h)=2f(z) 2 0.

D’oti, en utilisant 1), on a

)  tim L) I =) =2 (@)

h—0 h? = 0.

Montrons & présent la réciproque. Puisque pour tout € I : f”(x) > 0, la
fonction dérivée f’ est croissante sur I. Soient a < b deux éléments de I et
A € ]0,1[. Alors, en posant ¢ = Aa + (1 — A\)b, on sait, d’apres le théoréme
des accroissements finis, qu’il existe a, 5 € Rtels que a < a <c < < b et
vérifiant

fla) = fle) + f'(@)(a—c) et f(b) = f(c) + f'(B)(b—c);

ce qui nous permet d’écrire que

Af(a) + (1 =X f(b) = f(e) + A1 = A)(b—a)(f'(B) = ['(a))
> fe)=f(Aa+ (1= \)b).

Sia>betAe ]0,1[, pour obtenir I'inégalité ci-dessus, il suffit d’intervertir A
et 1— A\

Sia=bousi A=0oul, 'inégalité est évidente. Autrement dit, la fonction f
est convexe.

1+1
5287 1)Va> 1, f"(z) = 2

(;E lnx)2

2) Puisque f est convexe, on peut écrire que pour tout couple a,b de |1, +o0] :

a+b a+b
o (e23) ()
< % (f(a)+ f(b)) = == (In(Ina) + In(Inb)) = —InVInalnb
ilnaT_Fb > +VInalnb.

> 0 = f convexe.

N =
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1
5.288) 1)Vz >0: f"'(x) = ~> 0 = f convexe.

2) Puisque f est convexe, on peut écrire que pour tout couple a,b de ]0, +oo] :
b b
(a+b) m(“; ) — 2f(a+ ) < f(a)+ f(b) = alna +blnb.

5.289) 1)V >0: f"(x) =p(p—1)2P"2 > 0= f convexe.
2) Puisque f est convexe, on peut écrire

n p n q q
(Z—‘Zkﬁ’“) =f<§j ﬁkqakﬁkl’)
J

=N =B
j=1 j=1
n n Xn: of
q _9q q
<SP plansy ) =3 S arprt = 2
= =P > 4
1= 1= J=

3

bS]
N
B
i 3
=@
B
~_
Ql—

1
o < <Z Oéi)
k=1 k=1

3) Soit 7 € ]1,+oo[. En utilisant I'inégalité ci-dessus pour p = r et ¢ = 5,

on a .
Zak (ar + Be)" <<Zak> (Z (o + Bk) )
k=1 k=1 k=1

et
n n T n Trl
Zﬂk (o +Bk) < (Z ﬁ£> ( (o + Br) )
k=1 k=1 k=1

D’ou

Z(ak+ﬁk)r = ap(ar+8) +Zﬁk (ar+Br)" ™
=1 k=1 k=1

r—1

IN
-~
(]
Q
>3
~
Bl
+
N
(]
X[
a3
~_
S|
YR
(]
5
ol
+
2@
Eal
SN—
N~
5

k=1 k=1 k=1
! ! !
= <Z(Oék + Bk) ) < <Z 042) + <Z 512)
k=1 k=1 k=1
5.290) 1)Vz eR: f’(x) =e” > 0= f convexe.
2) Puisque f est convexe, on peut écrire pour n € N* et aq,...,a, > 0,

1 1 ap+ -+ an
n/al-.-an:f<ﬁglnak>Sﬁgf(lnak)zli_
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5.291] 1)Vz >0: f’(z) = ala — 1)z%2 > 0 = f convexe.

2) Puisque f est convexe, on peut écrire pour n € N* et aq,...,a, > 0,
[e%
_ — — < — = — x.
(n Zak> f(ﬂ Zak> Sp2 Sl =20 d
k=1 k=1 k=1 k=1

1
5.292) 1) Vx €]0,4o0[: f’(x) = — > 0= f convexe.
)

2) Puisque f est convexe, on peut écrire pour tout «, § € ]0, +o0] :

—ln(a—p#—ﬁ):f(a—p—Fﬁ) Slf(ap)—&—lf(ﬁq):—lnaﬂ
p q p q p q

ou encore

P q
af < S A .

p q

5.293) 1) f,g convexes = [/, g  croissantes = (f + g)/ = f' 4 ¢’ croissante
= f 4 g convexe.

2) Pas forcément. Comme contre-exemple, il suffit de prendre f(x) = —sinx et
g(z) = —cosz sur |0, 3 [.

5.294) 1) Puisque la fonction g : R — R est croissante et dérivable, on a pour
tout t € R : ¢’(¢t) > 0; ce qui entraine, du fait que les deux fonctions f et g
sont convexes et de classe C2, que pour tout z € R :

(g0 f)"(@) = g"(f(@) (f' @) + g (f) f(x) > 0.

Par conséquent la fonction composée g o f est convexe.
2) Pas obligatoirement. Comme contre-exemple, il suffit de prendre f(z) = e*
et g(x) = —z.
2 .

¢ si0<x <1
5.295) f(z) = T

4 sixz=1.
5.296] Pour commencer, on va supposer que f est convexe et soit a € I.
Alors, puisqu’a tout ¢ € I, on peut, d’apres le théoréme des accroissements
finis, associer un élément 60; de ]0,1[ tel que

ft) = fla) = f'(a+0:(t —a))(t —a),
on peut écrire, f’ étant croissante, que pour tout x € I :
f@) = (f(a) + f'(a)(@ — a)) = (f(z) = f(a)) + f'(a)(z — a)
= (f'(a+bz(x—a)) — f'(a)) (x—a) >0.

Montrons a présent la réciproque. Pour cela, raisonnons par ’absurde et suppo-
sons que la fonction f n’est pas convexe. Alors, il existe trois éléments a < ¢ < b
de I tels que le point P = (c7 f (c)) se trouve strictement au-dessus de la corde
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qui joint les deux points A = (a7 f(a)) et B = (b7 f(b)) Par conséquent, si on
désigne par d la tangente a la courbe C au point P, I'un au moins des deux
points A ou B se trouve strictement au-dessous de d (il suffit de dessiner les
six cas possibles!); ce qui est impossible. D’ou contradiction.

Désignons par T la tangente & la courbe C issue du point D. Puisque
la fonction est convexe, on sait que les deux points A et B se trouvent au-dessus
de T'; ce qui n’est possible que si T et I' sont confondues. Pour conclure, il suffit
de se rappeler que tous les points de C se trouvent entre T et I.

5.298) Si f est convexe, cette inégalité est vérifiée en prenant \ = % La
réciprocité n’est pas vraie. En effet, soit f : R — R une fonction discontinue
partout telle que pour tout couple z,y de R :

flx+y) = f@)+ f(y)

(ex. 4.190). La discontinuité de f entraine sa non convexité. Par contre, en
constatant que pour tout t € R :

f(t>=f<§+§>:2f(§),

on a que pour tout couple x,y de R :

(5 =G-8 () () - 22

2 2 2 2

5.299] Pour commencer, supposons que f est convexe. Alors, pour avoir l'in-

égalité, il suffit de prendre, dans la définition d’une fonction convexe, A = %

Montrons a présent la réciproque. Pour cela, raisonnons par ’absurde et sup-
posons que f n’est pas convexe. Alors, il existe deux éléments a < b de I et un

nombre & € 0, 1] tels que
fléa+(1=&b) > &f(a) + (1= &) f(b).
Ainsi, en posant
A =sup{X € [0,6] : fF(ha+ (1 =MNb) < Af(a) + (1= A)f(b)}

et
Ao :inf{/\ € & 1]: f(/\a+ (1 —A)b) <Aa)+ (1 —A)f(b)},

on obtient, grace a la continuité de la fonction f, que 0 < \; < Ay < 1,
FAwa+ (1= Xe)b) = Ao f(a) + (1= M) f(b), ke{1,2},
et pour tout p € JA1, Ao :
fpa+ (1 = p)b) > pf(a) + (1 — p) f(b);
ce qui est impossible, car en prenant

AL+ A2
2 9

x:)\1a+(1—/\1)b, y:/\2a+(1—/\2)b et B=



Calcul différentiel 329

onal <f< A et

r+y

BF(@) + (1= H)f(b) = ;

() + 50) = 1 (552 ) = (G (1= ).

N =

D’ou contradiction.

5.300) En effet, soit a < b deux éléments de E et ¢ € [a,b]. Alors, il existe
A € [0,1] tel que ¢ = Aa + (1 — A)b; ce qui entraine, puisque f est convexe et
a,b € E, que

£(&) = F(Aa+ (1= ) < M(a) + (1 - N f(b) < a

ou encore c € E.
La réciproque est fausse. Comme contre-exemple, il suffit de prendre la fonction

f(x) =23

5.301)] Puisque la fonction f : ]0, +o00[ — R est croissante et non constante, il
existe 0 < a < b tels que f(a) < f(b). Comme de plus la fonction f est convexe,
on a pour tout x > b :

f(b) — f(a) < f(I) _ f(a) ou encore f(JU) > f(a) +

b—a - T—a b—a

0<

Dou lim f(z)=+o0.

r——+00

5.302] Soit 0 < a < b. Alors, puisque f :]0,+o00o[ — R est convexe, on a pour

tout © > b :
f@) _ fla)
fb) = fla) _ fl&) = fla) _ 4 T .
b—a ~ x—a 12 ’
x
ce qui entraine que
_ f=@) _ fla)
[0~ f@) o I
—a T z—+oo _E -
x

D’ou f(a) > f(b). La fonction f est donc bien décroissante.

5.303] Soit a < b. Puisque la fonction f: R — R est convexe, on a pour tout

r<a:
f(z) = fla) _ () = f(a) |

T—a b—a

ce qui entraine, par passage a la limite, que

0 ) — 1 T I@ 0 (@)

T—a— r—a b—a

ou encore f(a) < f(b). De fagon analogue, on démontre que pour tout ¢ < a :

f(a) < f(e).
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5.304] Raisonnons par I'absurde et supposons que f n’est pas constante.
Alors, il existe a < b tels que f(a) # f(b). Supposons pour commencer que
f(a) < f(b). La fonction f étant convexe, on a pour tout x > b :

FO) = J(@) S0 1@ s a4 L L)

0< b—a r—a b—a

(x —a);

ce qui entraine que lir}rl f(x) = 400. Ce cas est donc & exclure.
T—T00

Supposons a présent que f(a) > f(b). Alors, pour tout = < a :

f(z) = fla) _ 1(b) — f(a)

r—a b—a

ou encore f(x) > f(a) +

ce qui entraine que lim f(z) = +o00. Ce cas est donc aussi a exclure. D’out
. . r——00
contradiction.

5.305] Puisque la fonction f est convexe sur lintervalle ouvert |a, +oo|, elle
est continue. Comme par hypothése les deux limites lim+ f(z) et lirf f(z)
r—a T—1T00

existent, elle est uniformément continue (ex. 4.158).

Remarque : Ce résultat reste valable si on remplace |a,+oo[ par ]—o0,b[ ou
]—00, +00[ (pour ce dernier intervalle, f est constante (ex. 5.304)).

5.306) D’une part, la fonction f n’étant pas monotone (ex. 4.129), il existe
trois nombres réels a < u < v < w < b tels que

(f(v) = () (f(v) = f(w)) > 0.

D’autre part, la fonction f étant convexe, on a aussi f(v) < max{f(u), f(w)}.
Par conséquent f(v) < f(u) et f(v) < f(w); ce qui entraine, la fonction f étant
continue, qu'il existe ¢ € Ju, w[ tel que f(c) = min f(x). De plus f(u) > f(c)
et f(w) > f(c). et

Ainsi, en utilisant de nouveau la convexité de f, on obtient que pour tout
T € Ja,u] et tout s € [w, b :

flu) <max{f(r), f(c)} = f(r) et f(w) < max{f(s). f(c)} = f(s).

Finalement, puisque pour a < x <y < ¢,

Do <y<u: f(y) <max{f(z), f(u)} = f()

2)x <u<y: fly) <max{f(u), f(c)} = f(u) < f(2)

u<w<y: fly) <max{f(z),f(c)} = f(x),
la fonction f est décroissante sur ]a, ¢]. De méme, pour ¢ <z < y < b,

Do <y<w: f(z) <max{f(c). f(y)} = f(y)

2)z <w<y: f(x) <max{f(c), f(w)} = f(w) < f(y)

N w<w<y: fx) <max{f(w), fy)} = f(y),

la fonction f est croissante sur [c, b|.
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5.307) 1) Il suffit d’utiliser le résultat de I’exercice précédent et le fait que la
fonction f est bornée.

2) La fonction f étant convexe sur l'intervalle ouvert ]a, b, elle est continue;
ce qui entraine que la fonction g est continue. Montrons a présent qu’elle est
aussi convexe. En effet, soit a <u < v < bet A €[0,1]. Alors, pour tout entier

n>2:
g<A<u+b_T“>+(1—/\) (u—”;a»

<)\g<u+b_Tu>+(l—)\)g<v—v;a>7

ce qui donne, par passage a limite, que g(Au+ (1 —N)v) < Ag(u) + (1 —XA)g(v) .

5.308) 1) Existence. Puisque la fonction f : R — R est continue et que de plus
f(a)f(b) < 0, on sait, d’apres le théoreme de la valeur intermédiaire, qu’elle
s’annule au moins une fois dans U'intervalle ouvert ]a, b[.

Unicité. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe deux éléments ¢ < d
de ]a, b] tels que f(c) = f(d) = 0. Alors, d’apres le théoréme de Rolle, il existe
c < u < dtel que f'(u) = 0. Comme de plus la fonction f’ est strictement
croissante sur [a, b] (car Vz € [a,b] : f”(x) > 0), on peut écrire que pour tout
x € |u,b] : f'(x) > 0; ce qui entraine que la fonction f est strictement croissante
sur [u, b]. Ainsi, puisque f(d) =0 et u < d < b, on devrait avoir f(b) > 0. D’ou
contradiction.

2) Raisonnons de nouveau par I’absurde et supposons qu'’il existe un élément
v de [a,a] pour lequel f'(v) > 0. Alors, puisque la fonction f’ est strictement
croissante sur [a, b], on a pour tout x € Jv,b] : f'(x) > 0; ce qui entraine que
la fonction f est strictement croissante sur [v,b]. Ainsi, puisque f(a) = 0 et
v < a < b, on devrait avoir f(b) > 0. D’ou contradiction.

3) Soit € [a,a[. Puisque la fonction continue f ne s’annule pas dans [a, &,
elle garde un signe constant. Comme par hypotheése f(a) > 0, on a f(z) > 0.

Or, d’apres 2), on a aussi f/(z) < 0. Par conséquent z < z — J{,((g;)).

Montrons a présent la seconde inégalité. Pour cela, utilisons la formule de Taylor
qui nous dit qu’il existe 0 < # < 1 tel que

0= fle) = £(a) + £/ (@)(a— o) + L NOZD) (g2

Ainsi, puisque a < z < x+60(a—x) < a < b, on peut écrire, grace a I’hypothese
que pour tout ¢ € [a,b] : f(t) > 0, que f(x)+ f'(z)(a —z) < 0. D’ou

@
T P@

4a) En utilisant la double inégalité obtenue sous 3), on démontre, par un simple
raisonnement par récurrence, que pour tout entier n > 0 :

a< Ty <Tpty1 <.
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La suite ((En) est strictement croissante et majorée par «, elle converge.

Posons £ = lim xz,. Alors,a </{<aetl=1/{— Jf,((%. Dou /= .

n—-+o0o

5.309)] Pour commencer, supposons que f est convexe et soient x < y < z
trois éléments de I. Alors, en remarquant que
z—y y—z y—x z—y z—y

Y= x+ z, =1- et €10,1],
z—x z—z z—x z2—x  z—z

on peut écrire

f) < Z L)+ L2 12

zZ—X Z—x

ce qui entraine, puisque

z—y _ 1 _ 1 ot Yy—x _ 1 B 1
-2)ly—-2) y-z z-x (z-a)(z-y) z2-y z-z’
que
o) _ f@) @ 1@ ) @ @) G)
y—r y—r zZz—T Z— Z—Y z—xT zZ—=Y zZz—
N O B P O (PR O
Yy—x o Z—T o Z—=Y

Montrons & présent la réciproque. Pour cela, soient a < b et A € ]0,1[. Alors,
a<Xda+(1—-Xb<bet

Fat (- Ab) — fla) _ () (@)
(1=X)(b-a) - b—a

ou encore f(Aa+ (1 —A)b) < Af(a)+ (1= N)f(b).

Pour le cas b < a, remplacer A par § =1— A
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5.310] 1) Soit a € I. La fonction f étant convexe, on sait (ex. 5.309) que pour
tout couple d’éléments u < v de I\ {a} :

fw) ~ f(@) _ f(v) = f(a)

v—a ~ v—a

ce qui entraine que la fonction h : I\ {a} — R définie par

est croissante et donc que les deux nombres f;(a) et fj(a) existent. Par consé-

quent,

i 1) = i (10 + T @) — i)
o f@) - f(a)

i £ = i (70 + 10D oo 0)) — o),

Autrement dit, la fonction f est continue en a.

2) Si I n’est pas ouvert, une fonction convexe n’est pas forcément continue. En
effet, il suffit de prendre comme contre-exemple

f(x):{l six=0

0 siz>0.

5.311)] Pour commencer, supposons que f est convexe. Alors, puisqu’elle est
dérivable et que (ex. 5.309) pour tout @ < z < b :

f@) = fla) _ f(O) = fla) _ flz) — f(b)
r—a - b—a = b
f'(@) = fala) = lim f(ﬂz - Z:(a) - f(bz)) - Z:(a)

La fonction f est croissante. Montrons & présent la réciproque. Pour cela, soient
u < v deux éléments de I, A € ]0,1[ et posons w = Au + (1 — A)v. Ainsi, en
utilisant le théoreme des accroissements finis, on sait qu’il existe ¢,d € I tels
que u < ¢ < w < d < v et pour lesquels

flu) = f(w) + f'(e)(u—w) et f(v) = f(w) + f'(d)(v —w).

Par conséquent, f’ étant croissante,

Af(u) + (1 =N f(v) = fw) + A1 = X)(f'(d) = f(0) (v = u)
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5.312] La fonction f étant convexe, sa fonction dérivée f’ est croissante donc
continue (ex. 5.280).

Si f n’est pas monotone, le résultat est évident car f atteint son mi-
nimum (ex. 5.306) De méme si f est constante. Supposons & présent que f est
croissante et non constante. Alors, il existe a < ¢ < d < b tels que f(c) < f(d);
ce qui entraine, f étant convexe, que pour tout a < x < ¢ :

f(d) — f(e) f(d) — f(e)
d c

B w0 fo+ 12

f(@) = fle)+ ———=(a—¢)

(ex. 5.309). Comme de plus pour tout ¢ < x < b: f(z) > f(c), la fonction f est
minorée. Pour finir, supposons que f est décroissante et non constante. Alors,
il existe a < r < s < b tels que f(r) > f(s); ce qui entraine, f étant convexe,
que pour tout s < x < b :

(a:—s)>f(s)+M(b—s).

sS—T S—7T

Comme de plus pour tout a < x < s: f(z) > f(s), la fonction f est minorée.

5.314] Pour tout x € |0, +oo[ : f(z) = (1 + Inz)z”. Dol

z 0 e:_ 400
@) |-« = 0 4+
+o0o
fl@) | 1 — | _—
y = f(z)
1
|
\
0 671 xT

1 1
- =0.3679 et f ( ) =~ (),6922.

e
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5.315) Cette fonction étant paire, on va l’étudier seulement sur [0, +oo[.
Puisque pour tout z > 0 : f'(z) = 3€” (em — 2)2 ,on a

T (I) 111:2 +00
F@3 4+ 0+
| +o00
/
o | (\)
y = f(=)
—In2 0 In2 T
—1
5.316] Pour tout x € R* :
2—rx—-—2 1 S5r+2 1
Py = =k et f(a) = 2o et
D’ou
T —0 —:1 —2|/5 (I) I? +00
(@) - 0+ +
[ + (:) — 0 — ('I) +
‘ +00 ‘ +o00
f(z) | —— —
— T
—00




336 Solutions

y=f(z)
y=x+3
4y/€ |-

|

|

3 |

|

-3 ! |
Zo 100 2 x

5.317) Pour tout x € R\ {0,1} :

D’ou
X —00
f'(x)
f(x)
—00
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5.318) En constatant que {4953 — 3z

z € [-1,1]} c [-1,1], la fonction

f(z) = Arccos (4:103 — 395) est bien définie. Ainsi, puisque

3 . 11
v -3 , 1 1
2 wre]-[u]b
et
S 5116}—11{
" (1_3;2) 22
Fi(w) = 3 17 11
513‘6}—1,—5[U}§,1[,
(1-a?)
on a
z -1 ~1/2 0 1/2 1
1" () + - 0+ -
flx) | —oc0 — —2v3|2V3 + 2v3|-2v3 — —oo
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5.319) Pour tout z € |0, +oo :
Ve (1—1Inx) et f'(x) = Ve (In®2 +2(z — 1) Inz — 3z +1).

f/(x):? vy
D’ou
x (I) c:)z % fo’ “+o00
/" (x) + 0 — 0+
I'@) o + 0 -
\e/E \
0
a=0,b8 et §=4,37
y = f(=)
\C/E ,,,,,,
S T
[ [
\
‘ 1 1
0 C‘l ‘e 5‘ T

e = 1,444.

5.320] Cette fonction étant paire, on va I’étudier que sur |0, 4oo[. Puisque
pour tout z > 0 :

1
oy - —2 - —
z3 ch? = z* ch? = 2% ch? p
on a
x (I) (:1 +o00o
(@) - 0 +
(=) |0 —

a = 1,005
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y = f(z)
1
—‘oz 0 c‘x x
Pour tout x e R :
oy = Um0 g 22U )
(=) (e =)
D’ou
S NN SR S
" (@) + 0 — 0+
/() + 0 -
|
0 1
a=1,73

y=f(z)
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5.322] Cette fonction étant impaire, on va ’étudier que sur [0, +o00[. Puisque
pour tout x >0 :

Fllo)=(1—-22%) e et f'(z) = —22(3 — 222 e * ,

on a
x (:) 1/;/5 \/ZI’>/2 +o0
/"(x) 0 - 0+
fle) 1 4+ 0 -
|
f@ | ‘ T
(I) 0
y=f(z)
1/V2ef — — =
|
VP2 -1/ .
l 0 V2 \/3]2 *
|
5.323] Pour tout € |—o0, —1[ x |3, 400] :
fooN z—1
fla)= Va2 =2z -3
D’ou
z —00 —I]./ é +o00
f'(x) - —00 +o00 +
+oo +00
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Y= —z42 y=f(x)
y=x—2
2
—-110 23 x
-2

5.324) Pour tout = € |—o0, —1[ x ]0, +o0] :
1 1 1\*
@)= (In(1+~-) - —— 1+—- .
/) (n(+3’> 1+33><+33>

T —00 —I]./ (I)

D’ou

341
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5.325] Rappel : Vo € R\{0,1}: 22 < (1+2?) < (1+x2)2. Pour tout z € R :

, 2z . 2(3:62 — 1)
=1- t =——F.
P =1 e ) =
D’ou
x | —o0 —1/:\/§ 1/:\/§ +oo
r@w]  + 0 - 6
f'(x) +
400
f) .

5.326) Puisque pour tout z € [0, 7] :

on a
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5.327) Pour tout = € [—1,1] (voir ex. 4.95 et 4.101) :

—m —4Arcsinx  sizx € _—1,’—;}
0 size '——;,0}
fa)= | o
4 Arcsinzx six € _0, ﬁ}
= 1
™ six € kvt 1} .
y = f(z)
ol

-1 -1/v2 |0 1/\/5 1z

5.328] Pour tout x € |—00,0[ X |2, 400 :

D’ou

8
|
8
N
+
8
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y = f(z)
‘ y=x+1
|
[
|
[

[

y=-x—1 3V3[ - [

|
|
|
|
|
|
3 z

=]
o — — —

5.329) Pour tout z € |—1,1[:

, _ (1+2)(1—22) I B (I+1)(2$2 — 2 — 1)
o= ==

D'ott
¢ -1 o 1/2 1
o]+ 0 =
f'@) |o + 0 — —oo
|.
f@ | ’ ~
0 0
13
T
y = f(z)

3V3/4 - — =

I
I
I
l
T 0-vE2 |0 1‘/2 1@
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5.330) Puisque pour tout z € R\ {—1,1}:

x? 2 2+ 2z +2

-2 1-—22 r+1

)

la fonction f est prolongeable par continuité en 1. Par conséquent pour tout
xeR\{-1}:

f) = g e 2
(x+ 1) + (22 + 20+ 2)°
et
() = 2(x + 1)(3:2 + 2 — \/5) (:c2 + 2z + \/5)
5 .
((@+ 12+ (@2 +20+2)°)
D’ou
—1-V1++5 —1-vV14++5
T —00 ‘ —|2 -1 (I) ‘ 400
f//(Il’) —_ (II) + —_ (:) +
f'(x) — Q + 1 1 + (I) —
/2 w/2
f(x) T Arc‘th
— Arctg 2
—7/2 - | T —m/2
y=f(=z)
|
|
w/2
Arctg2
-1+V1++5
0 : T
—Ar(‘*:tg2
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5.331] Pour tout z € R* :

(x+1)@x—1)

f(z)= g e~ % et f(x) = ¢
D’ou
x —00 —:1 (I) 1|/3 I} +00
1 (x) — (:) + _ ('I) +
f(x) + 0 + 0 — 0 +
—+o00 +o00
f(z) 0 ~
/ T —2/e
—00 |
y = f()
y=x—3
-1 [|1/31
: 0 1 3 T
=
[
‘ —2e

5.332] Puisque pour tout |z| < % : f/(z) = 0, la fonction f est constante et
cette constante vaut f(0) = 0.

5.333] Cette fonction étant impaire, on va ’étudier que sur |0, +o00[. Puisque
pour tout z > 0 :

1
th =
f’(a:):ln(Qchl)——x:ln<1+6_%>+l(l—thl>,
X X xr X
on a
x (I) —+00
f(z) |0 +

+o00
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y = f(z)
y=1In2
1/
0
x
/_1
Pour tout z € |—1,0[ x |1, 400 :
ron 322 —1
flz)=3 =
D’ou
T —ll —l/l\/g (|)7 i +00
flx) |40+ (:) - - 400 +
| o
f(z)
o — | T // 0 —
y=f(x)
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5.335] En posant ¢ = x — [z], on obtient que pour tout z € [n,n + 1[ avec
neZ: f(x) =n+t*avect € [0,1[. D’on

y = [e] — (z — [z])*

5.336) Pour 2 € R fixé, considérons la fonction g,(t) = 1 — (z — t)2 avec
te[-1,1].

1) x < —1. Puisque pour tout [t| < 1 : g,(t) = 2(z —t) < 0, la fonction
continue g, est strictement décroissante. Par conséquent

flz) = _ﬂ%’glgm(t) =g.(—1) = —22 —22.

2) x > 1. Puisque pour tout |t| < 1: gl (t) = 2(x —t) > 0, la fonction continue
g, est strictement croissante. Par conséquent

f((E) = nax gw(t) = gw(l) =2z —a?.

—1<t<1
3)-l<z<l
¢ -1 z 1
g.(t) + 0 =
1
g (1) 7
—2x — 222 2 — 22
En résumé,
—2x—122 siz<-1
flz)y=1< 1 si—1<z<1

20 — a2 six > 1.
D’ou
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/—2—1 0 1 2\96

5.337) Pour € R fixé, considérons la fonction g,(t) = 1 — (z — t)2 avec
te-1,1].

1) 2 < —1. Puisque pour tout [¢t| < 1 :¢.(t) = 2(z—t) < 0, la fonction continue
g est strictement décroissante. Par conséquent

fl@)=_min go(t) = go(1) = 22 — 22

2) x > 1. Puisque pour tout [¢t| < 1: g} (t) = 2(x—t) > 0, la fonction continue
g, est strictement croissante. Par conséquent

flo)=_min g.(t) = go(-1) = ~2z — .

3) —l<z<l.

¢ -1 x 1
1
g (1) 7N
—2x — 222 2 — 22
20 — x? sixzx <0

—2r—x%2 sixz>0.

En résumé, f(z) = {

D’ou







SOLUTIONS DES EXERCICES DU CHAPITRE 6

Calcul intégral

(6.1 / sin —1In(1 + cosz) + cste.

1—|—cost

z Vz+l
/eVHldt:Z/ se®ds =2se’
:2(\/95—1—1—1) eVrH 4 cste.

* sht 1 [Tet—et 1 [ s—1 1

Tt [t 2t < d
_:/ fedt:2/ 5 = 2 Arctg e” + cste.
cht (e +1 s2+1

2x

/m—dt /zeitdt—/e ds = In(1 4 €**) + cste
ht et et s+1 ’

T T t

1
=z Arctgx — 5 In(1 + 2?) + cste.

vEFT VA
—2/ e’ds

o
&

&
-3

x VT NG vz §2
/ Arctg Vtdt = 2/ sArctgsds = s? Arctgs| — / ——ds
VE s

1+ 52

vz
:;EArctg\/E—/ ds+/
= (z + 1) Arctg /& — /T + cste.

/ Arcsin® t dt = ¢ Arcsin® t‘ -2

* Arcsint

t
V1—¢2

[ a)
= z Arcsin? z + 21/1 — 22 Arcsinz — 2z + cste.

2

T 1 T 2
/tsintzdt:§/ SinSdS:_cos;c + cste.

dt

= x Arcsin?z — 2 (— 1—1¢2




352 Solutions

2
T 1 xT
/t3cost2dt:§/ scossds =

N~

22 z?
ssin s —/ sin s ds

3

1 [ 1 [

6.11 / t cos2tdt:§/ t2(1+6052t)dt:F+5/ t? cos 2t dt
1/t @ ’

—(5 sin 2¢ —/ tsin2tdt)
1 t z 1 [

—|—§/ cothdt)

1
+ T sin 2x + Z cos2x — 3 sin 2x + cste.

o [ [
14 cost+tg-t 1

1
5 (mz sin 22 +coszx ) -+ cste.

2t+cost
¥ cos?t sint In(1 + cos® )
= ——dt=———————= te.
/ 14 cosdt 3 +oste
€% ds T
— 1 ‘1—‘5 —’ te.
- /cost—smt+1 / 1—s . g2—|—cse
T
tg% ds 2 1+4tg§
= Arct —_— te.
6.19 /4—|—blnt / reamans Ry Sl v S

x
% ds 2 tgg

=2 —— = — Arct — te.

(6.15) / 2—|—cost / 3+s2 /3 rele V3 +oste

2
_ tgt r sint 1 /%% ds
(6.16) dt = —  dt=-=
/ + sin? ¢ / (2 —cos?t) cost 2/ s(2—s)
1/Cogzr 1+ 1 p —11 cos® x st
=—= 4+ —)ds=—In|—— cste.
4 s 2—35 4 2 —cos?x
. —/ et costdt
+/ etsintdt>

= / elsintdt = 5 (sinz — cosx) + cste.

xT
6.17 / elsintdt = esint

=e%sinx — (et cost

/ sin(lnt) dt = tsin(Int)

= zsin(lnz) — (t cos(In t)

w—/ cos(Int) dt

T4 / " sin(in?) dt>

= / sin(lnt) dt = g (sin(lnz) — cos(Inz)) + cste.




Calcul intégral

/wtl Vidi= L (E 1/wtdt  9lng - 1) + cste
n =—(—=1Int| —= = (2lnzr— ste.
2\ 2 2 g Lt °

x t3 z xT t2
/(1+t2)lntdt= <t+§>lnt —/ (1+§>dt

+a:3 1 I3+cte
T+ — |Inzx —x— — ste.
3 9

x t3
/ 2 Intdt = 3 In?¢

T 2 z
- §/ t?Int dt

3 3 x

7 2 (1 z 1/ 9
B N (L N L
g 7 3(3 3

28
:2—(91n2x—61nx+2)+cste.

/lngtdt:tlngt‘ —3/ In ¢t dt

:xlnsx—3<tln2t’z—2/ lntdt)

=zln’z — 3zn®z + 6x(Inx — 1) 4 cste.

@ 1 [T

- = dt
T

x? 1 [ 1
-~ In(1 _ - e
(1 +2) 2/ (t +t+1)dt

T t2
/ tin(l+1t)dt = 5 In(1+1¢)

1 2
:§(x2—1)1n(1+x)—%+g+cste.
/"” Int dt__lnt fﬂ+/1 dt

(1+t)2 1+t t(1+1)

Inzx +/x 1 1 dt Inz L1 T + cst
- _ - = n —— + cste.
1+ PR l+z  z41 @

© n /1 cos 2t gt
sin 2t
cos2x

1
= In(tgx) + 3 In(sin 2x) + cste.

cos 2t

In(tgt)

/w sin(2t) In(tgt) dt = —

353



354 Solutions

3 1
6.26) Rappels : VO € R :sin®6 = 1 sinf — 1 sin 36
et
cos 30 = cosf — 4 cosfsin? 6.

/z sin®(2t) In(tg t) dt

= — = 2 a1 1 - ) ‘2 24 ; sin 2t
< < cos 2t + 57 €05 Gt) n(tgt) / ( 5 cos 2t + 57 €O 6t> e dt

3 1 2 (% cos2t 1/
= (-2 cos2z+ — 1 z Z | sin4
( g o a:+24 cosGa:) n(tgg;)+3/ o dt+6/ sin 4t dt

1 1 1
= <_§ cos 2z + 54 C08 6;10) In(tgz) + 3 In(sin 2x) — 54 508 4x + cste.

sint
6.27] dt = dt —
/ 1+sint / / 1+s1nt
tg2 9
:a:—2/ 72—x+7x+cste.
(1+45) L+tg 5
* 1
/ sin” tcost dt = 3 sin® = + cste.

T gin 2t sin &
6.29 /Ldt:2/ °_ds
2+ sint 24+ s

sin x sSinx d
:2/ ds—4/ i = 2sinz — 41In(2 + sinz) + cste.
2+s

x . t COS T d 1
/ Ldt:—/ —S:——Arctg@—l—cs‘ce.

2+ cos?t 2+ 2 V2 V2

T sin? ¢ cost sinz g2
14 sin“t 1+s

sin x sinx d
= / ds — / T; = sinz — Arctg(sin ) + cste.

* costtsint * costtsint cosz 4
gm [t ettty 4,

1+ sin’t 2 —cos?t 2 —s2

cos T Ccos T ds
_ 2
_/ (2+s)ds—4/ R

\/i—cos:c
\/§+cosx

x 1 x
/sin4tdt:§/ (3 — 4 cos2t + cos 4t) dt

1
:2cosx+§c053x+\/§ln + cste.

1 1
= 3 (33: — 2sin2x + 1 sin 456) + cste.
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/sin5tdt:/ (1—cos2t)2sintdt:—/ (1—82)2d8

2 3 1 5
:—cosx+§ CcoS x—g cos” x + cste.

x 1 xT
6.35 / cos® tdt = 55 (35 + 56 cos 2t + 28 cos 4t 4 8 cos 6t + cos 8t) di

4 1
128 (35x+28 sin 2z + 7sindx + 3 sin 6x + 3 sm8x> + cste.

/ cosgtdt:/ (1—sin2t)4costdt:/ (1—32)4ds

. 4 .. 3 6 .. 5 .7 .9
:smx—gsm x+gs1n x—?sm x+§s1n x + cste.

Toodt
=4 ——— = —2cotg 2z + cste.
sin tcos2 t / sin? 2t &
tg t

—t T + cste.
cos2t gzt

sint

/
/
=
/
/
/

+ cste.

.cﬁ
w
e

cost 1 —sin®t sinz g2
/ 7? costdt = / —48 ds
t S

sin’ t sin
-+ cste.

35111 r sinz
L l/xsin2tdt— C052x+cste
. 1+ tg? t 2 N 4 ’

t Tt tg d

6.42 cos dt:/ 7=/ B —

cost +sint 1+tgt (1+s)(1+52)

/tgw ! ° 4 ! d + - 1(1+ 2x) + cst
= — S_— n sin 2x cste.
2 1+s 1482 1+s2 2

T t T T
/ 2tdt— —/ tgtdt = xtgx + In| cos x| + cste.
cos
Todt 83 ds 1+tgg 1+sinz
—:2/ =1In £ |+ cste = In | ————— | +-cste.
cost 1— s2 1—tg 2 oS T
2
Todt 85 ds T
6.45 — = — =1In ’tg —’ + cste.
sint S 2
Todt tgx T sin®t tgx Toodt Todt
6.46) [ = = - dt = - + | —
(6-46) / cos3t  cosw / cos3 t cos T / cos3 t cost
1+ sinx

1/t
I:—( g% +1n >+cste.
2 \coszx

6.47 /tg2tdt:/ (1+tg2t)dt—/ dt = —x + tgx + cste.

COS™
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/tg4tdt:/ (1+tg2t)tg2tdt—/ (1+tg2t)dt+/ dt

1
= 3 tgsx—tga:+:c+cste.

T Arctg v/t Ve Arctgs
(6.49) / 7dt:2/ ds = Arct + cste.
(1+t)Vt 1+s gV

/x dt B /\/1+x£
) VIHt(1+VI+t) 1+s

/widt—z/ﬁ i ds—2/ﬁ(s—1)ds+2/ﬁ ds
- i+l 1+s 1+s
— (VZ—1)" +2In (1 + /) + cste.
3 6
x 12 vz 9
6.52/ \/_dt:G/ ¥ s

1 1+ s3

1 1 5—2
6_ 3
- 1—-< — d
<S o 3(s+1 52—s+1>) 3

:2ln(1+\/1+x)—|—cste.

er
%

(VT Vat Va? = Yo +1
—<T‘T f+‘1<—wmm>
—LActg >+cste
\/g r .

Va ds
—\/_2+3\/)_3/ =

VE s
(6.54]) 1—|—t t=2 ——— =2 Arctg /z + cste.

=

= 1n|2—|—3\3/E| + cste.

14 52

/(1+t2)\/5dt:2/ﬁ(1+s)s ds—2\/_( 73>+cste

T 1 z° 2 vi-a®
/ t5 /1_t3dt:§/ S\/l—SdS:—g/ (I_TQ)T2dT
2 3 3
=5 (1 —x3) (2 + 3x7) + cste.

Argchx

T Argchx 1
/ t2\/t2—ldt:/ ShQSChQSdS=§ / (ch(4s)—1)ds

= % (a:(2x2 —1v22—1—1In (a: +Vz )) + cste.
T 1 Vitw 2 Vitz
/ —dt =2 528_1d8:2/ ( 21_1>ds

Vi4+z—1
=2vV1+z+1In|-———| + cste.
Vi4+z+1
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$3/t 1 m 3 §/r+1 1
/ - dt:3/ 83‘9_1ds=3/ <1+ )ds

s3—1
\3/£E+1 1 )
:3\3/33+1+/ (S — S+ >d$

-1 s24s5+1

1
:3\3/:U+1+1n’\3/x+1—1‘—§ln(3(x+1)2+\3/a:+1+1>
2¥r+1+1
—V/3 Arctg <L> + cste.

V3

2 Argshz 2

V1 + t ch2 s s
sh” s
Argshx /1 b]
( ) ds = Argshx — Vit + cste.
x

6.61

-2
= Arcsin (%) + cste.

B dt
/*m‘/ Ny

=l
S 2) 4

(95— g) 4+ V22 — 3z| + cste.

£ 2t +1
;dt:\/l+2x+2x2+cs‘ce.

=In

V14 2t + 262
z dt 1 r dt
| o= |
1
:—ln(:c—1+ x2—2x+5)+cste.
NG ( )
t —t+4 4
6.65 7dt:/ (— + )dt
/\/—t2+8t V- t2+8t V—t2 + 8t
—\/—x2+8x+4/
A/ 16 —
\/—x2+8x+4Arcsm( ) >+cste.
214 z(t2+t+1)—%(2t+l)+;
— _dt= dt
\/t2+t+ Vit +1

To2t41 7"
Vi24t+1dt — +—/ ——
NCETES 2 V2 +t+1

3 3 1
(x—§> x2+x+1+§ln<x+—+ x2+x+1>+cste.

Il
l\DIi—'\

2
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(t2—t+1)+%(2t—1)——

x t2 T 3
6:67) /7&:/ dt
Vit t2—t+1

T o9t —1 1
= V2 —t+1 dt+ ——/ . —
/ VEZ—i+1 2 V2 —t+1

1 3
5(@‘—#—) \/IQ—I+1—§ln<x——+ a:2—:c+1>+cste.

2 2

nt"— 1
/ t\/1+t” / tn 1—|—t”
/ ds /VH‘T” dr 11 V1i+an -1 st
_ _z = Tln|YX 2 "4 cste.
n Vi+s n r2—1 n Vi+zr+1
Arccos
1— 22
- — ste.
/ t2\/1 — t2 / (3052 9 x +oste

-/ /1 dt / /t+1—t2—1dt
1+t V1 —t2 V1—1¢2

T dt
/ /1—t2 V1 —t2
1
— (g — 1) V1—2x2 — 3 Arcsin x + cste.
1 S @
_ 1 % ds= 2_1)%qg
- / /1+t2 2/ \/1+S § / (r ) '
/1 2
:%(33;4—43324—8)—#%‘5&
L e Vite?
il e —d
(6.72) / 1+«/1+t2 2/ 1+vV1+s / T+y
:\/1—|—x2—ln(1—|—\/1+l‘2>+CSte-
@ dt z dt
/ -/
142t — 2 1= (- 1)

_ /Arcsin(x—l) cos B - (o sin @ Arcsin(z—1)
1+ cosf 1+ cosf

-1
= Arcsin(z — 1) — T cste

1+ V2zx — 22
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1
T

/ +1 ds
\/ 252 —2s+1
=T

ds

1 1—ax+ 2($2+1)
=——1n + cste.
\/5 rz+1

\/_w/t—i—\/_—&— Vs +s+1 Vs?+s+1

:2\/3:—&—\/5—&—14—111(1—&—2\/5—&—2\/:64—\/5—!—1)—|—cste.
xZO./ \/t3+t4dt:/ tVt + t2dt

/2t+ \/t+t2dt——/ \/ t+
3

_S s e L (e Ve a) 4 este
_— X — In{x X I Ste.
21 16 2

:cg—l./ \/t3+t4dt:—/ t\t+t2dt
24922 — 1
:_W,/xﬂcz_ﬁln

-+ cste.

1
z+ 5+ Vata?

o144t 1 20 — 1
6.77 / ﬁ dt = 5 IH(ZC2 —x+ 1) + \/gAI'Ctg (%) + cste.

x t8 x 1
6.78 — _dt=-— 1—t24+¢*—¢0— dt
/ 1+¢ / ( N 1412

$3 $5 7

+ + L 4 Arctgz + est
= —X —_ = — —_— rc xr cste.
35 7 &

1
(6.79) / ———— dt = — 5 + cste.

1+2)° 2(1 +22)

3 +1 z 1 2t 1
(6.80) dt t— - —— 4+ | dt
/ / ( 2t2+1+t2+1>

— % - —ln(a: +1) + Arctg z + cste.
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T4 z t—1
6.81 ——dt = 2 - ——— ) dt
/t3+1 /( t2—t+1)
x3 1
— Arct + cste.
V3 g( )
T4 x 1 1 t+1
(6.82] dt = t+ =
(6:82) / t3+1 /(+3(t+1 t—t+1>>

1
:——Eln(aj2—x+1)+
22

3
=2 4 ln|x—|—1|——ln( x+1)—— rct ($—1>+cste
2 VB EUT |

T3 4t v 1 48 1
[t [ () o= gt e psoe

4t4+1

T 32 IS
S S T - d
(6.84 / TET /t3(t3+1) 3/ <s s+1> y
3

3+ 1

* 1 v — 2 2
6.85 /i:— L+ V2 + L+ V2 )dt

‘ -+ cste.

th+1 22 2 —V2A+1 24241
(L 2 +V2z+1

2v2\2  \a2 -2z +1

+ Arctg (\/533—1>+Arctg<\/§a:+1>>+cste.
6.86/ dt :/ 121 1 VB2 L1 vat+2

5+ 1 3(2+1) 62— Bt4+1 6243t +1

1 1 1
:§Arctgac+6Arctg <2x—\/§)+EArctg (295—&—\/5)

—1 In 2* — 3z 41 + cste
43 22 4+/3x +1 '

Toodt 1 x Toodt
s [t (e [ o)

B T +§ T +/1 dt
_4(x2+1)2 8 \z2+1 2+1

T 3z 3
= + + = Arctg z + cste.

(22 + 1)2 8(22+1) 8

Tl v 1 2 z
688 [ ———di= dt = ste.
/ (2 +1) / <t2+1+(t2+1)2> Ta?

(6.89) /t4+t2:/ (t_z—m)dtz—g—Arctg:c+cste.




6.91

6.95

/“ dt _]l/x 312 (ﬁ__l/“g 11,1
t4(1+t3 3 t6(1+t3) 3 s 82 1+s
——i—i—lln rt1 + cste

3r 3 ’

T g 1 [ 5t 11
/7:_/ 7dt:—/ L ds
t(1+t°) 5 t2(1 +¢°) 5 s 1+s

1 5
:51111_’_—x5 + cste.

T dt 1 [ nent 1 [ /1 1
/7:_/ Ldt:_/ L ds
t(1+t*) n tn(1+tn) n s 1+s

1 n ’
=—1In + cste.
n 1+ 2zn

Calcul intégral

x t5
S S—
/ A+o)(1

)(L+12%)

r

A
—T
2

Arctg (

T 245
/ (2 +1)(t -

111| 3|
lonx

1

4

t

_3(1+t)

1
o)

11
- —Oln(

2+3(1+t)

3(t2—t+1)> dt

ln|1+:c|——ln(:c —z+1)

) -+ cste.

11 11t +13

)dt:/m(w

t—3) 10(2+1

;) a

13
+1)— m Arctg x + cste.

3 3

x 2 3
(14t )—31) it
(1+1t)

1

/(x<1<1

+ —
+2) 0 (1+42)°

T

(1+2)°

t?4+t+1
2 -1
_(2:c+)1
2(z% - 1)

8(1+2)

- [ (4(

4(1 4 22)

3

8

1

)>dt

15 Arctg x

cste.

+ cste.

t—1)°

A(t+1

>2> :
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TRt 1 [T s(1-s) )
/ —(th)gdt—g/ i

_1/12 B N SR S
2 (1+5)° (1457 1+s
1 3
- — 2 In(1 + 2?) + cste.
2(1+42)" 2(1+2%) 2 n(l +o%) + este

5

- /w dt _1/"” 5t4 dt—l/w ds
' t(i+0)° 5) pa+e)° 5 s(i4s)°

_1/15<1 1 1 1 1 1 )d
5 5T T s T (hs) (1rs)” (1re) (re7)"
:1<ln ?? + ! + !

5 14+2°|  (1+25) 2(1+$5)2

1 1
+ + —+ cste.
3(1425)° 4(1+:c5)4>

[ ===
(# -1)*

@ 2 1 2%+ 3 t41
= - + + + dt
/<9(t—1) 9(t —1)° 9B +t+1) 3(t2+t+1)2>

X

e — Znjz— 1|+ = In(2? 1

31 9 n|x |+9 n(z+z+1)

2 2r +1
+—_ Arctg [ =
3V3 g( V3

) + cste.

T2 4 6t+19 x T Int
/ ;—Zlntdtz/ 1ntdt+10/ St
(t+3) (t+3)

Inx Toodt
= z(lnz —1)+10 [ - —= _@
e —1)+ 0( :c+3+/ t(t+3)>

Inz 10 [* /1 1
—z(lnz—1)—1 (2o —)a
elne =1 1025+ 3 (t t+3>

Inx 10 x
=z(lnzx—-1)—-10 — In{—— ste.
z(lnx —1) $+3+3 n<$+3)+<:be
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T Arctgf T
6.102) Ya >0 : / € dt= —erretet
1 1+4+¢t2 1
weArctg% -
= lim ——dt=e4 — 1.
z—+too i 1+41¢2
*odt & Todt 1
6.103 Vac>0:/ S =t = lim =1,
1 2e%t 1 T—+0o0 [q t2et e
1 [° ds 1 S 71'
10 = — —— = — Arct Z—(At5——).
(6104 /5t+5t 1n5/1 T+s2 5 8% Ts \T8Y Ty
¢ ds °/1 1
(6.105) / 1+et /ls(l—i—s) /1<s 1+s) 3
—ln S e—n 2e
T 1l+s|,  1+4e’
Yint 2 2
(6.106) —dt—4 lnsds:4s(lns—l)’1:4(2ln2—1).
1
dt V2 s
(6.107) =2
/1+t+\/1+ \/1+t1+\/1+t) /1 1+
V2 1
:2ln(1+s)‘ =2In +\/_.
1 2
sint cos® t 1 [% 2cos®t
m/ 7dt:——/ (—4sintcost)dt
— cos® 2t 8 Jo 4—(2cos2t—1)2
1 [ os+1 1 L1 |2+ In3
=- [ 2T 4 :——14—2’ ~ I _ 3
8/,14—32 s=opg o s)] g ’2—5 16
2 2 2
(6.109) — dt =2 T+ 52 ds =2(s — Arctgs)’o =2(2 — Arctg2).
0

4 \/% 2 82
6.110 /76115:2/ 5 s
0 \/1+\/E o V1+s
& 5 93 V3 32 16
—4 2 ) ar=4 (2 =22 3.
/1 (= 1) dr (5 3 7)), 55

6.111) Rappel : Vo > 0 : Arctgz + Arctg L = Z. Alors, pour tout |z < % :

1 . 1

CcOs T t—sinx

) = dt = Arctg | ——
f(@) /,1 (t —sinz)? + cos® g( cosx > _

1

™
B .
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6.112] En effet, en faisant le changement de variable y = 5 —z, on a

x i (T
/7 sin® dx:—/o sin (5_9) a
0

sin® z 4 cos® @ z sin® (g _ y) + cos® (g _ y)

bl cos® y
= ————dy.
o cos®y+sin’y

i 3 sin® 1 (% sin®2+cos®x ™
Par conséquent / —————dr =5 / ——————dz = —.
o sin’xz 4+ cosdzx 2 Jo sin’x + cosdx 4
6.113/ Puisque pour tout z > 1 :
4 xsint T
dt = 2?2 —2xcost+1| =2,
0o Vx?—2wcost+1 0
. T xsint
ona lim dt =2
z—+00 g /2?2 —2xcost+ 1
6.114] Pour tout z # 0 :
2z 2x
cost
/ —dt:costln|t|’iw+/ sintln |¢| dt.
x t x
D’une part, puisque tlirr(l) sint Inft| = 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout

0< |zl <46: |sintln|t|| < 1; ce qui entraine que pour tout 0 < |z| < § :
‘ff"” sintIn [¢] dt‘ < |z|. D'on

2z
lim / sintln [t| dt = 0.
z—0 x

D’autre part, en constatant que pour tout x # 0 :
cos 2z In |2z| — coszIn |z] = cos2z1n2 + (cos 2z — cos z) In | z|

3
= cos2z1n2 — 2sin = sin — In |z,
2 2
on a lir% (cos 2z In 22| — coszIn |x|) = In2. Par conséquent

2x
t
lim % dt = 1n2.

—
sz

6.115] D’une part, on sait, d’apres le théoréme des accroissements finis, qu’a
6
tout ¢ # 0, on peut associer un élément 6; de 0,1 tel que g = Lite™! _

7 7
L4 0t ce qui nous permet d’écrire que pour tout x # 0 :
t b

Qxet 2x
/ ?dt:1n2+/ et dt .
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D’autre part, puisque 1iH(l) e® =1, il existe un nombre § > 0 tel que pour tout
S§—
0 < |s] <26 :e® <2. Ainsi, pour tout 0 < |z| <4 : ’fjx efit dt’ < 2|z|; ce qui

N . 2 N
entraine que lim [~ e dt = 0. D’olt
z—0"7T

2x
im [ Sdt=In2.
z—0 t
/ In(1+#*)d
- . In(I+2%) 1
0 _ _
6.116 :lli% 3 ili% 22 =3
2132 7L
/ e = dt v
6.117) lim 2> — lim e ® ds=0.
x—0 x x—0 0

6.118] Pour tout 0 < |z| < 1:

[t

1_/ S

Vv 1 1

D’ou lim & =lim ————— = —.
=0 x =0 (VT ¥z+1) 4

6.119) Puisque pour tout z >0 :

1 < 1 1 VItt
AT T t 1
/ eVt cos(ta) dt = eV T sin(tz) |°_ L ¢ sin(tz) dt
T |y 2z Jp vV1+t
< 1 1 Vit+t
—ev2 T - S sin(tx) dt
x 2z Jo V1+t
et )
1 1 eVIFt 1 [l eVIFE eVIFt o
— sin(tx) dt| < dt = ,
VItt (t2) = 2 / 141 x
1
on a lir+n eVt cos(tx)dt = 0.
T—T00 0
/ sin % dt sina? 1 / sint? dt 1
6.120) lim 2> = lim — im0 _
pa) a3 200 342 37 220 sin® x 3
6.121) Puisque que pour tout entier n > 1 et tout réel z > 0 :
/ t"Intdt = Int| — / t" dt
1 n+1 1 n+1/;
xn+1 xn—&-l 1
= Inx — 5 + 5
n+1 (n + 1) (n + 1)

ona lim (lim / t”lntdt): lim ( lim / t”lntdt):
n—+oo \ z—0+ 1 r—04 \ n—+o0 1
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6.122] Puisque que pour tout entier n > 1 et tout réel x # 0 :

2

z? T
_ 3 / te”(t—fz) dt
o nlJ

n
2 g 2 a2t 2w 2 2 .
< n(tfz)dt:____k___ —nx
0+n2/0 N n nZ  nd ns¢ ’

z?2 2
/ t2 en(t—xz) dt = t_ en(t—mz)
0

Yo
z “ en(t712)

n  n2

ZE2 12
on a lim <lim/ {2 en(t=2%) dt) = lim < lim / t2 en(t—2%) dt) =0.
n—-+oo \ xt—0 0 r—0 \ n—+o0 0

6.123] D’une part, puisque pour tout ¢ € ]0,1[: lim n2t(1 - t)n =0,on a

n—-+oo

1
/ ( lim n2t(1—t)”> dt=0.
0 n—-+00

D’autre part, comme pour tout entier n > 0 :

1 2 2
2 . n _ n . n+2_ n o n+1
[ -0 dt—<n+2(1 D ) )

1
on obtient lim n’t(1 - t)n dt = 1.

n—-+4oo 0

6.124] Puisque pour tout entier n > 0 :
2 2 2
/ 2t+3dt</ 2t+3 ¢ 2 2t+3
0 0

ndt <emn —dt
t+2  — ¢ = o t+2 7

on a

2 2 2 2
2t 2t t
lim +Se%dtz/ +Sdtzz/ dt—/—:4—ln2.

6.125) Soit 0 < ¢ < 7. Puisque ligrl e nsing (
n—-—1+0oo

) =0, il existe n. € N*

(ME]
IO e

tel que pour tout entier n > n. : 0 < e g (g — ) < 5. Par conséquent,
pour tout entier n > n. :

us £ us
0< /Qefnsint dt = /Qefnsint dt—i—/Qe’"Si“tdt < E_’_efnsin%(z _ E) <eg

7 )

D’ou lim e st gt = 0.

n—-4o0o 0
6.126/] Puisque pour tout entier n > 0 :

1 1 1
t"(1 — t) cos(nt) dt </ t"(l—t)dt= ——F——,
[ ra-oesma] < [[ea-ni= e

1
ona lim t"(1 —t) cos(nt) dt = 0.

n—-+4oo 0
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6.127) 1) Soit n > 0 fixé et f : [0,1] — R la fonction définie par

¢ n+1 ¢ n

Ainsi, puisque pour tout ¢ € ]0,1] :

1 1
f'(t) = — = - >0,
1+ — 1+ -—
+n—|—1 +n

la fonction continue f est strictement croissante. Comme de plus f(0) = 0, on
a pour tout t € [0,1] : f(¢) > 0 ou encore

1 1

; P N
1+<1+—) 1+(1+—>
n+1 n

2) Soit (gy) la suite d’éléments de C([0,1], R) définie par
1
t\"’
14 (1 + —>
n

Cette suite décroissante converge simplement vers la fonction continue g :
[0,1] — R définie par g(t) = 7 + —. Ainsi, en utilisant le théoreme de la conver-
gence monotone, on peut écrire

1
1 1
n— oo e
01+<1+—> 0
n

6.128/ Puisque pour tout entier n > 1 :

1
1 1 In(l+nl
/ nt = ln(1+nt21nn)’0=w
0

gn (t) =

1+ nt?2lnn 2Inn 2Inn
et
. In(l+zlnz) . zr4zlhnzx
lim ——— = lim —— =1,
r——+00 Inx z—+oo 1 + rlnz
1
: nt 1 In(1+nlnn) 1
1 ————dt=- lim =5
o e o 1+nt?lnn 2 n—+ Inn 2

6.129] Puisque pour tout entier n > 0 :

Inn "1 " sin(nt "1 Inn Inn
——:/ —dtg/ Ldtﬁ/ —dt=——et lim — =0,
1 nt 1 nt 1 nt n n—+oo N
on obtient, grace au théoreme des deux gendarmes, que

lim / sin(nt) . _ g,
1

n—-o00 nt
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6.130) Puisque pour tout entier n > 0 :

" t " t n
/ —dt = / te ™Mdt=——e ™
0 (Sht + Cht) 0 n

" t
ona lim ——dt=0
n—+too Jo  (sht+ cht)

6.131) Puisque

1 1
lim (ln(lnx +z)—1In <lnx + —)) = lim In (M) = 400
T—+00 x T—+00 Inx + T

on obtient, en utilisant la régle de Bernoulli-L’Hospital, que

1 1 1
ln(lnx+x)—ln(lnx+—) —+1 1——
lim L2 = lim 195 — xl
z—400 T z—+oo | lnx 4+ 2 x(lnx+—)
x
D’ou
li lédt— li i1(1 + t2)1
nﬂlrfoo 1 Inn + nt? —nlrfw 2n annn L
1
1 In(lnn +n) — ln(lnn + —)
== lim n- =0.
2 n—+oo n

Par conséquent, la fonction In étant continue,

1
lim In e+/ édt =Ilne=1.
n—+o0 1 Inn + nt?

n

3t
6.132 Rappel:Vt20:6t+t>t+§=6

Ainsi, puisque pour tout entier n > 0 :

n t n+1 t n+1 6
= —dt < = —dt < ——dt
o /0 e+t ot /0 et+t /O 6+ 12

1 6
ntl V6

N

la suite (xn) est strictement croissante et majorée, elle converge.

(6 +t2).

=6 Arctg = /6 Arctg

t ‘n-‘rl
V6o

)
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6.133] Puisque pour tout entier n > 0 :
Toodt " 1
0<xn:/ 7</ e*"tdtz—(l—efnz),
0 1 =+ ent 0 n

ona lim xz,=0.

n—-+oo

6.134] Puisque pour tout entier n > 1 :

Tp—1 e—t2 |l‘n—1|
dt| < Ll — ==
/0 24 ¢2 - 2 - 2n n’

IN
A
|

|zn| =

ona lim x,=0.

n—-+4oo

6.135] Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = z— [ éj_jfl‘;t dt. Puisque

pour tout x € R : f'(z) = 1 — l;fc‘ﬁi;” > 0, la fonction f est strictement
croissante. Comme de plus f(0) = 0, on a pour tout z € ]0, +o0] :

T 1 4gin%t
> ——dt.
. /0 2 4 cht?

Ainsi, en uitlisant cette inégalité, on obtient, par un simple raisonnement par
récurrence, que pour tout entier n > 0: 0 < @41 < . La suite (z,,) est donc
strictement décroissante et minorée, elle converge. Posons, / = lim z,. Alors,
£>0et f(£) ={ ou encore £ = 0. e

6.136) Puisque pour tout ¢t > 1:t°> < 1+#°> < t(1 + )%, on a que pour tout
n e N":

2 ! ! —n3/2n L <n3/2nﬁ—l
s(ie£)" (1+2)) e GEot e
2n n

7
Dot lim , = = .
ou n—1>I—&r-loo v 24
6.137] 1) Soit n € N*. La fonction f, : [0,1] — R définie par f,(t) = t"v/1 —t
étant continue, il existe 0 < a,, < 1 ou f;, atteint son maximum. Comme de
plus f,(0) = fn(1) =0, fu(t) > 0 sur |0, 1] et f, dérivable sur ]0,1[, on a

n—1
%n (2n —(2n+ l)an) =0= qa, = 2n

Qo 7é 0et f/(Oén) = 2\/17——0¢

Ainsi, puisque

on \" 1 1
5 n(t)| = fnlan) = < 5
02321” 1] = falern) (2n+1> o+l Vntl

la suite de fonctions continues (f,) converge uniformément vers la fonction
nulle ; ce qui entraine, grace au théoreme de la convergence uniforme,

1
lim t"V1—tdt=0.

n—-+4oo 0
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2) En utilisant 1) et en constatant que

/lt"\/ﬁdt :2/1 s?(1—s%)"ds
' " 1 "oy (o
= (0 () [ ) =2 (e

NOYEN
nETookZ:O <k> 2%+3

6.138) Puisque pour tout entier n > 0 :

- =5 ()

k11+
n

on a

ou o, désigne la subdivision réguliere d’ordre n de [0, 1], on a

1
dt
lim =z, = —— =1In2.
n—-+o0o o 1+t

6.139] Puisque pour tout entier n > 0 :
1 Z” A
n = — —_ = SO’ t2
l’ n (n> ’Vl( )

ou o, désigne la subdivision réguliere d’ordre n de [0, 1], on a
1
lim =z, :/ t2dt = =
n—-+00 0
6.140) Puisque pour tout entier n > 0 :
1 1 1
th=— Y =S, [
e ()
=114 =
n
ou o, désigne la subdivision réguliere d’ordre n de [0, 1], on a

, Lodt
lim xn:/o :2(\/5—1).

n—-+oo 1 +t

6.141] Pour commencer, on remarquera que pour tout n € N*etk=1,...,n:

2’; L est le point milieu de l'intervalle fermé [% E} Ainsi, puisque pour tout

entier n > 0 :

o 2k —1\? —
P D — E' 2 D
2 —San(t ) S Tn n k_l( 2n ) <2 Son(t)
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ol o, désigne la subdivision réguliere d’ordre n de [0,1], on a
p

1
lim xn:2p/ tPdt = .
0 1+p

n—-+4oo

6.142] 1) Considérons la fonction auxiliaire f : [0,1] — R définie par f(z) =
Puisque pour tout z € 10,1[ : f'(z) = m > 0, la fonction continue f

. .

14+x°
est strictement croissante. Ainsi, en désignant par o, la subdivision réguliere
d’ordre n de [0,1], on a

n

ST
kzlnn—kk e

3|

ce qui donne, par passage a la limite, que

. - k 1 1
lim Zm:/o f(@dx:(x—lnx)‘o:l—lnz

n—-+4oo
k=1

n
ap — a
Z b = 0. En effet, soit € > 0.

) Pour commencer, montrons que lim
n—-+00 Pl + k

lim ap = a, il existe un entier k. > 0 tel que pour tout £ > k

Puisque
k—+o00
lax —a| < 5. Ainsi, pour tout entier n > k.
“ar—a e lax, — al " ag — a
D B D b D D
k=1 k=1 k=k.+1
k
1 & k €
< - Iak—a|+—_ﬂs+—
n n 2
k=1
ou g =  max |a;C — a|. Comme de plus klim ﬁse = 0, il existe un entier
——+o00
ne > ke tel que pour tout n > n. : Bke < < 5. Par conséquent, pour tout entier
n>ne:
n
> Tk
= n+ k

Pour conclure, il suffit de constater que pour tout entier n > 1, on peut écrire
k

n n ar a n G — G n
Z( __):CH_I; n—i—k_a;n(n—&—k)

> =
k:1n+k P n+k n

et d’utiliser les deux résultats obtenus ci-dessus
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6.143) 1) Soient z,y > 0. Alors, en faisant successivement les deux change-
ments de variable t = xs et s = 1, on obtient

Flay) = /"“’ . [Yds / ds Yds

=/1 / %:f )+ f(y).

v 00— = f (a3) = 1@+ 1 (3) =1 (3) = s

3a) Vo >0: f'(z) =1 > 0= f est strictement croissante donc injective.

gl

3b) Puisque pour tout entier n > 1 :

/dt Z/k+ldt ”Zl "
E+1 = k
on a, la série harmonique étant divergente, lirf fn) = 4o00; ce qui en-
n—-—1+0oo

tralne, f étant strictement croissante, lirf f(x) = 400 et , en utilisant 2),
T—1T00

lim f(z) = — lim f(l) = —oo. Ainsi, f étant continue, on peut conclure,

r—0+ r—0+ z

grace au théoréeme de la valeur intermédiaire, que Im f = R ou encore f est

surjective.

4) Soit y € R. Alors, il existe un unique z € R tel que y = f(x). Ainsi, puisque
fl()=1%£0,0na

5) Soit z € R. Il découle immédiatement de 4) que la fonction f~! est de classe
C et que pour tout entier k > 0: (ffl)(k) = 1 ce qui nous permet d’écrire,
en utilisant la formule de MacLaurin et f~1(0) = 1, que pour tout n € N* :

. n ffl (k)(o) f71 (n+1) an -
S )

W T

k=0

x

avec les 6, € ]0,1[. Comme de plus, hm —T 0 (critere de d’Alembert) et
pobeo P!

pour tout n € N* : f~1(—|z|) < f~(6, ) “(Ja|) (f7* étant strictement
croissante car f ’est), on obtient

+ook

/@) :nEToo<Zk' ﬁn ) Zk"

6) D’aprés 5), f~! = exp. Par conséquent f = In
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6.144) 1) Soit un entier n > 2. Alors,

x x x
ap(z) = / sin" tdt = —costsin”_lt‘ +(n— 1)/ cos® tsin™ %t dt
0 0 0

= —coszsin" ' + (n— 1) (ap_2(2) — an(z))
n—1

1
& ap(z) = —= sin" ' zcosw + on—2(x)

n

et

xr
Bn(x) = / cos™ tdt = cos" ! tsint
0

T x
+(n-1) / sin?t cos" 2t dt
0 0

=cos" ' asinz + (n — 1)(Bu_2(z) — Bu(z))

1

1 -1
& Bp(z) = - cos" " xsinx + nT Bn—2(z).

2) Puisque pour tout entier p >0 :

3 0 - 5
/ cosptdt:—/ cosP (——s) ds:/ sin® t dt ,
0 z 2 0

on obtient, en utilisant 1), que pour tout n € N :

s

T - -
2 2 2 )
/ sint ¢ cos™ t dt = / cos" tdt — 2 / cos" T2t dt + / cos" T t dt
0 0 0 0

3 1 (2 3 1\ [2
:/ sin™ ¢ dt — 27 / sin”tdt + [ nt / sin™ t dt
0 n+2 Jg n+4 n+2/) J

——3 % in™ tdt
‘<n+2><n+4>/o s

s

pi 1 (% 1 (%
3)/0 Sin4tCOSztdt:§/0 Sinztdt:1—6/0 (]_—coth):B%et
3 1 % 3
/o sin4tcos4tdt:1—6/0 sin4tdt:2—;6.

4) Se démontre par un simple raisonnement par récurrence apres avoir constaté
(voir 1)) que pour tout entier n > 1 :

2n—1 2n
Bon—2 €t Bont1 = ——= Ban—1-

Pon = =0 o+ 1

5) Puisque pour tout n € N* et tout ¢ € ]0, %[ : 0 < cos?" 1t < cos®™t <
cos? 1t on peut écrire que pour tout entier n > 1: 0 < fopt1 < Pan < fon-1
2n  __ Banta < Bant1 <1

ou encore, en utilisant 1), 5=t = 222 o
n— n

. . Ban+1
Par conséquent lim fentl
n—-+oo on

=1.
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Finalement, en utilisant 4), on obtient la formule de Wallis
1 2.4....-2n \? Ban+1

6.145) 1) Soit un entier n > 2. Alors,

x xT x
Yn(x) = / e'sin" tdt = e'sin™ t| — n/ el costsin™ ' tdt
0 0 0
T x
- / e'(—sin" t+ (n— 1) cos® tsin"?¢) dt)
0

=e"sin"x — n(et sin™ ! ¢ cost

0
"tacosz — n?y,(z) +n(n — 1)y, _a(z)
“lzcosz +n(n— 1)y,—2()).

=e"sin"” x — ne’sin
& Yp(x) = —— (" sin" z — ne” sin”
n2+1 (

3 1, = 3 1, =
2) / e'sin®tdt = — (3e2 —2) et / elsin®tdt = —(4de? +3).
0 5 0 10
6.146) 1) Soit un entier n > 1. Alors,
t x f t2
L(z) = — " +2n/ _ T
( ) (t2+1) 0 0 (t2+1)n+1
x
= + 2n(In(x) - In+1(x))

- (22 +1)"

& Ml (z) = ﬁ + (20— 1) ().

Q)AW 2(t2+1+AYCtgt> :Z(1+ )

1

0

1 1
tTL
6.147 1)Vn21:0<[n:/ dt</t"dt:
o 1+t 0 n+1

= lim I, =0.

n—-+4o0o
2)¥Vn>1:

1 1 1
nl, =tn(1+t") O—/ 1n(1+t")dt=1n2—/ In(1+¢")dt
0 0

1 1
1
0</ 1n(1+t”)dt</ t"dt = .
0 0 n+1

lim nl, =1In2.

n—-+4oo

6.148) 1a) m # —1.

et

Par conséquent

'“ a - t hl t dt - " lll t - —n t lll t dt
o m n m
Em+ n n
X Mﬂ 1 m(‘r) .

In
m+1 m+1
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1b) m=—-1let n# —1.

“ln"t 1 z 1
o, —1(2) :/ = —— ln”Ht’ = —— In""' & 4 cste.

t n+1 n+1
Todt x
leym=n=—1 p_1,_1(x) = T In(Int)| =In(lnx) + cste.
n

2 t4 2 1 2
2) /t31n2tdt=—ln2t’ ——/ t3Intdt
1 4 1 2/

1/t 2 1 2 15
=4In?2— = (=Int| —= | 3dt)|=4In>2—-2In2+ — .
n ( n 4/1 ) n n +32

6.149] 1) Soit f :]0,4o00o[ — R la fonction auxiliaire définie par f(z) = B2,

T
Puisque pour tout = > e : f'(x) = 1_;5”” < 0, la fonction continue f est

strictement décroissante sur [e, +00[ ; ce qui entraine que pour tout entier n > 3

et tout t € In,n+ 1] : % < lnTt < an ou encore, en intégrant,

1 1 nl 1
pl) [ R a e
n+1 " t n

2) Soit n > 3. Alors,

In(n+1) 1, , 2 In(n + 1) " nt
In%n " Ink In2 ~ k1 n ¢ In%n
n=—— —_ > — —dt | —
. 2 +k:2 w2 +kz_3</k ¢ 2

In2 "Hnt "Int In2 3nt
= — —dt — —dt > — — —dt.
2 +/3 t /1 TR /1 t

La suite (;Un) est strictement décroissante et minorée (pour n > 3), elle converge.

Soit p € N*.

1) Puisque la fonction f(z) = xP est strictement croissante sur [0, +oco[, on peut
écrire pour tout entier k£ > 1 : fkk—l P dt < kP < f:“ tP dt ; ce qui entraine que
pour tout entier n > 1 :

n n n+1
1+/ tpdt<2kp</ P dt .
1 1 1

2) Ainsi, en utilisant la double inégalité ci-dessus, on a que pour tout entier
n>1:

L (, LY, L _1424gnr 1 Hl”“ 1
npt+1 p+1 1+p npt+l 1+p n nptl |°

o 142P 4. .4 pP 1
D’ou lim = .
n—-+o0 npt+1 p+1
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6.151] Soit g : R — R la fonction continue définie par

1
t?sin® = sit#0
g(t) = t
0 sit=0.

Alors, la fonction f : R — R définie par

fa) = / ") de

répond & la question. En effet, puisque pour tout z € R : f'(z) = g(x) >0, la
fonction f est croissante. Montrons a présent, qu’elle est strictement croissante.
Pour cela, raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe a < b tels que
f(a) = f(b). Par conséquent, f étant croissante, pour tout z € [a,b] : f(x) =
f(a) = f(b); ce qui entraine que pour tout = € [a,b] : f'(z) = g(x) = 0. D’ou
contradiction.

6.152] Soit a € I. En utilisant le théoreme de la convergence uniforme, on
peut écrire que pour tout x € I :

/wg< ~ lim / F1) = i (@) ~ ful@) = £(2) ~ f(a)

n—-+o0o n—

ou encore g(x) = f'(x).

Remarque : Ce résultat reste valable si la suite ( fT’L) satisfait les hypotheses du
théoréeme de la convergence monotone.

6.153] En effet, pour tout z € R :

fey =0+ [ £ / Fi(-

0
T / F(s)ds = f(x).

Remarque : f' paire # f impaire. Comme contre-exemple, on peut prendre
f(z) =1+sinz. (ex. 5.258).

6.154] Soit a > 0. Alors,

a 0 a
| rde= | f@)ﬁ4ié Ft)dt

= [t [Cswa=s [ soa

6.155] Soit a > 0. Alors,

a 0 a 0 a
_f@ﬁ:_f@ﬁ+£f@ﬁ:-/f@@@+£f@ﬁ:
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6.156) Soit I : R — R la fonction définie par F(x) = f;+T f(t) dt. Puisque
pour tout x € R : F'(z) = f(x +T) — f(z) = 0, la fonction F' est constante.
Par conséquent pour tout u € R :

T u+T
| rwa=ro)=Fw= [ swa.
0 u

Il en découle que pour tout a € R et n € N* :

a+nT n a+kT T
/a F(t)dt = ;/m—(k-UT F(t)dt = n/o F(t)dt

1

6.157) Soit F: R — R la fonction définie par F(x) = meJrT f(t) dt. Puisque
pour tout x € R: F'(x) = f(x+T) = f(z), on a

b b+T
/f(t)dt=F(b)—F(a)=/ F(t)dt.

+T
6.158] Puisque la fonction g est périodique, sa fonction dérivée ¢’ = f est
aussi périodique. La réciproque est généralement fausse. En effet, f(t) = sin® ¢

est m-périodique mais sa fonction g associée n’est pas périodique car elle est
strictement croissante.

b
6.159 1)/f(t)dt /fa—H)—s ds—/fa+b—t
2 /w tsint2 dt:/ (m —t)sin(m — ) dt—/ (m— t)smtdt
o 1+cos?t o 1l4cos?(m—1t) o 1l4cos?t
:>/ tsint _z/” sint it
1+cos2t 2y 1+cos?t

7T/1 ds 7TA ¢ ‘1 2
= — —— = — Arctgs = —
2 /J_11+s% 2 S IR

1 I 1 1—tgt
ln1+ttdt:/ In(l+tg(——1¢ dt:/ ln(1+ >dt
/0 (1+tg1) ; ( g<4 )) 0 1+tgt

T

%1 2 Vat="mo— [T +tgt)dt
= ), (i) = G w2 [ w0

;»/ n(l+tgt)dt = gm.

1)I:/ﬂtf(sint)dt:/W(w—s)f(sins)ds
0 0
:w/()ﬂf(sins)ds—/Oﬂsf(sins)ds:>I:g/oﬂf(sins)ds

2) En utilisant 1), on a

T tsint T sint tod
[ [ [ ]
o 14 cos?t 2 Jo 14 cos?t 0o 1+ a2 0



378 Solutions

et

i tsint ¢ T sin* ¢
o sin®t 4 costt 2 Jy sin*t+ costt
T sin't T sin*t
/ . — in’ dt+/ e —
o sin“t -+ costt z sin t 4+ costt
b int¢ bl 4¢
/ sin dt+/ . 4cos gt
sin® t + cos* t o sin“t 4+ costt
_ / dt =

6.161] 1) Puisque la fonction f est continue, sa fonction réciproque f~! I'est
aussi et I'on peut écrire
b
- [ #as
a

/f:( tdt = / ) ) s = | o 7(s)ds =

2) Si f(t) = V1I—t7, ona f1(t) = VI —19. Ainsi, d’apres 1),
1 1
/ 1\7/1—t9dt=/ V1174t
0 0

po|

po|

6.162] En utilisant 'inégalité de Jensen, on peut écrire, g étant convexe, que

pour tout n € N* :
a <lzn: of a
_nkzlg .

g(%éf(

Ainsi, puisque les deux fonctions f et g sont continues, on obtient, par passage

a la limite,
1 b 1 b
< .
9<b -/ f(x)dx>_b_a/a go () dr

b 1
1a)/ f(ac)dx:(b—a)/o F((1 = t)a+ tb) dt
<(b—a)/l((l—t)f(a)+tf(b))dt:M(b—a).
O 2

b—

lb)/abf(a:)dx:/_?;f(t+a;b>dt

b—a
[T () e ()
22/0’72 <a—2|—b)dt f<a+b)(b_a).
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2) La fonction f étant continue, il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = mln f( ).
Alors,

/abf(x)dx:/jf(@dm/jf(@m

1 1
:(c—a)/0 f((l—t)a+tc)dt+(b—c)/0 f

—~

(1 —t)c+tb) dt

1

g(c—a)/o (A=) f(a) +tf(c))dt+(b—c) [ ((L—1t)f(c)+tf(b))dt

:M(C—G)—‘r

l\DI»—\C\

(b—c)<5(b-a)f(o).

6.164] En utilisant le théoreme de la moyenne, on sait qu’il existe au moins un

élément c de [a, b] tel que f; f'(t)gt)dt = g(c f [ty dt = g(c)(f(b) — f(a)).
Ainsi, en intégrant par partie, on obtlent que

b
| gea= / 7t
f(a)(g(c g(a )+f( )( (b) — g(c)) -
Soit g : R — R la fonction auxiliaire définie par g(z f h(t

Puisque que pour tout z € R : ¢'(z) = h(x), on sait, d’apres 1’exerc1ce prece—
dent, qu’il existe au moins un élément ¢ de [a, b] tel que

b c b
/f(t)h(t)dt:f(a)/ h(t)dt+f(b)/ h(t) dt.

6.166) 1) On va supposer que g # 0 (sinon 'inégalité est évidente). Puisque
pour tout x € R :

0</b(f(t)+xg(t))2dt=x2/bg2(t)dt+2x/bf(t)g(t)dt+/bf2(t)dt

on doit avoir que le discriminant de ce polynome du second degré en x est non
positif. Autrement dit,

b 2 b b
( / f(t)g(t)dt> < ( / f2(t)dt> ( / g2<t>dt>.

2) Pour commencer, on va supposer que les deux fonctions f et g sont linéai-
rement dépendantes et que g # 0 (sinon ’égalité est évidente). Alors, il existe
un nombre réel \ tel que f = Ag et 'on a

(o)~ ( o) - ) 0
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Montrons a présent la réciproque. Pour cela, considérons la fonction auxiliaire
h : R — R définie par

b b b b
h@ﬂz:/(f@)+xg@»2dt:x2/‘g%ﬂdt+2¢/ﬁf@m&)ﬁ+i/ f2(t) dt

et supposons de nouveau pour la méme raison que g # 0. Alors, f; g*(t)dt >0
et, en posant

I OLIOK
12 g2(t) dt

on obtient que h(a) = 0; ce qui entraine que pour tout ¢ € [a,b] : f(¢) + ag(t)
= 0 ou encore que les deux fonctions f et g sont linéairement dépendantes.

6.167) 1) En utilisant I’exercice précédent (inégalité de Cauchy-Schwarz), on
peut écrire que

1=<[jv76$7%§d02§<43ﬂ0ﬁ)(Alﬁsda.

2) D’apres 'exercice précédent, il y a égalité si et seulement si les deux fonctions
Vet ﬁ sont linéairement dépendantes. Pour cela, il faut et il suffit que la
fonction f soit constante.

6.168) Considérons la fonction auxiliaire h : [0,1] — R définie par

)= [ ([ sar) ([ atyar).

Puisque pour tout x € ]0,1] :

W) = [ 1000 dt-+ f (o) - 5@) [ o)t~ ata) [ sie)
:A(ﬂﬂ—f@»@®—g@»ﬁzo,

la fonction continue h est croissante. D’ou

/ (g0 dt - (/ ) o) (| ) ) =h(1) > 1) =0.

1) Soient u,v : [a,b] — R les deux fonctions continues définies respec-
tivement par u(z) = [ f(t)g(t) dt et v(z) = u(z) e~ Ja 9@ dt Alors, pour tout
x €la, b :
u'(z) = f(2)g(z) < (a +u(@))g(x)
et
V(2) = (u'(x) — ulz)g(x)) e o 90U < ag(a) e Jaa®dt,
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Ainsi, pour tout z € [a, D] :

v(z) = / V() dt < a/ g(t)e” Iy 9(s)ds gy

et "
u(z) = v(z) ela 90 dt

< a/ g(t) eftw g(s)ds dt = —« eft”” g(s) ds z _ a(efaw g(s)ds _ 1) .

a

Par conséquent pour tout z € [a,b] : f(z) < a4 u(z) < aela 90 dt]
2) Ici &« = 0 et g = 1. En utilisant I'inégalité ci-dessus, on obtient que pour tout
x € [a,b] : f(z) <0; ce qui entraine, puisque par hypothese f > 0, que f = 0.

6.170) Soit u : I — R la fonction de classe C' définie par u(z) = [ f(t) dt+ 3
ou 3 a été choisi de sorte que

/abu(t)dt:/abg(t)dt.

Posons, pour tout z € I, v(z) = [ (g(t) — u(t))dt. Ainsi, puisque v(a)

=uv(b)=0,0na ’

b b
/ fv(t)dt = / o' (t)v(t) dt = u(t)v(t)
D’ou

2

b b b
0= / (F(O)(t) +g(t)0 (1)) dt = / (9(t) —u(®))' (t) dt = / (9t) —u(t))* dt

ce qui entraine que pour tout = € [a,b] : u(x) = g(z). De ce résultat, du fait
que [a,b] C I et que les deux fonctions u et g sont de classe C!, on peut écrire,
sans autre, que pour tout a <z <b: ¢'(z) = u'(z) = f(x).

6.171) Pour tout z € I :

r n— —t)" = 1 r n
/ (x— )" f (1) dt = —f<">(t)u - —/ (2 — )" FO D (1) dt
a n a n.Jg
= f(”)(a)M + l /fﬁ(x _ t)”f(”+1)(t) dt .
n nJ,
6.172] Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = In(1 + €*). Puisque
pour tout x € R : f"(x) = ( ¢ > 0, la fonction f est convexe. Posons,
1+4e®

A = (0,In2) et B = (1,In(1 + ¢)). Notons par d la droite d’équation y =
(ln(l +e)—In 2)x—|—1n2 et par ¢ la droite d’équation y = § +1In 2. Si C' désigne
la courbe de la fonction f, on sait, f étant convexe, qu’entre les deux points
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A et B, la courbe C se trouve au-dessus de sa tangente t et en dessous de sa
corde d. Par conséquent pour tout z € [0, 1] :

g +In2<In(l+¢”) < (In(l+¢€) —In2)z+In2

1 1
ou encore, en intégrant, 1 +In2< / In(1+e)dt <In/2(1+e).
0

6.173] 1) En effet, pour tout = € ]0,1[ :

0< fla) < maxf(t)zf(l): L1

<t<1 2 4npl T onl’
2) Puisque

0 si0<k<nouk>2n

F®0) = LK
(—l)k k— " sin <k <2n,
n\k—n

et pour tout x € R et tout k € N : f(F)(2) = (=1)* f*)(1 — x), on a bien que
pour tout k € N : f#)(0), fF(1) € Z

3) Raisonnons par I’absurde et supposons que m € Q. Alors, 72 € Q et il existe

p,q € N* tels que 72 = %. De plus, puisque lim i = 0, il existe un entier

n m— 0o
n >0 tel que - < 1.

Considérons a présent les deux fonctions auxiliaires g,h : R — R définies
respectivement par

— Z Ver2(n=k) £(20) (1) et h(z) = ¢'(x) sin(nz) — wg(x) cos(mz) .
k=0

Ainsi, puisque pour tout z € R :

W (z) = (¢"(z) + 7°g(z)) sin(rz) = 7°p" f(z) sin(rz)

on obtient, en utilisant 1),

x) !

1
0< 7T/0 p" f(z) sin(rz) dx = hT‘o =g(1)+g9(0)<1;

ce qui est impossible car, d’apres 2), g(1) + g(0) € Z. D’ou contradiction.

6.174) 1) En faisant le changement de variable s = kt et en intégrant succes-
sivement ¢ fois par parties, on obtient

1 k k k
/ke‘ktP(kt)dt:/ e_SP(S)dSZ—e_SP(S)‘ +/ e *P'(s)ds
0 0 0

0

== Q)| = Q) + Q).
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2) Raisonnons par I’absurde et supposons que e n’est pas transcendant. Alors,

il existe n + 1 entiers ay, .. ., a, avec aga, # 0 tels que
n
E ar e =0
k=0

(n > 2 car e est irrationnel (ex. 2.49)).

2a) D’apres 1), pour tout polynéme P(x) de degré £ > 1 :

n n 1
0=0a0Q(0) + > _ arQ(k)+ ) arke" / e R P(kt)dt
k=1 k=1 0

ou encore

1
0

aQ(0) + Y axQ(k) = =Y axke / e FP(kt)dt.
k=1 k=1

2b) Désignons par m le plus petit nombre premier strictement supérieur a
n + |ao| tel que
M enn(nJrl)m

m = 1)1 <1 avecM:Z|ak|

k=0

. . . . n, (n+1)j
(ce qui est toujours possible car lim % =0)
j—-+oo J—1!

Alors, m > 5 et posons
m—1

P = Gy

(z=1)" - (z—n)".

P(zx) est un polynéme de degré nm+m — 1. De plus, puisque la dérivée d’ordre
q > m du mondéme xP avec p > q est

plp—1)--(p—qg+1)2P" 7= q!(lq))xp‘q7

le polynéme P()(z) avec 7 > m a tous ses coefficients qui sont entiers et
divisibles par m. Ainsi, en constatant que

P(0)=P'(0)=---=P™2(0)=0

et pour tout entier k = 1,...,n: P(k) = P'(k) = --- = P(m~U(k) = 0, il existe
un A € Z tel que Q(0) = P~V (0) + Am et & chaque entier k = 1,...,n, on
peut associer un A\, € Z tel que Q(k) = A\ym. Par conséquent, ao(—1)""(n!)™
n’étant pas un multiple de m, on a

apQ(0) + Zn: arQ(k) = (ao(—l)nm (n!)m + <a0/\ + Zn: ak/\k> m) ez".
k=1

k=1
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D’autre part,

M e™ (n+1)m
M [Py < MO
<z<n (m—1)!

’“/ e M P(kt) dt

Finalement, en utilisant 1’égalité obtenue sous 2a), agQ(0)+ Z arQ (k) serait

un entier non nul strictement compris entre —1 et 1; ce qui est 1mposs.1ble D’ou
contradiction.

6.175] Soit € > 0. Puisque

2 T 5
2 (5 5) -
:r*l»rj{loo 333 sm2 € 2 2z

2x

il existe un nombre x. > £ tel que pour tout z > z. :

0< 2 (w €)<€
sc‘n’sin2i 2 2z .

2x

Par conséquent pour tout x > x. :

s

K —z2cost
O<z e dt =x
0

T _
2

S

w
P 2 2
e % Costdt_’_x/ e % costdt
0

QL

< 7z2sin2£(7r 5>+5 2 (w 5>+ <
Te z [ — — — — RN (. —

2 2z 2 2 € 2 £

2x

JU sin

s

. 2 2 cost
Dou lim x/ e Tt dt =0
0

r— 400

6.176) Puisque pour tout x € R :

2 1
VI6zi 422 +1 Vit a2 1)

f'(x) =

la fonction f admet exactement 2 points stationnaires, & savoir : |z| = —=.
Comme de plus, pour tout € R :

I 64 23 + 8z 223 +x
f (I‘):— 3 + 37
\/(16x4+4x2+1) \/(a:4+a:2+1)

on a f”(—%) > 0 et f”(%) < 0. Par conséquent la fonction f admet un

ini . i 1
minimum local en 7 et un maximum local en 75
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6.177) Puisque pour tout z € R :
fl(z) = (1 +costz)(a? —2—2)=(1+cos*z)(z+1)(z —2),

la fonction f admet exactement 2 points stationnaires, a savoir : x = —1 et
z = 2. Comme de plus, f/(z) > 0 sur |—oo0, —1[ U ]2,+o0[ et f'(z) < 0 sur
]—1,2], la fonction continue f est strictement croissante sur |—oo, —1] et sur
[2,+00] et strictement décroissante sur [—1,2]. Par conséquent f admet un
minimum local en 2 et un maximum local en —1.

Puisque pour tout z € R : f/(z) = 2zIn (3 + |z]), la fonction f admet
exactement 3 points stationnaires, & savoir : [z| = 1 et = 0. Comme de
plus, f/(z) < 0 sur }—oo, %[U}Oé[ et f/(z) > 0 sur ]%170[U}%7+oo[, la
fonction continue f est strictement décroissante sur }—oo7 %1} et sur [0, %} et
strictement croissante sur [’71, 0} et sur [%, +oo[. Par conséquent f admet un
minimum local aux points |z| = % et un maximum local en 0.

6.179] En effet, £(0) =0 et pour tout 0 < |z| < 1: f(z) > 0 (car z* < 2?).
6.180] En effet, f(0) =0 et pour tout = # 0 : f(x) > 0.

6.181] En effet, f(0) = 0 et pour tout 0 < |z| <1 : f(z) <O0.
6.182] Puisque pour tout x € R :

x—&—% x—&—% 9
f(z) :/ (1 + cos®t) dt :/ (g + COZ t) dt

37 N sin2t#+% 37 sin2x

4 4 e 4 2

3 1 3 1
on a min f(v) = = = 5 et max f(z) = T+ 5.

2
6.183] Puisque pour tout z € R : f(z) = e~ [ et dt = 2% + Ry(z), on
a f'(0) =0et f(0) =2 > 0. Par conséquent la fonction f admet un minimum
local en 0.

6.184] Puisque pour tout x € R :

flz) = /Ow V142 In(1 43 dt = %6 + Re(x),

ona f'(0)=---=f®0)=0et fO0) = %! > 0. Par conséquent la fonction
f admet un minimum local en 0.

2
6.185] Puisque pour tout z € R: f(z) = [ e’ In(1+1t)dt = $a* + Ru(z),
on a f'(0) = f7(0) = f&(0) = 0 et fH(0) = 12e > 0. Par conséquent la
fonction f admet un minimum local en 0.
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6.186] Puisque pour tout z € R :

[ cht
/ 1+\/_dt—$ +R4 )

on a f(0) = f"(0) = f®(0) = 0 et f¥(0) = 24 > 0. Par conséquent la
fonction f admet un minimum local en 0.

6.187] Puisque pour tout z € R: f(z fo Veht —sintdt = 22 +Ra(z), o
a f'(0)=0et f/(0) =2 > 0. Par consequent la fonction f admet un minimum
local en 0.

6.188] Puisque pour tout z € R :
flx) = 23:3/ te dt = 332(6963 —1) =2° + Rs(x),
0

ona f"(0) = f®0) = f*(0) = 0 et fO)(0) = 120 > 0. Par conséquent la
fonction f admet un point d’inflexion en 0.

6.189) Puisque pour tout z € R : f(z) = [ St gt — g 2y Rs3(z), on
a f"(0) =0et f3(0) =2 > 0. Par consequent la fonction f admet un point
d’inflexion en 0.

6.190) Puisque pour tout z € R :

sin z° dt 3

L Ve vz TR

fz) =

ona f’(0) = 0et fO0) = % > 0. Par conséquent la fonction f admet un
point d’inflexion en 0.

1 1 1
6.191 /\/1+sh2xdac:/ chxdx:shx‘ozshl.

6192) / Vit datde = = /\/1+s2ds
2 1

—<S\/1+s2—|—ln(s+ 1+s2)>’0:§+zln

%

L
(6.193 / Vi m-/ e
Cosx Cosx

1

6.194 exdsr::ef” =e—1.
0 0
1 1/t 1 /2 1 1

6.195 /e‘”chxdt:§/ (62’”+1)dx:§(7+3:> 1(624-1)
0 0 0
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6.196] Pour tout o > 0 :

5

=1/25+ a? Arcsin ——
V25 4+ a?lo

V25 + a2

)
=25+ a? Arcsin ——.
V25 + a?
1) Puisque pour tout a > 0 :
) 5
L'(a) = — % Arcsin

V25 + a2 V3H+a2 V2B +az

et

= Arcsin4>0
\/ 25+a2 V25 + a2

la fonction L’ : ]0,+o00[ — R est strictement croissante. Comme de plus
lim L'(a) = 0, on a que pour tout @ > 0 : L'(a) < 0; ce qui entraine

a——+00
que la fonction L est strictement décroissante.

L/I

Arcsin 5
2) lim L(a)=5 lim %H+a

a—+00 a— 400 5

V25 + o?
2
6.197 / ( 212 +59€—1——>dm
1

2
= (—gac —1—295 —;E—21nx> )

2 3
6.198 /(—x2+x+2)dx:<_%+g+2x>
-1

=5.

2
11

2

42
! z? 23 ! 1
6.199 (@—a)de= (Z 2] =2,
0 2 3 /)|, 6
1
6.200 / (\/4_3;2_\/5;62) d
-1
x z BA\|' 2r 1
=2 —v4—9€2+2Arcsin———> == 4 .
(2 2 V3)l, 3 V3
2
2 yp—
6.201 /“5<7Vx_x>d$
0 2
= — | = _ 72 Y2 5 _ A
2<2\/4 T +2Arcsm2 x)’o Arcsm\/g.

1 1
4/ \/$2—$4d$:—% (1—952)%‘025
0
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—14+V2 1

2( \/23:da:+/ \/1—33%&:)
0 —1+V2

A2 3|-1+VE 1
= T\/_x%‘o + (;E\/l—xz—i—Arcsinx)‘

:?(—1+\/§)%+g—Arcsin(—l+\/§).

1+v2

1) Pour tout 0 < v < 2
B 2
A(a):/ \/4—x2dx—a,6’+a(2—ﬁ)—/ V4 —ax2dx
0 B
:4Arcsin§+a(2—ﬁ)—7r, avec f = V4 — a2

2) Puisque pour tout o € ]0,2[: A'(a) =2(1 —3) = 2(?-2@3)7 on a

A'(a) < 0sur J0,V3[ et A'(a) > 0sur |V3,2[;

ce qui entraine que la fonction continue A est strictement décroissante sur
[0, 3| et strictement croissante sur [\/g, 2}. Par conséquent

min_ A(a) = A(V3) = \/g—g

a€l0,2]

G
N =

6.205) —4 (sin 4t + cos 4t — sin 2t — cos 2t) dt

N

/O
%

+/
%

N =

(sindt — cos4t — sin 2t + cos 2t) dt) =4.

T
D

-1

Puisque 'intégrale a minimiser n’est rien d’autre que la longueur de
Parc de la courbe C de la fonction f compris entre les deux points A = (a, «)
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et B = (b,3), sa valeur minimale est obtenue pour le segment de droite qui
joint ces deux points et dont ’équation est

60—«
b—a

y=a+ (x—a).

2 4
6.207 27r/ x\/1+x4dac:7r/ V1+t2dt
- (2 1+ 4= ln(t+\/1+t2>>

2 4 3
16 16 3 16 \?
6.208 27r/ xq/l—&——xzdx:ﬂ/ 1+ —tdt =" (14 =t
. 9 . 9 8 9

- 12 (73\/% - 125) .

g(4\/ﬁ+1n(4+\/ﬁ)).

4

1

2
27r/ (zcha? +sin*z) do
2 2
1 1
<§ —/1 (§—2c052x+ §cos4ac> dac)
1 3 1 2
=927 [ = sha? —|—— —x —sin2x + — sin4x
2 2 8 1
! 2
(2 + 2)\/1+ (322 + 1) dx—w/ 1)y\/1+ (3t+1)"dt

( 6(3t+1)\/1+ (3t+1) dt+12/ V14 (3t+1) dt)
= ( \/1+’I”d7"+4/ \/1—|—s2ds)

6.210) 27

|>l §|>1 c\

18
§16 4
:% 1—&—7‘)2‘ (\/1+s2+ln(s—|— 1—&-52))‘1

ol

29 5 4+/17

6.211] Ce probléme revient & trouver le maximum de la fonction f : [0, 3] —
R définie par f(a) = = ((6a—a2)2 - a4). Puisque pour tout a € ]0,3] :
(o) = 36 ma(2 — ), la fonction continue f est strictement croissante sur [0, 2]

et strictement décroissante sur [2, 3]. Par conséquent la fonction f atteint son
maximum pour « = 2 et celui-ci vaut 48 .

6.212] Soit h la hauteur du cone 2 et r le rayon de son cercle de base. Pour
obtenir le cone €, il suffit de faire tourner la partie de la droite d’équation
y = 7 comprise entre z = 0 et x = h autour de I'axe Ozx.
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h 2

1) 27 %m/l—&—%dx:ﬂr\/ﬂ%—h?
0
hop2 T

2 — 2?dr = —r*h.
)ﬁ/oh2xdx Srh

" 2
= 4ncar.

T dx
6.213) 1 87Ta7°/ —_—
@21 1 sror [
r 2 r
2) 87Ta/ V12 —22de =8rna (g V2 — a2+ % Arcsin E) ‘ = 212ar?.
0 r 0

Y

T
= &mar Arcsin —
r

1 1
6.214 7r/ (VT — &™) da = zw/ te dt — g (e2—1)
0 0

t e2t 1
=9 o2t -
W(Qe 4)

0

—g(ez—l):w.

3 3
6.215 7r/ tg4xd:c:7r/ (1 +tg?2)tg’x — (L +tg?x) + 1) da
0 0

1 4 5 w2
= gtg r—tgxr+w

0 3
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3 5
6.216 7r/ (1+tga:+tg2x+tg3x)dx:7r/ (1+tgx)(1+tg?z)dx
0 0

™ 2% ™
= Z(+tga)’|’ = 2 (3+2VH).

(3 (3
6.217) = / (sin® z + tg? a:)2 dr = 77/ (sin® z + 2sin® z tg? x + tg* x) dx
0 0

/3 cos2r cosdx % 1 3 cos2x
=7 - — + dr + 2w — dx
o \8 2 8 0

cost_2+ 2

s

6
—Hr/ (1+tg?2)tg® s — (1 +tg?z) + 1) do
0
6 ( 3z sin2x>
+ 27 (tger — — +

T
6

3_(E _ sin 2x n sin4x
"\® 1 32 )|, 2 1

3 % 1
+7T(tg3x_tgx+x) :F<883 V- 3#).

o 1728 48

0

2
¢ dx 7 ¢ 3r
-6.218 7T/ = — —.
. zln’z 2z le 8

2 2
6.219 7r/ ((3x—x2)2—x2) dm:w/ (82% — 62° + z*) dx
0 0
8 3 1\
:W(§x3—§x4+gaj5>

56
V(1 —2b) ! s 4 14z
0 0

=—n.
o 15
14 2?2
3 5 1 1
=7 (—x+%—%+Arctgm+§ ln(1+x2)>

_ 13+7r+ln2
T\ )

6.221) 1) Pour tout |a] < 1:

0

V(a):ﬁ/ol((1—(13:)2—(1—04)23,‘)6&:—% (1_0‘2>.

1) Pour tout 0 < < 4 :

V(a)=2<w/04 (4—%2>d3:—770¢<4—0;2)> 22—477—27704(4—%2).



392 Solutions
2) Puisque pour tout a € ]0,4[: V'(a) = —87 + 23X a?, on a
V(a) < 0s }04[etV’()>O }44{
o ur [0, — a sur | —=, ;
V3 V3

ce qui entralne que la fonction continue V est strictement décroissante sur
[0, ig] et strictement croissante sur [%, 4]. Par conséquent

7
4 64 1
min V(o) =V|—=]|=—7(1-——].
«€[0,4] (@) (\/§> 3 ( \/§>
Equation de "asymptote : y = x. Le volume cherchée est
+o0 4 2 +oo 4
-2 -1
W/ x2_<%> dm:M/ vl
1 e+ 1 1 (2% 41)
A /+°° 5 L, 5z L lte e
= 47T — —
1 9z +1) 9(;U+1)2 9(@? +z—1) 3(x2+x—1)2

+oo
T 1 2r —1 5 2 —x+1
=4 — + Arct + —1 _—
W( 3@ +1) 33 g( V3 ) 18 n( (z+1) ))

1

5 5
1
27r/x ;v—i)dx:%r/ (m2+6<——1>>d$
2 1+:C 2 1+$

5

= 67(7+21n2).

23
=27 (— — 62+ 61n(1 —|—ac)>
3 2

8
6.225 27r/2 z(2x—1)— ((x—4)?—-1))dx

8
—or (—5 + 0% - 82%)| =360
2

VR

2
4 32 4
47T/ x\/;tz—?)dac:%(xz—?))Q‘ -
V3
1 T 1
6.227 27r/ 2? (1-vV1—1z) dx:§—27r/ V1 —zdx
0 0
1 1
=T 7r/ t2(1—t2)3dt:g—47r/(t2—3t4+3t6—t8)dt
0 0

2
3 AV
:g—47r<——§t5+§t7——> _ 187n

. 630"

3 5 7 9




6.228

6.229

6.231

6.232

Calcul intégral

27r/ %\/5 (\/1—3:4—3:) dx
—H\f 1+

/ VI @ 2.

t 1 =8 )
=7 (5 \/1—t2+§Arcsint> ——W<L>
0

3
7 {-1+5\> [ =1+5
= —— _— —BAI'CSIH i
6 2 2

27r/01:c< :c—a:2—|—a:> dx

1
1 1
:27r/ (—5(1—295)\/95—;62—1—5\/95—;52—1—;102)da:
0

4

+:c3 ! 9 7r+1
— =2n| —+=].
3/ 16 3

2 8
2
27r/ x2\/1—|—x6dx:—7r/ V1+t2dt
2
- 7T(Q T+ 4= ln<t+\/1+t2)>

3
:g(sﬁﬂn(sm/_)).

1 3 1 /2x—1 1
=27 (_§ (a:—:c2)7—|—§( i :c—a:2—|—§ Arcsin(2:c—1))

2 1 1
2 - d
7T/l ( (1+x6) 65x) o
:27rf1 d$_2ﬂ' 2 da

<1+( )2) 65 J1 =«

2 8
= 7T/ —2—7Tln2
3 ), t(1+12) +t2 65

T3 1+1¢2 65 195

1
8
—2”/ (%_ ! >dt 2T 1no = (449 n2 — 65 In65).
1

393
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Puisque

1 [2 g2
——/ x dx
1 2J1 1+=2

m2 1/ [? L |
1
2

2 22
/ zln(l 4+ z)dx = £l In(1+ x)
1

In2 —1)2 1
:21113—%— ((a: 2) —|—ln(1—|—a:)>1:—ln3—1.
et
/2 dx 1 (2 4a3 e L /16 dt 1 /m ds
_— = — _——dxr = — R
1 21+t 4 ) 2t/ + a2t 4 )1 tV1i+t 2J),m s2-1

VIT V241
=2 (ma4m Y=
V3 2 VIT+1

—lln s—1
T4 s+1

Le volume cherché vaut

2 2
dx 1 V2 +1
271' .fCln 1+.CC d$+/ 7)27'(' 31113———&—1114-&—111* .
</1 ( ) 1 V1 +a24 ( 2 \/17+1>

27
Da[ VV1+edt=ar 1+47r2+%ln<27r+\/1+47r2).

0

2 27 3.2
4
2)a—/ 2at=—"—2
0

2 3
Y
am/2
—aw/_; 2am
T
—3am/2
2m
14 A2
6.235) 1) a\/1+)\2/ Mgy — WY /\+ (@ 1),
0



Calcul intégral 395

Yy
O,‘ ae2AW
a xr
aed /2
s
4
6.236) 4a’ / cos 2t dt = 2a°.
0
Ay
a
y=z
—a il a A’z
—a

6.237) 1) 8r/ cos%dt =167.
0

T T3 2t
2) 4r2/ (1+cost)2dt:4r2/ (§+2cost+coz )dt:6ﬁr2.
0 0
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" t
3) Statérale = 16 7Tr2/ (1 + cost)sint cos 3 dt
0

g t 3t 5t 128
=47rr2/ 2sin — + 3sin = 4 sin — | dt = — 7.
0 2 2 2 5

V= 87rr3/ (1+ cost)2(1 + 2cost)sin® t dt
0

3 iy
= % (22 sint + 19 sin 2t + sin 3t — 8 sin 4t — 5 sin 5t — sin 6t) dt
0
_ 43
3 y
2r
0 4r T
—2r
%
1) 6r/ sin 2t dt = 6r.
0
3r2 (% 3r2m

3
2) 1272 / sin t cos® t dt = (2 — cos 2t — 2 cos 4t + cos6t) dx =
0

0

12727 515 12777

s
2
3) Slatérale = 12 r27r/ sin? t cost dt = sin®t|” = .
0 5 0 5

s

2
V= 6r37r/ sin” t cos® t dt
0

32737
105 °

_ 3r3m
128

b
/ (14 sint — 8sin bt + 5sin 7t — sin9¢) dt =
0

Y

r
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27

27
(6.239) t t
1) 27‘/ sin 5 dt = —4r cos 3 = 8.
0 0

27 2 27
2) r2/ (1- cost)2 dt = 2mr? + % / (1 + cos 2t) dt = 372,
0 0

27
t
3) Statérate = 4mr? / (1 — cost)sin 3 dt
0

27 2
t t 4

:27r7°2/ SSin——sing— dt = Gdrrr .
0 2 2 3

27
V:wrg/ (l—cost)gdt
0

3 2m
= % (10 — 15 cost + 6 cos 2t — cos 3t) dt = 5m?r®.
0

27
t
4) Statérale = 4777”2/ (t — sint) sin 3 dt
0

27 t 27 t t
= 4gr? / tsin — dt — 8mr? / sin? = cos — dt
0 2 0 2 2

2
To16mr? gt
— ——— sin” ¢

=167°r°
o 3 2lo o

t t
= 4gr? (—2t cos 3 + 4sin 5)

2m
V = 2mr? / (t —sint)(1 — cost)? dt
0

27 27
3 t
:27rr3/ (Et—Ztcost—#i c082t> dt—27rr3/ (l—cost)Qsintdt
0 0
3 (3 2 1 . t . 2
= 27r Zt —2cost+§coth—2ts1nt+Zs1n2t

0
2mr3

3

27
(1 — cost)g‘o = 67573,

2r - — —

0 r 2rr T







SOLUTIONS DES EXERCICES DU CHAPITRE 7

Intégrales généralisées

1 t2 1 1 1
/ tlntdt:—lnt‘ ——/ tdt = —-
0+ 2 0+ 2 0

+o0 4o
/ 2:Arctgt‘7w:w.
+oo 4o
———— = Arctg(t 3‘ = T.
(73] / t2+6t+10 retglt +3)|__ =

ro3t—-1 Toodt Tdat 1 [* 8t
74 V 1: - dt=3 - - _ dt
o /1t(4t2+1) /14t2+1 /1 t+2/1 42 + 1
<\/4t2+1>w
t
1

(— — Arctg )

3 x
=3 Arctg(?t)’ +1In
:/+m 3t—1 gt — 2
1 (4t2+ 1) f
17
T
—_— = Arcsmt‘ = —
W [ = .

2
(7.6) S W= 1’ =9
- ,/1+ Vit—1 1

2 2
t 1
/ —dt = (Vt—l—&——)dt
1+ vVt—1 14 Vi—1
2
(t—1)’°

l\.')IC»J

N A Al |
3 3
1
—+oo —+oo 400
—_2A ‘ =
(7.8) / t\/tT / o rctgso T
oo oo ds +oo
—9 B9 At ‘ —
z.9) / fl—&—) /0 s2+1 eS| i
“+o0
/ T et
0

31+



400 Solutions

-/ 1(s+ 1+52>‘1:1n(1+\/§).

t\/l + 2 / V14 52

w1 [ e ) ( 1>2+

1 ! 2
=In s+—>+ S2+S+1> zln(l—i——).
(( 2 0 V3

1 1
dt 1 2 ds
(7.13] =
/o+ (t+2)V3t—t* V101 3\2 7\2
(2_0> - (8 - %)
1
1 205 — T\ |2 1 T 1
= —— Arcsin = —— | =+ Arcsin -
V10 ( 3 )‘% V10 (2 9)

D=

-/ 1—t>jtm:/i sds—l

2— t 2
/H N /

/_\
\_/
RS
~

|
| W
N———
N

2
3
= (_ t-1D2—-1t)+ = Arcsin(2t — 3)) _ T
2 ) 2
oo oo ds +oo
/ =2 —:2Arctgs’ = .
0+ 1 0 1+ 52 0

e dt = s 1 g
7:/ :Arcsins’ = — .
1 t\V/1—1n%t 0o V1-—s2 0o 2
1
/1 Mt o [P = s?)ds
% v1—t 0

1 L 2
2 (1-5%)—1
- In(1 — s> 2_2/ RS
<s n(l—s )‘0 ; T ds)
3

2 27
=—-2+4+In—.
+n4

1 1
/lntdt:t(lnt—l)‘o )
+
+o0 +oo
Int Int|toe dt
el A i A
1

t I 12
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+o0 400 +oo
7.22 / e dt = —t?e! +2/ te tdt
0 0 0

+o0 +oo
+2/ e tdt=2.
0 0

T o d PTIREa N (20?4
- / e t = ~3 e + g/ e t
0 0 0

1 Foo 2 \/7_1'
Fds = —.

e S 32

e

= _—2te !

~ 16 J,
oo dt oo ¢ too
——— dt = 2 Arctge’ =—.
(724 / cht /0 1—|—(et)2 e, 2
T Arctgt Arctg?t|too 2
7.25 dt = =%
-/ 1+¢2 2 o 8
Foo Arctgt Arctgt +oo
dt — —
s /
_7r+/+°° 1 t dt—” t +°°_7r In2
4, o1+t 4 V1Tt 42
pl

— +OO
S ()
o 4+tg*t o (A+s2)(1+s%) 3 1+s 4+ s

S\ |to©
Arctg 3

1
=3 Arctg s — 5 _ T

E.

0

Int 2In+vt 2 T In¢
- Hvt>1:0< —— =
) /1 1+12

1+ t2 m < t—% dt converge.

Int i /1 Int ”
m S E—
1+t2 T a0t s L+t?

1
T too
— lim s s ——/ s
1 1

r—0+ 1+S2 1+S2
T Int L Int T Int
D’oﬁ/ %dt:/ n2dt+/ 2t =0,
oy L+t or L4+t L 142
-/ t4+1
+oo
1 (1 24+ V2t+1
= — (| Y2 ) 4 Aret (\/§t—1)+Arct (\/§t+1)
2\/§<2 <t2—\/§t+1 & & .
_ s
22

+o0 +oo
t 1 2t
o P+l 2Jo ()" +1

1/+°° ds 1A . ‘+oo
= - = — Arctgs =
2 )y 2+l 2 TR

™
1 .
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1
0 —- +oo
2 1 / ds us
(7.31) — —ds= —_ = —.
/ 4+1 /+Ooi+152 o st+1 22

P
43
Di li t—— =1.
(7.32) Diverge car Jm b
I 1+4+tg?t too
733) / o d /+—g4 :/ =
cos4t+smt o cos?t(1+tght) o l+s V2
(7.34) Diverge. En effet,
/Z— dt /Z— di__ 1, (1+sin2 1- N
—_— = = — In _—_— = 0
o cos*t—sintt o cos2t 2 cos 2t 0

27
dt
7.35
/0 a2 cos? t + b2sin’ ¢

T dt 2 dt
B / c052t+b251n t +/7T a2 cos?t + b2sin’t
) / ., /5 dt
0o a?cos?t+ b2 sin? ¢ 2cos2t + b2sin?t

4/ 4/ dt
0 a2c052t+b251nt b2, 5 a_2

4 /+OO ds 4 Arct b
= — - = — T _
v )y a* 5, ab g\a’

(7.36) Puisque pour tout 0 < t < 5 ¢ In(sint) = In Smt + Int, lintégrale
généralisée f02 In(sin¢) dt converge. De plus,

% % T 27
In(sint) dt:/ In(cos(= —t dt:/ In(cos s) ds.
N (e (G 1)) = |

Par conséquent

1([2 5
/ In(sint) dt = - / In(sint) dt + / In(cost) dt
0+ 2 0+ 0
z_ . _— .
/ In (bm%) gt — l/ In (51nr> dr
0+ 2 4 Jos 2

™ n2 1 (% In 2
/ In(sinr) dr — TR —/ In(sinr) dr — gy
0+ 4 2 Jot 4

B

)
o
<
S—
(o]
|
—~
@
jm}
=
S~—
QL
~
Il
3
=3
)
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En faisant le chagement de variable t = tgs et en utilisant 1’exercice
6.144, on a pour tout entier n > 2 :

+o00 T _
/ < ”:/2 COSQ("—l)stZ1'3"”'(271_3)-1.
o (1+) 0 2:4-...-(2n—2) 2

23 +¢24+1 33 + 4¢
738 lim t— U Tl oep lim oo Tt 3
t——+o0 tt+1 t—too  td 41
+oo 3 2 +oo 3
23+ 12+ 1 3+ 4t
:>/ %dt:/ S
0 t4 41 0 t*+1
/12t3+t2+1dt 203 + 22 +1
4 4 2
Dow lim 2o t4L oy, @4l 2
z—+00 / 3t° + 4t gt z—+oo  3x° + 4z 3
o tr+1 zt 41

1

In(t —2) 3+ /In(t — 2)

1 oo
cos n <l= cos n dt converge.

7.39] lim vt—3
t—3+4+

converge.

vitel]o,1]:

1
th(t — ¢2 -1 2 th(t —¢2
1) lim ( ) = = / # dt converge.

t—0+ tsin(t — 1)  sinl 4 tsin(t —1)

2 1 th(t — 1) :_1:>/11— th(t — t2)

sl tsin(t — 1) tsin(t — 1)

1— 2

th(t —t

D’ou / ¥ dt converge.
oy tsin(t—1)

dt converge.

t
742) lim (1- 22— g = bt diverge.
t—1— tl t 0+ tlnt
i i
7.43) lim vt sin vt =0= / sin VI dt converge.
t—0+ tint + tint
1) th%lJr sh / dt converge.
ln - ty/In
t
sht

1—
2) tlir{l v1i—t =shl= / 87 dt converge.

t ln1 ty/In —
t t

1—
sht
D’oil/ 571
0+ tw/ln—
t

1 1 ! 1
Vte 0,1:0<ln(1+—)<—:>/ ln<1+—>dtconverge.
1o} N i

dt converge.
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7.46) 1) lim Vi

dt converge.

1
In? /1 2 In*Vt
n\/_:():>/ n? /it
+

t—0+ V1—t —
ln2\/f 1= ln2\/1_f
2) lim v1—t¢ =0= dt converge.
) Hm T—¢ /% ST onere
- 1.2
In? /%t
D’ou / dt converge.
o+ V1I—t
Int 1 t
747 1) lim t1— " = = lim ¢1 iYL

t—0+ Sin(ﬂ'\/z) T t—0+ sin (7r\/1_f)

= / : Int dt
——— dt converge.
o+ sin(mv/t) &

2) lim Int lim .z :>/1_ 1nitdt converge
sl s1n(77\/_) t—1- m\/t cos(mV/1) v 1 sin(mv/t) 8¢

17
Int
D’ou ———— dt converge.
/0+ sin (m/1) &

1
sht 2 sht

(748 1) lim ——==0= ——dt .

) 0 Argtht o+ VArgtht converse

sht 1= sht
2) lim ——==0= ——dt .
) —1- Argtht 1 Argtht CONVeTBe
1—
ht
D’ou m dt converge.
lim L 1:>/1 L dt diverge.
. —_— Y

t—0+ et -1 0+ et —1 &

Converge, car pour tout ¢ € ]0,1] : In(sint) = In (82£) + Int.
In(t—1 S In(t—1

7.51] lim M =1= / M dt converge.

t—2+ £t —2 o t—2

1
hm Vi converge.
\/— \/_ 1+ \/—
1 3 dt

753 1) lim vVt —— :1:>/ ——— converge.

)t*)OJr ,/t_t5 0+ t—t5 g

. 1 1 oat

2) tEr{l_ V-t N =5 /% T converge.

converge.

17
dt
D’oﬁ/
o+ Vt—1td



Intégrales généralisées
. 1 .

. sint 0= 2 sint
n —— = —_—
t—0+ \/f — ¢2 0+ Vit —t?

. 1— .
. sint . sint
2) lim v1—t =sinl = / ——— converge.
2 % Vit —t2

t—1- t—t

dt converge.

converge.
1 5 at
t—>g—— 2 1 — ecos 0 1 — ecos

1—|—— “+o00

1+ 1 1+ 12
Vi1 > o = dt diverge.

(7.56) 1461 =7 /1 g d O rveree

sint L' gint
757 1) lm ——— =1 ——dt .
VA a7 /O+ In(1 4 ¢) © converee

oo sint . .
2) ——— dt converge (critére de Abel-Dirichlet).

+o0 3
N sint
D’ou / —— dt converge.
0

L In(1+1¢)
1
In(1
7.58] 1) lim 7n( +t) lim 71—’_? =
t—0+ sht +sin?¢  t—0+ cht + sin 2t
1
In(1+¢
=>/ n(7_|—.gdt<—&-oo
o+ sht +sin“¢t
In(1+t t 12 T In(1+t
2)Vt21:0<n<7+,2<—<—2:/ Lﬂdxﬁo.
sht+sin“t sht ¢ 1 sht + sin“t

T In(1+¢
D’oﬁ/ LU ) S
o+ sht+4sin“t

sint

1
t
7.59 hm — =1 :>/ ﬂdt converge.
—0+ ¢t o+ t

tgt ' tgt
7.60] lim Bt 1= / el dt converge.
t—0+ ¢ o+ t

YVt e]0,1] : |sin

1 LS|
< — :> sin — dt converge.

NG

1
1 .1
s1n :> 7 sing dt converge.

1
NG
7.62 VtE 0, 1 ‘
Y i
1 +°°

1 1
2)Vt>1: ‘—bmt‘<—3:> %sinzdtconverge.
t2 1
+oo

1
D’ou — bln dt converge.

o+ Vi

405



406 Solutions

. smt
7.63) 1) tlir(gl+ — / T dt converge.
T sint
2) dt converge (critere de Abel-Dirichlet).
LV
+o0 s
sin t
D’ou S dt converge.
o+ Vi
1 oo g
. 1ir+n tsin 1= 1= / sin 7 dt diverge.
1 Hoo 1
. 1ir+n tsin 1= 1= / tsin 7 dt diverge.
1 1 1 teoq 1
Vt>1: ;sin; <t—2:>/ ;sin;dtconverge.
1
“+o0
Vt>0:0<sine f<et= / sine™* dt converge.
6 oo
Vt21:0<e_tlnt<t—2:>/ e 'Int dt converge.
1

1
7.69) 1) lim ! =1= lim e ‘Int' =0= / e 'Int" dt converge.
t—0+ t—0+

41 Hoo
2)Vt21:0§e’tlntt<t267t<t—2:>/ e tlntt dt < +oo.
1

“+o0
D’ou / e 'Int! dt converge.
0+

—1 t+oo 1
mw [ T

tln t lnt4 2In2°

1 1 oo 1
Vt>1:0<1n<1+t—2)<t—2:>/ 1n<1—|—t—2>dtconverge.
1

tint sint tlnt L sintlnt
7.72) 1) lim Ll - lim Sttt =0= / Sheme dt converge.
t—0+ et +¢  t—=0+\ ¢ et+t or e+t

sintlnt
et +t

2)Vt>1:0<

_t Usintlnt
<te "= — — dt converge.
1 et + t

Foo s

sint In ¢

D’ou / buiin dt converge.
o+ €'+t



Intégrales généralisées 407

1+ —
Puisque , li? Int - =1,
1+ 1+
( In? t> t2
1
Ja>1telqueVt > « : ) ni 1>§.
1+ —\/1+ 5
( * ln2t> + 2
Ainsi, pour tout t > « : (1+1i2+t1)n\;m > 2t1n ;- Par conséquent l'intégrale
généralisée
“+o0
1+ 1Int
dt diverge.
/1 TENENNGES &

t —sint +oot —sint
7.74 li sin =1= / b%n dt diverge.
—+4oot 4 sint 1 t+sint

tsint oo Vtsint
Vt>1: ‘\/_bm < tz\/_l = \t/?_Lnl dt converge.
_ ) _
1 1 oo dt
7.76 lim t———— = — :>/ —— diverge.
e VBTS2 L rivErs

et Lot
777 1) lim Vi— =1 :>/ — dt converge.
Lt i Vi :
eft . “+oo e
2)Vt2110<—§€7=>/ —— dt converge.
Vi 1Vt

+o0 e~
D’ou / —— dt converge.
0

. Vi
7.78) 1) t£%1+ \/_ =0= /+ T dt converge.
t [ Feo
2)Vt>1:0<7<£$/ dt converge.
et —1 2
“+o0 t
D’ou dt converge.
0+ vV et —1 &
1) lim V¢ 1 1:>/1 di converge
. —_— = — Y .
t—0+ vVsht 0+ Vsht 8
1 V2 44/3 Hoo
2)Vt>1:0< < < = converge.
) - Vsht Vet —1 t2 1 vsht &
+oo

D’ou —— converge.

0+ Vsht



408 Solutions

1 o0 cost?
< == 2 dt converge.
1

[780) Wt>1:0< <

+oo 2 +oo 2
cost”® |too cost
D’ou / sint? dt = — ‘ - / ———— dt converge.
1 2t 1 1 2t2

cos t2

5 \/Esm—2 tsin —
7.81 1) lim t% — L —0= / lit dt converge.
o+ In

t—0+ In (1+t) (1+ t)
\/Zsm 1 +o00 tsmt
DQVE>2: |—— = dt
vtz In(1 + t% / In(1+¢) converee.

1

+oo VEsin —

)N 12

D’ou / ——=— dt converge.
o+ In(1+17)

in(1 —cht) —1 U sin(1 — cht
1) lim M:_:/ Mdt converge.
0+

t—0+ tsht 2 tsht
in(1 —cht 1 +o° sin(1 — cht
2)Vt>1:0< M —:>/ Mdtconverge.
tsht t2 1 tsht
+oo 3
1—cht
D’ou / Mdt converge.
0+ tsht
2 +oo 42
7.83 hm (t - 1);8 _9 = / +3 5 dt diverge.
I T )
1) hm \/t—lﬂ—%$/2 ﬂdtconverge
) chtvInt chl 14 chtvInt '

oo sint s o
2) / ————dt converge (critere de Abel-Dirichlet).
2

chtVInt
Dot /+°° sint it
oll ———— dt converge.
1+ chtVInt &
sint L osint
(7.85) 1) lim vVt — :0:>/ ——— dt converge.
) t—0+ vsht o+ Vsht 8
“+o0
sint
2) dt converge (critére de Abel-Dirichlet). D’ou
1 Vs
T gint dt
——— dt converge.
o+ Vsht &
cost L cost
1) lim \/Zizli/ ———— dt converge.
- ) 50 ol _ 1 o \/m g
2) T _cost dt converge (critere de Abel-Dirichlet)
—_— nver riter -Diri )
1 Vet —1 &

+oo

cost

D’ou dt converge.
0 t—1

+ et —



Intégrales généralisées

In(cht ' In(cht
7.87) 1) lim n(cht) =0= / n(ch?) dt converge.
t—0+ sht o+ sht

et—et  et—1 3

t —t
e'+e
* ><tetsht: > > —

>1: =
2)Vt>1: In(cht) ln< 5 5 15

=Vt>1: 0< dt converge.

sht 12 sht

+°° In(cht
D’ou / n(ch?) dt converge.
0

In(cht) 12 /+°° In(cht)
1

i sht
1
Arctg —
. 2 (T 2\ _ 2 _
788 | lim ¢ (2 Arctgt)_tlggo =
12

+o0 T
= / (5 — Arctg t2> dt converge.
0

Arctg® ¢ U Arctg®t
1) lim 8 In(cht) =0 = / 8 In(cht) dt converge.
t—0+ t3 0+ t3
et +et
2)Vt>1: In(cht)=1In 5 <t
Arctg®t 3
=Vt>1: 0< 3 ln(cht)<@
o0 Arctg® t
= e In(cht) dt converge.
1 t3
o Arctg® t
D’ol / rcsg In(cht) dt converge.
0+ t
Arctg® ¢ U Arctg®t
7.90) 1) lim i - LA :>/ 28 converge.
t—0+ t1In(cht) o4 tIn(cht)
t ot
2)Vt >1:,In(cht) =ln<e re ) >t—1n2
Arctg®t 3 oo Arctgdt
=Vt>1:0 = ———dt .
=5V Tin(ent) R —m2) /1 tIn(cht) © COmVeree
o Arctg®t
D’ou / Aras b dt converge.
i et 2 et
(791 1) lim Vt —— = 1:>/ ———— dt converge.
) =0+ /In(1+1¢) o+ v/In(1+%) 5
et . +o0 et
QVt>2:0< ——=<e "= ————— dt converge.
)vtz In(1 +¢) 2 /In(1+1) &

+oo —t

o+ /In(1+17)

D’ou dt converge.

409



410 Solutions

1 1 2t
7.92) 1) lim Vi—-1—— ==~ = —— converge.
) lim, -1 2 Vi1 &
1 teoat
2) lim ¢2 =1 :>/ —— converge.
) m P o= S e | &
teo gt
D’ou / converge.
1+ -1
sin t? 2 sin t?
-7.93 1) 1 _ =1= ——dt .
) Jim, In(1 +¢)sht /0 In(1 1 f)she " COVErEe
sin 2 1 Foo sin 2
DQVtE>2:0<|mmrm—rm | < — = — ¢ .
vtz In(1 +¢) sht’ sht /2 In(1 +t)she o~ CONVErEe

+o0 2

SIn ¢

D’ou / b dt converge.
o4 In(l+4t)sht

s t4 s t4

(794 Vt>1:0< i < t3 / i dt converge.
+o0 4 4
sint®|too 1 t
D’ou /1 tcosttdt = 22 ‘1 + B / 51;13 dt converge.
t esint t esin t

795 1) lim ————— =1= —dt converge.
(.95 1) t—0+ Arctgt +t2cht oy Arctgt +t2cht vere

t esmt e +oo tesSint
2Q)Vt>1: 0 ——mmm—— < — = ———— dt converge.

vtz Arctgt +t2cht = cht /1 Arctgt +t2cht Hvere

+oo tesint
D’ou / T oo dt converge.
o+ Arctgt+t2cht

1) i \/ilngt—O:> 1ln3tdt
. . iré1+ el 5 converge.

0+Cht
t t3
2Q)Vt>1: cht > — > —
Jvtzl:c >2>12
In®¢t 144 +°°1n
=Vt>1: 0< —5 < —5 = —— dt converge.
ch*t 3 1 cC

oo In ¢
D’ou / n—2 dt converge.
o+ ch™t

In(2 + ¢2 2 /In(2 + ¢2
1) lim %sint:vln2:>/ Msintdt converge.
t—0+ et —1 o et—1
mE+2) | t 3l
)\V/t>2 7181111' Sm<t—2

oo /In(2 + 12)
:t _+1 sint dt converge.

Dot too /In(2 + 12)
ou 4

n sint dt converge.
0+ er—1
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7.98) 1) lim 2% = lim ™% =1

r—0+4 r—0+4
. 1
= lim PN 1= PENTY] converge.
=1+ (Int) Int)

s +o0 dt +o0 s
2) Vs >e?: (E) <e = / —7 = / (E) ds converge.
s 2 (ln t) In2 S

. /+°° dt
D’ou ——— converge.
1

+ (lnt)lnt
e ?sht L e2tght
799 1) lim ———— / ————— dt converge.
T30 ) o a7 e m ) &

e"2tsht

i (15 th ¥7)

L [T e %sht
D’ou ——————~- dl converge.
o+ In(1+th V)

)Vt >1

e = /+<>0 e *sht dt converge
_ Vi .
In(1+thl) In (1 + th V%) i

t2 e—t 1 t2 e—t
71000 1) lim ——— G =0 :>/ —— dt converge.

_ +t_ecost+e t_ecost_’_
t2 —t +oo t2 —t
2)Vt>1:0< ———— <te” :> dt converge.
t_ecost+e t_eCObt+

“+oo t2 eft
I
D’ou 7 dt converge.
o t—eSt+e

Int Int ‘
7.101) 1) lim % LA *Eht—0:>/ - e~ Mt dt converge.

t—0+ ln(1+\/_) In 1+\/_
Int
QVEt>4: 0< —————e Mt < et <—
) - ln(l-i-\/z) t2
+oo 1
:>/ nt e~ Mt dt converge.
In (14 V%)

e Int
D’ott / — e Bt dt converge.
0+ n (]. + \/E)

int 1 . "
7.102) 1) lim+ ek VO N / SITH e~V dt converge.
0+

4! T sint
e Vi< 2 = / 5 e Vit converge.
1




412 Solutions

e~ tdt converge.

n(l+vi) Un (1+ V1)
7.103) 1) lim Vi— Y et — TV
)ti%i\/ tht :>/0+ tht

mn(l+vi) ,_tet 3

2VE>1:0< -
Jvtz tht hi ~ Zh1

oo (1

= / M e~ dt converge.
. tht
T 0n (1 4+ v/t

D’ou / M e~ dt converge.

0+ tht

In+/t 1 2 Invt

7.104 1) tEI{l+ m Z = /+ m dt converge.

In % oo
n\f< NG - Invt
21 -1 J, #-1

T In v/t
D’oil/ 2—\/_dt converge.
1

2)Vt>2:0< dt converge.

L tr—1
nt % int
Sin S11
7.105) 1) lim \/537 =1 :>/ 357 dt converge.
=0F 41— 2 0+ 241 — 2
sint sin 1 1= sint
2) lim V1 —t— = = —5———— dt converge.
=l t2vi—@ V2 Ioevi—¢2
1— .
sint
D’ou / SL dt converge.
0+ t2+/1 —1¢2
sint 1 sint
(7.106) 1) lim ——— =1 :>/ ——— dt converge.
) =0+ /1 1 2 or tVI+ 12 &
sint 1 T gint
2Vt21:7§—$/ ———— dt converge.
) ‘t\/1+t2 t? 1 tV1I+¢2 8
+oo :
sint
D’ou ———— dt converge.
or V1T 8
. 1 — cost? 1 11— cost?
7.107) 1) tl_l,%l+ — =3 = /0+ —a dt converge.
1—cost® 2 T 1 — cost?
2)Vt>1 Ogig—é/ 7bdtconverge.
Iz z L z
+oo 2
1 —cost
D’ou / ———— dt converge.
0+ t

7.108) 1) lim Vit

dt converge.

\/Arctg 1= / \/Arctg

et +o0 et
2)Vt>1:0< < = _© ___ dt converge.
) vtz VArctgt — ﬁ / VArctgt &
+oo —t
D’ou S converge.

o+ VArctgt
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. sint sint _\/g
7.109 1) tEI(I)l+ m e 1= /+ ln dt converge.
|
)Vt >2: _sint vi| o vic 2
In(1+1¢) 2
+oo
t
= / lnsin—kt e Vit converge.

o t
D’ou / st e Via converge.
o+ In(1+1)

t t
7.110) 1) hm sin —-1= / sin dt converge.
+In(1 —t) 0t In(1—t)

. sint 1= sint
2) t1—>1— m =0= /; 11’1 1_ t dt converge.

1—

t

D’ou / _sint dt converge.
o+ In(l—1t)

1
Int 2 Int
7111 1) kI t——=0=> ——dt .
) Jim Vvt (2 — 1) /0+ In(2 —¢) @ Converee

. Int = Int
2) tl_l}}l_ m =—-1= \/% m dt converge.

1—
Int
D’ou / B converge.
o+ In(2-1)
. Int L nt
7.112] 1) wlir&r Vit o= 0= /o+ e dt converge.
Int ln vt 9 Vi 2
+

2)Vt>1:0< =2 3
12

<
_1+t2 1+t2 1
+oo
o)
In
D’Oil/
0+ 1‘”

7.113] Elle diverge car

Vit > tt ot /m b gt =
e .
T T l42sintt T 1442 . 1+t2

5 <

1
In* ¢ 2 In't

7.114] 1) lim \/Zn72 =0 :>/ n72dt converge.
=0+ (1—t) or (1=1)

1 4 1— 1 4
2) lim _mro 0= ot dt converge.
t=1- (1 —¢)° (1=t

- 4

In* ¢t

D’ou / niz dt converge.
or (1-1)

413



414 Solutions

1
7.115) 1) / e_\/zln(sh t) dt converge, car pour tout ¢ > 0 :
0+

In(sht) =1n (#) +1Int.

! oo
2)Vt>1:0< e*\/zln(sht) <te Vi< t6—2 = / e*‘/zln(sht) dt converge.
1

+oo
D’ou / eVt In(sht) dt converge.
0+

, th”¢ > th?¢
7.116) 1) thr&_ Vi T 1= ———— dt converge.

In(1 +1¢) o+ t2/In(1 +¢)
th? ¢ 1 too th?¢
2Q)Vt>2:0< ——— < - = ———— dt converge.
)vEz t2y/In(1 +¢) ¢ 2 12/In(1+1¢) 5
—+00 th2
D’ou ————— dt converge.
0+ t2\/ln(1—‘r )
7117) 1) 1 tem ™ =0 - 1d
. 1m = sin t converge.
)H+ln(1—|—\/—) /+ln 1-|-\/— &
t —sht
NVt >4 | ctet<d
n(1+v2) t?
:>/+OO te_Sht ) ldt
sin — dt converge.
n(1+V5) ¢t 8
e e] te_ sht
D’ou / ———— sin — dt converge.
or Im(l+vt) t &
e tsint
7.118) 1) lim % =
) t=0+  In(1+t) Arctg /t
2 e tsint
= dt converge.
o+ In(1+1) Arctg v/t
e tsint et

2Vt >2

<
In(1+t) Arctg vt| — Arctg /2

oo e tsint
= dt converge.
9 In(1 + t) Arctg v/t

[T e tsint
D’ou dt converge.
o+ In(1+1¢)Arctg v/t
sin ¢ In(1
7.119] 1) lim _sintln(l+1t)
t—0+ sh \/t Arctg V3
_ sint t In(1+t) Vi3 ) B

= 1m —_—
t=0+ \ ¢t shyvt t ArctgVid
N /1 sintIn(1 +t)
o+ sh v/ Arctg V3

dt converge.
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s _ ,—s s _ 1 k
2)Rappels:Vs>Oetk€N*:shs:e € ¢ i
2 2 2
sint In(1 + ¢ 86! oo tin(l+¢
vi> .| Sntndrn |86 / Mdmmrge_
mt 1 shv/t t Arctg Vt3
+o0 :
sint In(1 + ¢
D’oﬁ/ Mdt converge.
o+ shv/t Arctg V3
In(tgt 1+ tg?t
7.1200 1) lim ntgt) _ o, L+tet
t—0+ Int t—0+ gt
! In(te )
= lim V/f costIn(tgt) = lim cost(ﬁlnt) —o8h _
t—0+4 t—0+ Int
0+
= / cost In(tgt)dt converge.
1
In(tgt t
2) lim costln(tgt) = lim n(lg ) = lim C_OS2 =
t—%— t—5 — t—5—sin“{
" cost
I
:>/ costIn(tgt) dt converge.
%,
D’oil/ costln(tgt) dt converge.
0+
in ¢ t2
7.121] 1) lim _SMY st :>/ sin e St dt converge.
=0+ tlny/1+¢ +tln 1+¢
sin ¢
NVE>2 - v  _—sht <efsht<eft
)iz ‘tln V14t B B
+oo 2
t
= / sin e_ sht dt converge.
thnvI+¢ V1i+t
sin t2
D’ou ——— e " 4t converge.
/0+ tin I 11 &
sint 3 sint
7.122) 1) lim — 1:>/ —__dt converge.
z—0+ t(1 4+ tlnt) t(1+tlnt)
sin t 1 +o0 sin t
2)Vt>3: L <—:>/ Ldtconverge.
td+tint)| £ Jy  t(I+tnt)
+oo :
Sin ¢
D’ou / e S converge.
or t(1+tInt)
1 — cos(sint)) sint int
7123 1) lim Vil (smb))sint _ (1 - cos(sint)) =t =0
x—0+ «/t3 x—0+ t

' (1= cos(sint))sint
= dt converge.

Vs



416 Solutions

2)Vt>1 (1 = cos(sint)) sint <2 /+OO (1 — cos(sint)) sint
Vi3 2 ) NG
. [T (1= cos(sint)) sint
Dot / dt converge.
0+ Vs

Int 3 Int
n n

7.124] 1 hm % P =0 :>/ ———= dt converge.

) =0 sin (W\/_) 0+ Sin (71'\/%) &
2) lim —— ;

_— hm _—_— = ——
t—1- gin (7‘(\/_) t—1— 4/t cos (W\/Z) ™
1—
1 t
= / 1 dt converge.
1 sm
1—
Int
D’ou ———— dt converge.
/0+ sin (W\/f) &

7.125 1) hm th = lim e!™mt =1
t—0+

. n? ¢t 3 2t
= lim =0= m dt converge.
0

t—0+ ¢t "
In”¢ 2t 4l o0 In? ¢t
2)Vt>3:0< LA —:>/ St converge.
tt tt 2

400 In 2 tt
D’ou / dt converge.
0+ tt

7138 1) fm Vin VO o, OV
t—0+ ln(l — t) t—0+ \/E ln(l _ t)

j/oéln(l—\/z_f)

dt .
L nl_g @St
-t
2) lim M: lim le lim 1+\/i:1
t—1— In(1 —1t) t—1— -1 2 t—1-  /t
—1

dt < +o00.

:>/1_ ln(l—\/f)

In(1—1¢)

=1n(1 -+t
D'on / W=V
o+ n(l—t)

dt converge.

7127 1) 1 Arctgt lim Arctgt | T Vit B
) t—>0+ vsht In (1 + \/_) t—>0+ t sht In (1 + \/E)

/ ! Arctg ! dt converge
verge.
o+ Vsht In (1 + /%)
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et—et  et—1 4
2) R [:Vt>0:sht= —.
) Rappe > s 5 > 5 > 15
Arctgt T 2437
Vi>4:0< < <
- VshtIn (1++vt)  2vsht t2
= /+°0 Arctgt dt converge
v .
Vaht In (1+ V) ©
Feo Arctgt
D’ou 18 dt converge.

o+ VshtIn(1+7)

A In /1 A In(1
7128 1) lim rctgtin 1+t lim rctgt In(1 4 ¢t)

=1l =1
t—0+ sht t—0+ sht t

dt converge.

N /1 ArctgtIn /1 +¢
0+ sht

—e" t
2) Rappel:Vt>0:sht:e > >Z.
Arctgtin V1 +t 7
e S— < —
sht 2

N /+°° Arctgtin /1 +¢
sht

Vi>1:0<

dt converge.

dt converge.

- /+°° ArctgtIn /1 +1¢
D’ou —_—
0

T sht

sin® ¢

o VtIn(1+ \/_) sh\f

sin?t

:’/(H Vi In(1+ V) shvi

7.129) 1) 1

dt converge.

ef—e ® -1 st
2) R [:V 0:shs= —.
) Rappe s>0:shs 5 > 5 > 18

sin?t P <48
Vin(1+Vt)shvE| = shvt 12

—+o0

sin® ¢

4 Vil(l1+Vt)shvit

dt converge.

+oo 12
. sin“t
D’ou dt converge.

o+ VtIn(l+¢)shvt

4 In(1+¢t) 27
Z <@

417
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Solutions
1

Puisque hm %= L =1, on a/ o converge < 0 < a < 1.
0+

“+o00
Puisque lim tat% =1,ona — converge & a > 1.
t——4o00 1 to

)l X X
= = =
w0 19 190
o = =)

o +o0 a
lim tf*——=1= / dt diverge pour tout o > 0.
t——+oo 1+¢ 1 1+¢

1
7.133 tlir&_ t*Int=0= / t*Intdt converge pour tout o > 0.

a+1lnt ! In
7.134) 1)0<a<l1. lim ¢ 2 T 0= / — dt converge.
t—>0+ tOé 0+ tOé

Int In2 U nt
)azl.VtG]O,%[:—L>n—:>/ —dtdlverge
to 7 e Lt

\V]

Int 1 T Int
7135 1)0<a<1.Vt>3: - >—:>/ t—dtdlverge
1

o T o
+11Int 0 In

2) a>1. lim T =0 = / — dt converge.
ot to T

a1 Int 1
7.136) 1) Puisque lim (t—1)7 '———— ¢ = ona
t—1+ (t — 1)a e

e~ dt converge & 0 < o < 4.

I

Int
NVE>2: 0< ——m— et < et <

(t— 1) ;‘/ W—l
oo Int

D’ott ———— ¢ 'dt converge < 0 < a < 4.

1+ A/ ({t=1)

4 4
7137 1) hm (511nt :>/ 511nt dt converge.
—1In —1In

~tdt converge.

t
2) Puisque tlirln (1- t)o‘La =sinl, on a

t(—Int)

= sint
v dt converge < «a < 1.

! t(—lnt)

1— .

sin t

D’ou / La dt converge < 0 < a < 1.
0+ t(— lnt)

sint ! gint
7.138) Puisque lim t* '=— =1, 0n a / —— dt converge <0< a < 2.
=0+ te op 1@
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1 sint
7.139) 1) Puisque lim t**"2—— =1, 0ona
) q 0+ \/Z ShQa t
Losint s0<a<d
———— dt converge a< —.
4+ Vi sh?¢ & 4

2) Soit a > 0 et posons k = [é] + 1. Alors, pour tout ¢t > 1 :

dt converge.

sint ‘ (2Kk!)2 - (2Kk!)2 _ oo sint
VT sh?@ ¢ sh?@ ¢ 2 1 Vt sh?@ ¢

+o0 3
t 3
D’ou LQQ dt converge <0< a < —.
0+ \/Z sh** ¢ 4
1
————— =1,0na _—
V31 —t) o+ V31 —1)

te ! to
2) Puisque lim v1—t—— = 1, on a / ————— dt converge.
) aue A Y31 —t) Y31 —t) 5

3
7.140) 1) Puisque tlir&t?!_a dt converge.

N

1—
tOé
D’ou ———— dt converge pour tout a > 0.

VA )
7.141] Puisque tlir+n t51

T 14t

0 V14t

dt converge < a > 6.

7142 O0<a<1.

i (o)At _VI-a 0 VIT
t—at Vit—a) Vo o+ Vit —a)

dt diverge.

1

37 3 31—
a=1.1) lim Vi— =t g 27“'5
D v

) 3/1 t _ 1—

2) tEI}l_(l - t) NTTESY =-1= /1 \/_ T 1) dt converge.

1— 3/1 —
D’Oil/ —_
o+ Vi(t— 1)

37— 1 35—
lim V7 1-1¢ 1 Vv1i-—t

=——= —— dt converge.

=0 Vi —a) e Jop ViE—a)

dt converge.

dt converge.

a>1.

3)! e

7143) Vi>1:0<e U < (Mti—;) = / e 't dt converge pour tout
1

a > 0.
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—t 1 _—t
7.144) 1) Puisque lim e 1,ona / gt converge & 0 < a < 1.
t—0+ to 0+ to

et +o0 et
2)Vt21:0<—§e*t$/ — dt converge.
+oo —t
D’ou / ——dit converge < 0 <a <1
o+ t

a 1
745 Puisque lim (f —t) 1l ona
t— T

4 1\“ ’
4 ‘2t——
(o e-3)

4 dt
N converge < 0 < a < 1.
0 2
t— =
<cos 2)
7.146) 1) Puisque lim ¢ e ” !
. uisque lim t*—— =~ on a
T e smvE) 2
1 e_t2
——————dt converge <0< a<1.
/0+ to (2 + sin v/7) &
e—tQ 1 +o0 e—tQ
2Vt>1:0<—<—:>/ —————— dt converge.
A o 2tsinvE) 2 )t (24 sin Vi) &
+oo e—t2
D’oil/ ——————dt converge < 0 < a <1.
o+ t¢ (2 + sin \/E) &
esint
7.147) 1) Puisque lim t*—————~— =1, o0n a
) Puisque Iy %52 (VE+ch®t)
1 esint
————dt converge <0< a<1.
/0+ te (Vi +ch*t)
esint e +oo esint
2Q)Vt>1:0< < :>/ ———— dt converge.
A to (VE+ch*t) ch*t 1t (VE+ch?e) &
+oo esint
D’ou / —————dt converge < 0 < a < 1.
oyt (VE+ch?t)

" ! "
7.148) lim Vt(ln=) =0= / In— | dt converge pour tout a > 0.
t—0+ t 0+ t

oo dt
(7.149) =1. _
“ /3 tInt(In(Int))

+oo dt In(lnt))' ™ +oo
a;«él./ a:(n(n)) ‘ converge < a > 1.
3 tint(In(Int)) l—a I3

+oo
= In(In(Int)) ‘3 = oo diverge.
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(03
e 1t

7.150] 1) Puisque lim *——— =e¢"% ona
t—0+  sin” ¢

2 e_lft
/ —— dt converge & 0 <a <1.
o+ SIn™t

2) 1 e T o= [ e T d
im — =0= ——— dt converge.
) t—1— sin®t 1 sin®t &

1—
. e 1-t
D’ou / e dt converge < 0 < a < 1.
0+ sin

—sht

sh® ¢

7.151) 1) Puisque lim ¢* =1,ona
t—0+

1 e—sht
/ R dt converge < 0 < a < 1.
+ b

efsht et +oo —sht
2)Vt210<m<sh—al:>/l Sh—atdtconverge.

+oo _—sht
D’ou / ——— dt converge < 0 < a < 1.
0+ sh®t

o ch? ¢ Lo ch?e ¢ 1
7.152] 1 limt2a7=1:>/ ——dt<tooel<a< —.
(7.152) 1) Jim 7 — e . s 5

2) Soit o > 0 et posons k = [2E2] + 1. Alors, pour tout ¢ > 1 :

t*ch® ¢ te - t _ 20 (k1)
sh® ¢ th®*¢sh®¢ — (th1)2osh®t = (th1)2e¢2

+oo ta h2a
= ——dt < +00.
1 Sh

0<

400 o 2«
t%ch*“t 1
D’oﬁ/ fdt<+oo<:)0<oz<—
0 sh”® ¢ 2

+
o esint t* 2e([a] + 3)!
7.153] Vt>1: 0< ———F <25 < —F——
Vi+ch?t e t
+oo to sint
m dt converge.
0
o1 o=t ([a]+2)!
154 >1: <t et L
Vi > 0< 2+sint <t e < e

+oo ta 1
= —— dt converge.
/ 2+ sint + sint &
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sin® ¢
t2a

7.155) 1) Puisque hHOl 22 =1,ona

L sin?¢ 3
dt converge <0< a< —.
2o 2
0+

sin® ¢ 1 00 gin?
2)oz>—Vt>1 0< e gtz—a:>/ —adtconverge.
1

] sin? t 1 —cos2t
t 2t

2b) =4Vt >1:

+oo
2t
et / CO? dt converge (critére de Abel-Dirichlet)
1

oo :.2
sin“t
= / ; dt diverge.
1

.2 .2 +oo i 2
Sin“ ¢ Sin“ ¢ SIn“ ¢
20)0<a< %.Vtzl i > st :>/ SN diverge.
{2 t 1 {2
, o0 sin? ¢ 1 3
Finalement, 5o dt converge < - <a< ;.
or  t2@ 2 2
Arctg(t — 1 1
7.156) 1) Puisque tlirﬂ(t — 1)t Arctg(t—1) _ on a

(t2_1)a _2_047

1
Arctg(t — 1

/71@ &( )dtconverge Si<a<?2.

0+

(#-1)°

Arctg(t — 1
2) Puisque lim tm%&) = 17 on a
t—+o00 (t2—1) 2

/+°° Arctg(t — 1)
N

o0 Arctg(t — 1 1
D’ou / w dt converge < — < a < 2.
o+ (2—-1)" 2

1
dt converge < o > 3

1 L
7.157) 1)Vvte€]0,1]: sint—a’ <l= / sint—a dt converge.

1
2) Puisque lim ¢“sin— =1, on a
t——+oo te

+oo
/ sin o dt converge < a > 1.
1

+oo
D’ou / sin o dt converge < a > 1.
0+
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7.158] Converge pour tout o > 0 car

sin t¢

vVt e]o,1]: ln(sint“)zln( ) +alnt.

In(1 + Arctgt
7.159) 1) Puisque lim ¢t*~! n(l + Arctgt) 1,ona

t—0+ sh® ¢ o

/1 In(1 + Arctgt)
04 sh® ¢

2 [e%
In(1+ A A
NVES1: 0< n( +arctgt) < rc;gt< !
sh®t sh®t e([2]+1)

dt converge < 0 < a < 2.

T In(1 + Arctg t
= / wdt converge.
1

sh™ ¢
T In(1 + Arctgt
D’ou / Lﬁrcg) dt converge < 0 < a < 2.
0+ sh®t
Int 1
7160) 1) Puisque lim (¢ —1)*~" 0 _nl)a =~ ona

2
Int
/ - e~ dt converge < 0 < a < 2.

4+ (=1~

Int 4 3! oo In¢
t-1=° = 27 ) E—1e

T Int ‘
D’ou, / — e " dt converge pour tout 0 < o < 2.
e (=1)

1 oo dt
7.161 li t——————— = = —— di .
(161 lim ty ey =T /0+ o1 1) O Veree

2)Vt>2:0< e~ dt converge.

apo In(1 4 t%)

7.162) 1) Puisque t£%1+t_ T =-2,0ona
1
In(1 4 ¢
/ Mdt converge < «a > 1.
L 14+t—e
In(1 +t%) t ([a] +3)!
2)Vt>1 <
Jvtz 1+t—et et—1—1t 2
T In(1 + ¢
= / Mdt converge.
L I4t—et

+001 ta
D’ou / n(l + t) dt converge < « > 1.
or l+t—e
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7.163) 1) a = 1. Puisque pour tout entier n > 1 :

— [y J 1S R
t —_— =
/1 Z: /% =3 ¢ kZ:14k+2 oo,

k=1

. . ooy [t] ,
I'intégrale généralisée / —— dt diverge.
1

+oo 4
) 0<a<l.Vt>1: ]2—] / t [t]dtdlverge
1

e t te
— [t 1 Tt [t
4 < — =>/ —Hdt converge.
1

4
a>1.Vt>1:
te te te

/8 ].
=1let hm(l—t) ———=1,ona

7.164] Puisque lim tai
=0k (= f T e ()P

/OJIr 1504(1d7it)ﬁ converge < 0< a, 3 < 1.
400

7165 1) 3=0.YVt>0:14+ae'>1= / (1 +ae ) dt diverge pour

tout o > 0. 0

2) #0.¥Vt>0:0<

pour tout a > 0.

l+aet 1+a _, Tl 4 et
e —— dt converge
0

<
14 Bet I} 14 Bet

. : at??
7.166] 1) Puisque tlir{l+(t —-1) ey = Lona
3 42
/1+ In“¢
-2 ) +oo 43-2
2a) oy <t ?= /3 G dt converge pour tout
a> 0.
tﬁ—? 1 +oo tﬁ—2
2b) f>let0<a<1.Vt>3: > — = dt diverge.
) B “ "t~ tlnt /3 o e
+oo tﬂ72
En résumé,/ 5
1+ In®¢
1+8)* —t¢
7.167) 1) Puisque her tﬁ% =1,ona

B8

2)Vt>1:(14+)*—t* =12 ((1+ %) - 1> =l <a+tR1 (%)) avec

1 14+1)* —t¢
lim tRi|(-)=0= lim t’gialeL
t—-+oo t t——+400 tﬁ

1+14)* —t@
/ Ldtconverge Sa>0et0<f <.
0+

= Q.



Intégrales généralisées 425

+o0 (1+t)a _ o

% dt converge < (3 > a > 0.

Par conséquent /
1

“+o0 o o

1+ -t

D’oﬁ/ %dt converge & 0 < a < g < 1.
0+

Int
7.168) 1) Puisque lim (¢t — 1)%~ nia =1,ona
=it t9(t ~1)

2
Int
/ tﬁ(tnT)adtconverge S0<a<2e >0

Int
220)0<a+p<1. lim t*+P -

oo t
Jim m =400 = / - ———— dt diverge.

2b) a+ (> 1. Posons p = %6_1 > 0. Alors,

Int
y=a+B-pu>1let l}mooﬂﬁzo;

Int

m dt converge.

. ~ —+o0
ce qui entraine que [,

+oo
Int
En résumé, —————dt converge <0< a<2eta > 1.
[ gy e comens o

7.169] Puisque

B |t|* cost g |t~ t s 1
lim (1_|_t)7||7(305ﬁ — lim (l—t)7 |t|* cos = COZ ’
t——1+ ( /1 — tz) t—1— ( /1 — t2) 95
1+ «
t St
ona/ Hi(:%ﬁdtconverge Sa>0et0<f <2
1 (VIZB)
tOL
7.170] 1) Puisque t—1>i£nl+(1 +t)P (1|+| NE =1,0n a

0 «
t
/ ﬁdtcorwerge Sa>0et <pf<1.

[e3%
2) Puisque lim ¢°~@ id

———=1,ona
t—+too (1+t)ﬁ

+oo |t|a
dt converge < > 1+ a.
A 1 +1)° ge </

+o0 |t|°‘
D’ou / ———— dt diverge.
—1y (1418
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Vi
7.171) 1) Puisque lim tzaeig =1,ona
t—0+ t2°‘(1 + t3)

! eVt 1
/ ﬁdtconverge S0<a<-et >0
t2°‘(1+t3) 2

-Vt 4! +oo -Vt
2)Vt21:0<67<e‘/<— / 267dtconverge.
1 e

120 (1 4 13)” 2 (1+13)"
+o0 —Vt 1
D’oil/ 7Bdt converge & 0<a< - et >0.
o+ t2o(1+13) 2

Arctgt
7.172 )Pulbque lim t*~ liﬁ

=1,ona

1
Arctgt
/ Ldtconverge S0<a<2etf>0.

o+ ¢t (1+ /1)
B Arctgt
2) Puisque lim taJr?iﬁ = 17 on a
=t e (14 D)7 2
oo Arctgt
/ iﬁdt converge < o + é > 1.
1o (14 VA) 2
oo Arctgt
D’oil/ Lﬁdtconverge <:)O<a<2eta—|—£>l.
o+t (1+ /1) 2
e(lta)t et 1 1
7.173] Vt>0: > = et lim ———— =1

t+6€_t €t+ﬂ€—t 1+6€_2t t"+001+ﬂ€_2t
+oo 1+a)t
= / e p— - dt diverge pour tout a, 3 > 0.
e

+o0

7.174) Vt>0:|e*cosft] < e = [ e *cosftdt converge pour tout
0

a, > 0.

7.175] En faisant le changement de variable s = t“, on obtient pour = €

1,400l :

T 1 %
/ tﬁsintadt:—/ SWSinsdsotlyz%—l.
1 @ J1

~+ oo

1) -1<y<O. / s7sin s ds converge (critere de Abel-Dirichlet). D’out
1

—+o0 x
/ t¥sint®dt = lim 9 sint® dt
1 r——+00 1

1 /[ 1 [t
= lim —/ s”sinsds:—/ s7 sin s ds.
1 @ Jp

r——+00 (X
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T 1 z<
2)y=0. lim tPsint*dt = lim — / sin s ds
1

r——+00 1 x—+00 (x
1 +oo

= — lim (cosz® — cos1) n’existe pas = t7 sint® dt diverge.
o r——+0o0 1

. z® . . .
3) v > 0. Montrons que hr}rl fl s7 sin s ds n’existe pas. Pour cela, raisonnons
T— 100

par 'absurde et supposons que cette limite existe. Alors, en posant f(z) =
flm sYsinsds pour x > 1, on a lirf f(x) = £. Ainsi, il existe a > 1 tel que
T—1T00

pour tout = > a : ‘f(a:) - K‘ < 1. Par conséquent pour tout u,v > a :
|f(uw) = f@)] < [f(u) = €]+ [f(v) — €] <2;

ce qui entraine que pour tout entier k > [a®] + 1 :

p p %-‘1—2’(}71’
2> \fl §/=+2kn ) —f| §/=+2kn || = sV sinsds
2 6 %—&-Qk‘n'

g——&-?k‘n'
21/ s”dszz(z—i—ka)’y.
2 )zt 2kn 6 \6

Comme klim (% + 2/€7r)7 = +00, ce résultat est impossible. D’ot1 contradic-
— 400

tion. L’intégrale généralisée f1+oo 9 sint® dt est donc divergente.

7.176] Puisque

1 g 1 1
Jim 2® =1let lim (1-1t)2 = ;
T siny (1- tz)ﬁ e sin® ¢4/ (1 — t2)ﬁ 22 sin“ 1
- 1
ona/ dt converge & 0<a<let0<f<2.
0+ sin® ¢4/ (1 — t2)6

wp et o2

7.177) 1) Puis li t—2)  — /0 = —
) Puisque tir&( ) - 4)a6 1o ona

3 —t
/ 67043 dt converge < af < 1.
2+ (12 — 4)

1
2) Puisque lim ¢2*%

e m = ]., on a

3 et 1
/ P —— dt converge < aff > —.
2+ (12 —4) 2

+oo e—t 1
D’ou / I —] dt converge < — < aff < 1.
2+ (12 —4) 2
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7.178) 1la) a > . Puisque

1
-Vt -Vt — sla=
—0+ ¢x 4 th7¢ H+t ’B—F(t}tlt) 1 sioz;:éﬂ,
NG
ona/ ﬁdtconverge<:>0<ﬂ<1.
o+t +th” ¢
e~ Vi eVt
1b) B > a. Puisque hm ¢——— = lim =1,

—0+ ta fthPt -0+ 5o (tht)’
148 222

(NG
ona/ ——dt converge & 0 < a < 1.

o+t + th? ¢

-Vt 4! +o0 -Vt

2)Vt21:0<67ﬁ<67‘/i<—2’:>/ eiﬁdtconvergepour
to 4+ th” t t 1 t® 4+ th” ¢
tout «, B > 0.
En résumé, foi mdt converge < a > fet0<f<loul<a<let
8> a.
1

7.179) 1) Puisque lim (¢ — 1)ﬁ— =1,ona

t—1+ to lnﬁt

3
d
/ — 5~ converge Sa>0et0< <1
14+ t*In” ¢

2a) 0<a<let 8 >0.En conbtatant que | hm nﬂj = 400, il existe a > 3
tl

tel que pour tout ¢t > a : T > 1. Par consequent pour tout t > a :

1 _t1—°‘>1.
tol’t  twfe ot

+oo
ce qui entraine que / diverge.
3

te ¢

x dt Inx ds
2b) a = 1. Puisque pour tout z > 3 : / 5 = / —5, ona
3 tln" ¢ In3 S

n

o dt
converge < 3> 1.
/3 tn” ¢

1 1 teo g

2c0) a>1.Vt>3:0< — < o= — 5~ converge pour tout
teIn” ¢ te 3 te In” ¢

6> 0.

En résumé, flioo converge < a>let 0 < (< 1.

dt
toInf ¢
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1 ! 1
7.180 tlinOlJr t* In” 1= 0= / t*1n? n dt converge pour tout «, 8 > 0.

t* I’ ¢ _ o8 ([ + 6]+ 3)!

T8 ¥i>2:0<—; = 3

teo e
= / p dt converge pour tout «, 3 > 0.
2

e
) 1-a In%t 1
7.182 tEI]Tl+(t — ].) m = e—g et
In® a 3)!
viz2:0< 0t 0 (lad+3)

Ft—1) " ept ~ pglltge

oo In®t
= / dt converge pour tout «, 3 > 0.
ePt(t —1)

7.183 O<a<letfp>0.P lim ¢¢
) « et 3 uisque Jm e %

= 0, lintégrale géné-

< . dt
ralisée fo | Tws T converge.

1 —Inzx
2 dt d
2) a = 1. En constatant que pourxe}Oé[: / —12/ _;7011&
T tlng E In2 §

1

2 dt

———7 converge < g>1.
0+ to lnﬁ

3) a>1et 8> 0. Puisque tli%lJr W = 400, il existe 0 < a < % tel que
— t

pour tout t € ]0,a] : W > 1. Par conséquent pour tout 0 < t < a :
t

1 1 1
= — >
t ta*11n5 -
t

)

SN

to ln?

1
ce qui entraine que l'intégrale généralisée f02+ taldﬁ diverge.
t

sint™\" L /sine™\"
(7.184] hm e =0= / g dt converge pour tout n > 0.
0+ \

n 2t > 2t .
7.185 hm (t — 1) — =1= ———— = dt diverge
(—12 + 3t —2) t2 + 3t — 2)
pour tout n > 0.

—sint |y . 3 —sint n
7.186) 1) tlirﬂ € Bl emsinly / i dt converge pour tout
- 1

Gk T
n > 0.
7sint1 t Int +oo 7sint1 t
2a)n:1.Vt23:u>e*1i$/ udt diverge.
t—1 t s t—1
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1 e—sint] t +oo —sint t
2b)n>1. lim ¢"~ Ei:()é/ L converge.
3

t——+o0 (t — 1)" t—1
En résumé, fl > % dt converge & n > 1.
7.187) 1) lim (t [ =0 = / _ dt converge pour tout
t—0-+ ln( o4 In( et"
n > 0.
t—[t] t—[t] /*00 t—[t] ,
2 =1VvVt>1: —————dtd .7.163).
a)n > (el — 1) > P Yy iverge (ex. 7.163)

2b)n>1Vt>l'0<(tn_[tn])n ! et lim t”;—l
’ ' In(et™ —1) = In(e!™ —1)  t—+o0 Infet™ —1)

+oo <tn ~ )"
= e

dt converge.

En résumé, fo—fo % dt converge < n > 1.
r+1|*"
z— dt t— 5
7-188 PUisque Vl‘ > 1: / m = AI‘CSin ﬁ =T,
A/ — I J— -
2 1+

<. Dou lim

z— dt
f / m H+/1+ Vit-D@ -0

(7.189) Pour commencer, on constate que l'intégrale généralisée ff; In(tgt) dt

converge. En effet,
5= +oo
/ In(tgt)dt = / n—s2 ds
0+ o+ Llts

5N . Ins __ .
et cette derniére converge, car sli%l+ NG 1452 = 0 et pour tout s > 1:

Ins  2In 2
0< = \/_ <z
1152 1+s2 g3
- _E-
Ainsi, puisque pour tout x € ]0,1] : eloy Im@tenydt _ 3 ot n(tet)dt ) o
lim 61024- In(z tgt) dt 0.
rz—0+

7.190] Puisque pour tout z € ]0, 1] :

t . t t
/+oo e‘ﬁ @b = /Slnx G_ﬁ it N /+oo G_ﬁ it
0 1+t 0 1+t cing 141

o0 9¢in? ¢
<sinx+/ P dt = 3sinz,
S

sin

. Foo efsirtub
on a lim ———dt =0.
z—0+ J, 1+ t2
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7.191) Puisque pour tout |z| € ]0,1[ et ¢ € ]0,1] :
que pour tout |z| € ]0,1] :

1
tlnt
IS/ g
o+ t°t+x

1
tint

Par conséquent lim z° / % dt = 0.
0+ t +x

1
‘ < |z|t(1 —lnt)|0+ = |z|.

r—0

1 T _ﬁ T
7.192] lim — e = dt = lim e ds=0
x—0 0 x—0 0
7.193) Vi #£0

.2 .2
ewtdt:_ezt

z—0

+oo
7.194 VJ:>O:/ e Tlsintdt =
0

—Int
<=7

431

+o0 +oo
=1= lim 332/ efwzt dt = 1.
0 0

1 too ] o0
—Ze Ttgin t’ += / e % cost dt
T 0

x
1 I
- e cost‘ - = e “sintdt
x? 0 z? Jo
400 1
=Vz>0: / e‘xtsintdt=—2-
o 1+
“+o00
Dot lim eintdt = 1.
z—0+ Jj
t’!l
7.195] En remarquant que pour tout 0 < ¢t < 1 : \/t(l H =

tn

. . 1—
I’intégrale généralisée fo —=—— dt converge pour tout entier n € N.
T /t(1-t)

Soit € > 0. D’une part, puisque

lim

" -
il existe a € |3, 1] tel que
-

a \/ﬁ

D’autre part, comme

/jm /m

n—-+oo

n>ne:

i ([ )

l\.')lm

1
\/t(lft)7

lim a™ = 0, il existe n. € N* tel que pour tout entier
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Ainsi, pour tout entier n > n, :

1— /a $n /1 dt
—dt+ | —
NI =1 . Vil—1D

1—
t'n.
Dot lim —dt =
n—+oo oy /t(l — t)

7.196) 1) D’aprés le critere de Abel-Dirichlet, lintégrale généralisée

+00 sint
A 2L dt converge.

2) Non. En effet, pour tout entier n > 2 :

/+°° sint dt>/ sint dt>i/kw |sint| i@t
1 t 1 -t
Sl >
> —/ sint|dt = S =
b2 kﬂ' (k}fl)ﬂ' 2 kﬂ'
400 1
et - = la série h i di .
Z 2 +00o (la série harmonique diverge)
k=1
cost

7.197) 1)Vi>1:

+oo o o4 _ cost*
=>f1 t*sint* dt = — <~

1 o cost?
< == dt converge
1

12 12

t2

1 too cost
-3/ dt converge.

2) Non. En effet, raisonnons par 1'absurde et supposons qu’elle converge. Alors,

pour tout entier n > 0 :

+oo bk:4 2+2k}7‘r 1 n by
/ |t smt4|dt>2/ sint4dt>—2/ t2dt
1 ak— 6+2k} 2 a
1 2 ak b4 i)
> = by —
2;%( k= ax) ZbB—&—aka—kaibk—kak
S T — ai < s "1 )
- & —~
iSO oa{f(am)® IS KT
+oo

. . . 1 N .
ce qui est impossible car E —5 = +oo. D’ot1 contradiction.
k=1
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“+o0
(7.198) 1) A= / ﬂ—1ty

+oo 1
2) Slatérale - 27T/1 ? \/ 1+ t_4 dt = —+o0.

“+o0
3)V:7r/ dt
1

2 _?‘1
Paradoxe du peintre : Il est possible de peindre une surface infinie avec une
quantité finie de peinture!

7.199) Puisque f(0) = 0 et pour tout z € R* :

= T.

4 e —aztt —xtt| T
flx)=x e dt = —e |O =1,
0

la fonction est discontinue en 0 et continue ailleurs.

7.200] 1) La fonction g étant continue sur ]a,b], montrons qu’elle est aussi
continue a droite en a. En effet, soit € > 0. Puisque

il existe un nombre 0 < § < 252 tel que pour tout 0 < 2z —a < 4§ :
b b
/ f(t)dt—/ fl)ydt] <e;
a+ xT
T b b
ce qui entraine ’g(x) —g(a)’ = / f(@) dt‘ = / f(t)dt —/ ft)dt| <e.
a+ a+ x

2) Puisque lintégrale généralisée f(ﬁ_ In(sint) dt converge (ex. 7.50), on a,
d’apres 1), que lir&_ fOer In(sint) dt = 0. Ainsi, en utilisant deux fois la regle de
xr—

Bernoulli-L’Hospital,

T 1 T
/ In(sint) dt / In(sint) dt + / In(sin¢) dt
O | L
=0+ z(lnz—1) z—0+ z(lnz —1)
In(sin x) ) x
= 1im —— = _— =
z—0+ Inzx z—0+ tgx

Int 1 "nt
7.201 1a)vt€}0,%[:—i>—=>/ - dt diverge,
0

27 12 N

t——+o0

+oo
1b) lim Int = +oo0 = / Intdt diverge.

a)Va >1: /f t)dt = /—dt—k/lntdt:O: lim [ f(t)dt=0.

r—+oo [1
T
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b)Va >1: /f t)dt = /f dt+/f z/lntdt>(a: —z)lhz

= lim/1 f(t) dt = +oo.

r——+00

0
7.202 1)/ tgtdt:—lncost’(i%+:—oo7

s

2
5= T
/ tgtdt:—lncost’o2 = 4o00.
0
2) zli%l+ f(z) =0cet zli%l+ g(x) =In2.

7.203] Raisonnons par I’absurde et supposons que ¢ # 0. Pour les besoins de

la démonstration, on va supposer que £ > 0 (pour le cas £ < 0 remplacer f par
LG iQ . L

—f). Alors, il existe un nombre a > 0 tel que pour tout ¢ > a : f(t) > 5 et I'on

aurait pour tout x > a :

/wa(t)dt=/Oaf(t)dt+/;f(t)dt2/wa(t)dt+§(x_a)

et, par passage a la limite, f0+°° ft)dt = +o0, ce qui est impossible. D’olt
contradiction.
+oo
7.204) 1l suffit de constater que lirf flx)= f(0)+/ f/(t)dt et d’utiliser
r— 100 0
le résultat de I'exercice précédent.

7.205] Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe a € R pour
lequel f(a) # 0. II découle de la continuité de f, I’existence d’un nombre § > 0
tel que pour tout « € [a,a+ 9] : f(z)f(a) > 0; ce qui entraine, entre autres,

+5
que [
converge et

+00 a+nT
/ ft)dt = lim fit)ydt = lim n/ ft)

n—-+o0o a n—-+4oo

t)dt # 0. D’autre part, puisque I'intégrale généralisée fo f@t)dt

oll T > 0 est une période de la fonction f, on doit obligatoirement avoir
fo t)dt = 0. Il en résulte immédiatement que f f{t)dt = 0 et que pour
tout entler n>1 (ex. 6.156) :

a+d6+nT a+o a+6+nT
/ £() dt:/ () dt+/ F(t)dt

a+0
a+98 T a+36
:/a f(t)dt+n/0 f(t)dt:/a F(t) dt.

“+o0 a+d+nT a-+0

0=/ f(t)dt= lim fydt= | feydt£0

—
a n+ooa a

Par conséquent

D’ou contradiction.
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7.206] Soit x € R fixé. Pour commencer, remarquons que puisque pour tout
teRets>0:

(a:—t) + 52 (a:—t) + 52

avec M = 1+sup {|f(t)| : t € R}, Vintégrale généralisée [°° S f(t) dt
est absolument convergente quel que soit s > 0. (Ift) +s

S

Soit € > 0. Il découle de la continuité de f, qu’il existe un nombre a > 0 tel que

pour tout [t — x| < o : [f(t) — f(z)| < §. De plus, comme hm+Arctg— =7,
s—0

il existe un nombre § > 0 tel que pour tout 0<s<0:0< 35 —Arctg$ < 557
Ainsi, pour tout 0 < s < ¢ :

1 [t s
;/700 mf(t)dt—f(f)

Foo s
! / S (f(t) — f() dt

™ —c0 (a:—t) + 52

1 [t
<[, corra -l

2M/"”7a s 1/"”‘3‘ s
< — ———dt + — ———|f(t) = f(x)|dt
m — $—t)2+82 T Je—a (I—t)2+52| () ()|

2M
/ S
(E—t —|—s2

0<

2 21 ) (;U—t)2+82
+oo t
Par conséquent lim s/ LQ) dt = f(z).
520+ Jooo (z—1) + 82

7.207) La fonction f : R — R définie par f(¢) = Cl‘jitt; répond & la question.
En effet,

+oo +oo dt +oo
— A —
/_Oo |f(t)|dt</_oo T = Awctgt] =7

+oo
[ |f/(t)] dt = 400

Pour montrer cette derniere égalité, raisonnons par ’absurde et supposons que
sz|f’(t)| dt < +oo. Alors, puisque pour tout z € R :

tandis que

— 4¢3 sin t* 2t cos t*

fl(t) - 1+¢2 B (1 + t2)2
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et

teo | 9t cost? oo ¢l cost?

[t sy [ ot
—oo | (141t?) o (1+1¢?)
+o00 “+oo
2t 1
o (1+¢#) L+,

on aurait [T 2] sin 7] dt < 400, ce qui est impossible car pour tout m € N* :

0 1+4-t2

/<2m+1)” 3] sin t4|
0

Y
N
(]
\
N
(S}
+
2
3
&
|
oo =
(]
/N
Q
NS
+
&)
3
3
|
Q
[N
+
[N
=
3
N—

+oo
et — = +400. D’ou contradiction.

[t]+1
7.208] La fonction f : [0, +00[ — R définie par f(t) = Z fn(t) ol pour tout
n=1

n>2:

n4(t—<n—i>> site-n—in}
n3 L n¥
fn(t) = n* (t— <n—|— %)) site |n,n+ %}

N | 1
0 sit ¢ n—m,n—&—ﬁ}

et fi = 0 répond & la question. En effet, f0+°°|f(t)| dt < +oo car pour tout
x>0:

[z]+1

T [z]+1 +oo 1 +o0 1 7_[_2
/0 |f()] dt < ;1/0 fu(t)dt = n; F<;F:F

tandis que
—+oo
/ f2(t)dt = +o0.
0

Cette derniere égalité est le résultat des deux constatations suivantes :



Intégrales généralisées 437

[t]+1

1) pour tout t > 0 : f3(¢ Zf

2) pour tout m > 1 :

m+l m S 1\’ 2N 1
2 - — A
/O () dt > ,;n/n (t (n+n3)> dt 3;71

400 1
et - =
>
n=2
Remarque : On notera que la fonction f n’est pas majorée.

7.209) Pour démontrer que ¢ = 0, il nous suffit de prouver que les deux autres
cas possibles, a savoir £ < 0 et £ > 0 , sont a exclure. En effet, si £ > 0, il
existerait un nombre a > 0 tel que pour tout ¢t > a: f(t) > % et par conséquent

/Omf(t)dt=/0af(t)dt+/:oof(t)dtz/Oaf(t)dt+§/l+w dt = +00.

De méme pour ¢ < 0 (en remplagant f par —f).

(7.210) 11 suffit de constater que pour tout s > 0 : f(s) )+ Jo f(t)dt et
d’utiliser le résultat de ’exercice précédent.

7.211] Soit € > 0. D’une part, puisque f0+00’f(t)’dt < +00, il existe un

nombre a > 0 tel que
+oo c
/ |f(t)| dt < 3

D’autre part, d’aprés le théoréme d’approximation de Weierstrass (ex. 4.174),
on sait qu'il existe un polynoéme P.(t) tel que

€
su t)y—P.(t)| < —.
s 170 = P.0] < o

Comme de plus

lim P.(t) cos(xt)dt = lim 1 (Ps(a) sin(ax) — /Oa P.(t)sin(xt) dt) =

r——+00 0 x——4o00 I
il existe un nombre xg > 0 tel que pour tout = > xg :

3

/Oa P.(t) cos(xt) dt’ < 3"

Ainsi, pour tout x > xg :

/OJFOO f(t) cos(xt) dt‘
< /a+oo|f(t)|dt+/0a|f(t) _ Pt dt + ‘/0 P.(t) cos(xt) dt‘ <
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Ce résultat étant valable quel que soit € > 0, on a

+oo
lim f(t)cos(at)dt =0.
r——+00 0
+oo
De méme lirf f(t)sin(zt)dt =0.
r—1T00 O
7.212] 1) Soit 2 > 0. Puisque f(z) )+ Jo /() dt et

x xT +o0
/ |f’(t)|dt:/ 6_60t660t|f’(t)|dt§650”3/ e POt F(¢)| dt,
0 0 0
on a

xT +oo
£ (@)| < [ £(0)] + / £/(0)] dt < (|f<o>| + / =Pt £1(¢)| dt> oz

Par conséquent, cette inégalité étant valable quel que soit = > 0,
+oo .
—Boz — 1
¢ = sup| f ()] e~ < | £(0)] +/ e~ /(1) dt..
>0 0
2a) En effet,
+oo +oo
/ P\ £(t)] dt = / e~ (=00t =0t | £ (1) i
0 0

+oo
< C/ e—(ﬁ—ﬁo)t dt =
0

2b) 11 suffit de constater que pour tout ¢ > 0 :

< +00.
— Po

‘f(t) e—ﬁt‘ = (’f(t)‘ e—ﬁot) e~ (B—Bo)t < ce—(B—Bo)t
2¢) Puisque pour tout x > 0 :
| rwerta= e o [ rwear
0 0
et, en utilisant les deux résultats précédents, on obtient, par passage a la limite,
que
“+o0 +o00
[ rwea=s [ pwe - fo).
0 0

(7.213) Puisque (ex. 7.28) fo > 11152 dt =0, on a

T Int 1 [t Inas
o+ 0+t a Jor 1+s

Ina [T ds 1 /+°° Ins d mlnao
— - s .
oy 1482 20

a Jop 1482
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2) En effectuant le changement de variable ¢ = Arctg =, on obtient

5 too 1
/ ln(atgt)dt:a/ 2n82ds:7rna.
0+ 0+ @7+ 2

. . _ @ 1 e
7.214] Puisque tl_l)%l_i_ t! O‘ln(tl—H) =1l,ona [, ln(t1—+t) dt converge < a > 0.

. . } _ . 5 . 1 o _
Soit € > 0 et posons g = min{l,e}. D'une part, alg]&raf% marg dt = 0
implique Pexistence d’un nombre § > 0 tel que pour tout 0 < a < § :

1 ta
|O‘/u ma+e @

g
<:Z.

2
2

D’autre part, on sait, grace a la formule de MacLaurin, qu’a chaque t > 0, on
peut associer un élément 6; de ]0,1[ tel que
t? t3 t
m(l+t)=t— —+——-=>-(2-1).
2 3(1+60)° 2

Ainsi, pour tout 0 < ¢ < § et tout a >0 :

0< 7 < 7 < 2t
In(1 +1¢) t 9 _ K7
72-1) B)

ce qui entraine que pour tout a > 0 :

n B
2

2 te 2 2 o
a/ —dt < a / taildtz—(ﬁ)
ot In(1+1) 2—% 0+ 2 - \2

Par conséquent pour tout 0 < o < 9 :

1 to ‘%— e 1 e
— _dt= — _dt+ /7dt<1+s.
O‘/0+1n(1+t) O‘/0+ W+ e mn "

Comme de plus pour tout ¢ > 0 : In(1+¢) < ¢, on a aussi que pour tout a > 0,

1 ta 1
a/ 7dt20¢/ "t = 1.
o+ In(1+1) 0+

1 ta
. _dt—1
a/0+ln(1+t)

Ce résultat étant valable quel que soit £ > 0, on a démontré que

1 «
lim a/ ti dt =1.

D’otut pour tout 0 < a < 6 : €.
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7.215) 1) Pour tout ¢ € ]0,7] :
1 ot
2 (5 +cost+--- —|—cosnt> sm§

:sin£+231n£cost+---+231n£cosnt
2 2 2
.t .3t .t . 1 . 1
:sm§+(sm;—smi)—k---—&—(51n<n+§)t—51n<n—§)t>
—sin(n—&—l)t
2

. +1 .
sin (n+ —
2

ou encore —————— = — +cost + -+ + cosnt.
Lt 2
2sin —
2
. 1
7Tsm(n—|—§>t
) [TV,
0+ 2sin —
/1 t . sinnt\|" «
= —+4cost+---+cosnt | dt= |- +sint+---+ =_.
o \2 2 n 0 2

7.216) 1) La fonction f étant continue sur ]0, 7], montrons qu’elle 'est aussi
a droite en 0. En effet,

t
t —2sin —
Ro(t
lim f(t) = lim - 2 _ lim A = 0= £(0).
t—0+ t—0+ 2t si t—0+ t2 + RQ(t)
sin —
2
t
COS§ 1
2) Pour tout t € ]0,7[ : f'(t) = - et
.2 t2
4sin” —
t t tt
—t%cos — + 4sin? = — + Ry4(t) 1
; 14\ — T 2 2 1 24 _ 4
lim f'(t) = lim = lim =&¥—— = —.
t—0+ t—0+ 4t2 . Qt t—0+ t4+R4(t) 24
sin 3

Par conséquent la fonction g : [0, 7] — R définie par

cos = 1
—72—&—— si0<t<m

2t #2
g(t) = 4 sin 3

— sit=0
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est continue et pour tout entier n > 0 :

/ﬂ F(t) sin <n + 3) tdt
0 2

_ f@) ) 1 1 T . 1
= ———7 cos n+§ tl +—7 g(t) cos n+§ tdt

Z 2 Jo
n+2 o n+2
1 T 1
=—7 g(t)cos(n—l——)tdt;
2
TL+§ 0

4 1
Dot lim / f(t)sin<n+ §>tdt=().
0

n—-+o0o

3) De ce qui précede et en utilisant ’exercice précédent, on obtient pour tout
entier n > 0 :

. 1
(n—‘r%)ﬂ' . o Sl (TL + _> t T
/ Sl—ntdtz/ 72dt—/ Ft)sin (n+ 1)t
0 t 0 ¢ 0 2

+ + 2sin -
SlIl2

= g —/Oﬂf(t)sin(n—&- %) tdt.

(n+3)m

int
Dot lim a=I
n—-+00 0+ t 2
4a) Comme l'intégrale généralisée (ex. 7.196) foioo st gt converge, on a
+o0 i (nt+dyr
sint 2’7 sint u
/ —dt=lim —dt = .
o+ ¢ n—too Joy ¢ 2

4b) Puisque l'intégrale généralisée foioo Si;‘; L dt converge et pour tout x € R7 -

T sint 3 sin2s sin® s

/ —dt:/ ds =
1t 1 s S
x 2x

on obtient, par passage a la limite,

+oo : +oo i 2
sin ¢ sin“ ¢
/ ST gt = / — .
o4 ¢ o+t

7.217) 1) On sait, d’aprés la formule de MacLaurin, qu’a chaque x € R, on
peut associer 8, € 10, 1] tel que

z
2

z . 9
2 sin” s
+ 5—ds;
1 1 S
2z 2w

O.x

e =1+z+ 2.
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Par conséquent

2 t2 2 2\"
eVt€]0,y/n]:e"m >(1——)ouencoree " > (1——] ;
n

n

2 t2 2 2\ "
ob)VtER*:en>(1+—>0uencoreet <<1+—> .
n n

2) Soit n > 1. Alors,

Foo 2 \/E 2
/ et dt>/ et dt
0 0
Vn £2\" Z n
>/ <l—z> dt:\/ﬁ/ (1 —sin®s)" cossds = z,
0 0

et
+oo +oo 2\~ " 5—
t 2 —n
/ e_tzdt</ <1+—> dt:\/ﬁ/ (1+tg%s) s = y,.
0 0 n 0

3a) En utilisant I'exercice 6.144, on peut écrire que pour tout entier n > 1 :

Tn \/ﬁ 52n+1 o \/ﬁ 2n

. = . >1
Tpn-1 Vn—1 fop—1 V/n—-1 2n+1

et

Ynar _ VAl B vntl 2n-1

Yn Vi Bons Jn on

ce qui entraine que la suite (xn) est strictement croissante et majorée (voir 2))

tandis que la suite (yn) est strictement décroissante et minorée. Elles sont donc
toutes les deux convergentes. Ainsi, en posant lim =z, = x, hIE Yn = 1y €t
n—-+oo

n—-+o0o

en utilisant la formule de Wallis, on a

T . T . 2n+1
Z= lim 2= lim M =1
Yy  notoo gy,  n—+too fBon o

)

et

. N
| n = —.
netes I T 79

Par conséquent, puisque x < f0+°° et dt <y,

+oo
/ et dt = ﬁ .
0 2

3b) D’apres 2) et 3a),

+o0 t2 -n +o0
lim (1 + —) dt = / et = VT ,
0 n 0 2

n—-+4oo
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ce qui nous permet d’écrire, en utilisant ’exercice 5.256 et le théoreme de la
convergence uniforme, que

x t2 -n
lim lim (1 + —) dt
0

n—-+oo0 r—-+0o0 n

Foo 2\ " Foo 2 z 2
lim (1 + —) dt = / e dt = lim e~ dt
0 n 0

n—-+o0o r——+00 0

x 2\ N x 2\ "
— lim Jim (1 n t—) dt= lim  lim (1 + t—) gt — VT
n 0 2

r— 400 0 n—-+o0o xr——+00 n——+0o0 n

7.218) Pour x > 0, posons g(x / f(t)dt. D’une part,

/Oﬂf(t)sintdt:g(t) i Z—/Oﬂg(t)costdt

g x
= — / g(t) costdt — / g(t) costdt
0

s

2
T

)
:—/ g(t)costdt+/ g(m —t)costdt
0 0

o

3
=g(m) — / (9(t) + g(m) — g(m — t)) costdt.
0
D’autre part, puisque f > 0 et décroissante, pour tout ¢ € ]0, §] :

)+ (9(m) — g(m — 1))

g(t
ni;/( o ds+/ f(s
(S d”/f )

L fds>/f

ez

g(t) +g(m) —g(m —t) =

vV

vV

ot ny = [¥] — 1. Par conséquent

/f )sintdt < g(m ——/f ds/o tcostdt = ( )/f

De plus, étant donné que sur [, 27] : sint < 0, on a

2m 1 1 2m
F(t)sintdt < (— + 5) F(t) dt
m 0

0
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A présent, soit m € N. Alors, puisque la fonction f(t + 2mm) vérifie les hy-
potheses de la fonction f(¢), en utilisant le résultat obtenu ci-dessus, on peut
écrire

(m+1)mw 27
/ f(t)sintdt = f(s+2mn)sinsds
2

mm 0

2 2(m+1)mw
S<l+%> ; f(s+2mﬂ')ds=(%+%>/2 f)dt.

™ mT

Finalement, en constatant que pour tout entier p > 1 :
2(p+1)m p 2(m+1)w
/ ft)sintdt =" / f(t)sintdt
0 m=0

2mm
1 1 P 2(m+1)mw 1 1 2(p+1)m
< | —=-4+= tH)ydt=[—+ = t)dt;
Gra) XL, rou=(Gea) [ g0

on obtient, par passage a la limite, que
/ f(t)sintdt < <—+—>/ f)ydt.
0 T 2)J)o

7.219] Posons ¢ = “—+b. Ainsi, puisque 1im+ f/(z) existe, 'intégrale générali-
r—a

sée f f/(t) dt converge et

wligljt f( - zE»I{LlJr < / f dt + f ) / f dt + f( )

Par contre, la réciproque est fausse. Comme contre-exemple, il suffit de prendre

f(z) =2*sin 1 avec z € ]0,1[.

7.220) 1) Soit z > 0 fixé.

e Puisque lim ¢!7%t*~!e~t = 1, I'intégrale fol t*~L et dt (qui est généralisée

t—0+

pour 0 < z < 1) converge.

o Posons m = [z] + 2. Alors, puisque pour tout ¢ > 1 :

m! m)!
tmtl—z < t_27

0<t™ let <

I'intégrale généralisée || 1+°O t*~1e~t dt converge.
De plus, pour tout > 0: I'(x) > 0. Par conséquent la fonction I' est bien
définie.
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2) Soit t € R% et g : RY — R la fonction définie par g,(z) = t*~!. Puisque
pour tout > 0 : g/(z) = (Int)*#*~! > 0, la fonction g, est convexe; ce qui

entraine que la fonction I' I'est aussi car pour tout couple 7, s de R et tout
Ael0,1]:

+oo
T+ (1— A)s) :/ g(\r + (1= \)s) et dt
0

+oo
= /O ()\gt(r) +(1- )\)gt(s)) e~ tdt
=AI'(r)+ (1= NT(s).

La fonction I' étant convexe sur 'intervalle ouvert ]0, +00[, elle est aussi conti-
nue.

3) En effet, en intégrant par parties,

+oo 400 +oo
M(z+1)= / tYe tdt = —tT et . + a:/ t* e tdt = aT(z).
0 0

4) En utilisant le résultat obtenu sous 3), on a pour tout & > 0 et tout entier
n>0:

F'n+1)=nl'(n)=n(n—-1I'(n—-1)=---=nll'(1)
et
Fz+n+1l)=(+n)l(z+n)=(@+n)(z+n—-1T(x+n-1)
=--=(zx+n) - (x+1)zl(z).
De plus,

“+o0 4o
F(l):/ e tdt=—e? =1.
0 0

Remarque : Le fait que I'(n + 1) = nl, nous permet de prolonger la notion de
factorielle aux nombres réels positifs en posant pour tout > 0 :

l=T(x+1).
5a) En utilisant la continuité de la fonction I' et le résultat obtenu sous 3) :

r 1
IimIMNz+1)=I(1)=1= lim I'(z) = lim Letl) =400
z—0 z—0+ z—0+ x

5b) En remarquant que pour tout z > 1 :

“+o0 “+o0 1
I(z) > / t* e~ dt > / e tdt =~
1 1 e

on obtient, en utilisant de nouveau le résultat obtenu sous 3), pour tout x > 2 :

F(ac)z(ac—l)F(:E—l)>$;1;

ce qui entraine
lim T'(z) = +o0.

r——+0o0
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6a) Pour commencer, on va démontrer ce résultat pour 0 < x < 1. Soit n € N*
et posons

n +oo
I, = / et dt et J, = / trrn=le=t gt .
0 n

e 0 <t < n. Alors, puisque t* < n® et t*~' >n*~! ona
n n
na”*l/ e tdt < I, < nz/ " letdt.
0 0

Ainsi, en faisant l'intégration par parties

n n
/ the tdt = —n"e " + n/ t"lteTtdt,
0 0

on obtient

n n
—nTnTlemn 4 / t"letdt < I, < n® e 4ot / t"e "t dt.
0 0

ot >n. Alors, t*71 < n® ! et t* > n®. Dol
—+o0 —+o0
nx/ t"leTtdt < J, < nm_l/ t"etdt.
n n

Par conséquent, en constatant que I'(z +n) = I,, + j,, et en utilisant le résultat
obtenu sous 3), on a

—n"T e L p?T(n) < T(z +n) < n™ " Le™™ 4 n"T(n)

ou encore, en utilisant le résultat obtenu sous 4a),

I'(z+n) ’ ptn-le=n  pren

n*T'(n) n*T'(n) Tl

Finalement, puisque d’apres la formule de Stirling (ex. 5.277),

n_,—n
. n-e

lim =0,
n—-+o0o ’rL'

T
on obtient lim M =1.
n—-+00 nxl"(n)

6b) Pour x = 1, le résultat découle immédiatement de 3).

6¢) Reste & montrer le résultat pour = > 1. Pour cela, soit 0 < o < 1 et
considérons la relation Py avec k > 0 définie par

lim I'(c+k+n)

=1.
n—-+00 n”+kr(n)
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Py est vraie (voir 6a) et 6b)) et montrons que pour tout entier kK > 0 : P, =
Py11. En effet, en utilisant de nouveau le résultat obtenu sous 3),
. T(lo+k+n+1) (c+k+n)I(c+k+n)
lim = lim
n—too  notktiT(n) n—-+oo nn?tkT(n)

=1.

On a ainsi démontré, par récurrence, que la relation Py est vraie pour tout
entier naturel k.

Finalement, puisque z > 1, il existe un unique couple (o, k) € ]0,1[ x N tel que
x = o + k. Par conséquent, en utilisant le résultat obtenu ci-dessus,

lim Fz+n) . T(o+k+n)

= =1.
n—+oo Nl (n) oo n?tkT(n)

7) Soit > 0. Ainsi, puisque d’apres 4) :

_ T@+n+1)
F(x)_x(ac+l)~-~(ac+n)

B x(x + 17;'nz(x +n) ((nffvl;;(;: Jlr)l)) (nz 1>I ’

on obtient, en utilisant le résultat obtenu sous 6),

nin®
I'(z) = lim .
(z) n—too z(zx+1)--(x+n)

8) Soit € ]0,1[. En utilisant le résultat obtenu sous 7) ainsi que l'exercice
3.55, on a

o (n!)?n
F(a:)F(l—l‘)_ngl}}mx(x+1)...(95_,_”)(1_I)...(1+n—x)

= lim .
e x(l+9€)(1+%)~-~(1+%)(1—x)(1—%)...(1_#_1) n+1

. n 1 1
:nEI-il-loo n—‘,—l' L 2 ' x
M 0-2) (1)
k=1
_ 1 7
+00 I :
xH(l—i—;) sin Tz
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9) On a, d’apres 7), que pour tout z > 0 :

1 x
— 1 —zlnn (1 _)
I'(z) oo C H + k

n
k=1
1
. z(—Inn+ Z_: %)
= lim =zxe k=1
n—-+o0o

—=
/
—~
—
+
> 8
N———
®

|
B
N———

=~
Il
-

+oo

=zxe® H ((1+ %) e

k=1

8
—

10) Pour commencer, on va démontrer que pour tout & > 0, 'intégrale généra-
lisée

+oo
g(z) :/ t* Le tIntdt
0+

converge. Effectivement, pour un = > 0 fixé,

1
lim 2" e tlnt = lim e 2 Int =0 = / t*“Le~tInt dt converge
t—0+ t—0+ 0+

et

+oo
Vi>1:0<t* ltellnt<t®e ! = / t*“Letlntdt < +oo.
1

A présent, posons pour tout z > 0 et tout n > 1 : I'(z) = [ t* letdt. La

suite (Fn) converge simplement vers I" et montrons que pour tout x > 0 et tout
n>1:

n
I (z) = /1 t* e tIntdt.
En effet, d’apres le théoreme des accroissements finis, pour tout A # 0 :

Fn($+h})l_rn($) _/ =1 o=t Int dt

n

< /1 |t9t,hh — 1|tzfleft| Int|dt <T'(x) (nlh\ _ n7|h\) nn

avec 0 < 6, < 1 et fllir%(n‘h' —n~IM) = 0.

Soit @ > 0. Sur lintervalle ouvert ]%,a[, la suite des fonctions dérivées (I'))
converge uniformément vers la fonction g car pour tout z € ]§,a[ et tout
n>1:

1

% 1 n 1
/ t*“letntdt| < —/ t*“tntdt
0+ 0+

1 1
n 1 [7n 2(2 1
(L [F g 22t alnn
z Jot a?n?

t*Int
T
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et
+oo +oo +oo
0</ t:”*le*tlntdt</ twe*fdt</ t*e~tdt
n n n

ou encore

1

n +o0
/ tz_le_tlntdt—k/ t* et ntdt
0+ n

22+ al Foo
L 2(2+alnn) / 1@ o=t gt
a’n?2 n

2(2 1 oo
ot lim (M+ / tae—tdt):o.
n—-+400 an? n

Ainsi, d’apres 'exercice 6.152, sur |§,al,

(@) = g(2)| =

+oo
IM(z) = / t* e tIntdt.
0+

Ce résultat étant valable quel que soit a > 0, il P’est sur ]0, +o00[. Finalement,
notons que la fonction g est continue sur R car elle I'est, en tant que limite
uniforme, sur chaqu’un des intervalles ouverts |5, a].

11) De 9), il découle que pour tout = > 0 :

+o0
— T z
InT(z) = —y=x lnx—&—;(k 1n<1+k)>

et donc, par dérivation (ex. 8.110),

1 1 1 s
7.221] Pui r2(z)=r(z)r{1-2=)= -
bt (2 ) (2 ) ( 2) snz

()
on a —dt=T (=) =+
or Vi 2
oo e’ +oo 2 oo 2 s
7.222 \/Ez/ ds:2/ e dt = e dt = Y.
0+ Vs 0+ 0+ 2

3 1 1./1 L[t 2 _ o
> 1) = 2] =3 51 =3 s 3e s = e .
7.223) T r(1+ r 3e7d dt
4 3) 3 \3/) 3/ 0

T—

%
Insintdt = 2/ Insintdt = —mw1ln2.
0+

Rappel - /

0+
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450
1 1—
Puisque/ InT(¢)dt :/ InT(1 —¢t)dt, on a
0+ 0
1 1 1—
2/ lnF(t)dt:/ lnF(t)dt+/ (1 —£)dt
0+ 0+ 0
1— 1— -
:/ In(C(6)T(1 —¢t)) dt:/ In —— dt
0+ 0+ sint
17 1 w—
zlnw—/ lnsinwtdtzlnw——/ Insin sds
0+ T Jo+
=In7+1In2=1In2n
ou encore )
In2
/ InD(t) dt = 1
0+ 2
Feo 1 Hoo I'2n+1
7.225 / 2 e Tt dt = 2—+1/ e ds = ( ;Li_l )
0 < 0 T

1— r—1 “+o0
1
7.226 / (ln ¥> dt = / T le 8 ds = F(x)
0+ 0

7227) Puisque T2 (=) =T (2 )1 (1-2 x
2 2 2 sm%

(3)-r(d) ()

Par conséquent, en faisant le changement de variable s =¢ — 1,

=m,o0na

r 3
+o0 1 [too 5
Vi—le tdt == \/EefstZ—:ﬁ.
e Jo e 2e

1

“+o0
7.228/ e tintdt =T'(1) =
0+

—y, ol y est la constante d’Euler (ex.5.246).



SOLUTIONS DES EXERCICES DU CHAPITRE 8

V4 [}
Séries
1
1 ]' - 5p+1
Puisque pour tout entier p > 1 : Z o =—
n=0 1—-—
5

+oo
1 5
OnanZ:OB_"_Z'

p —p—1
. . _ 1—e™?
Puisque pour tout entier p > 1 : E e = ——
n=0

p
1 1
Puisque pour tout entier p > 1 : Z (— — ) =1

“+o0
1 1
- )21
Ona;(ﬁ m)
+002<l/__n2_+00 1 n_ 1 B 1
S Ve =3 =) = 1=
n=1 n=1

Puisque pour tout entier p > 1 :
P

1 1 1
Z CcOs — — COS = cos1 — cos ,
n n+1 p+1

n=1

+oo
1 1
onang1 (COSE—COSn+1> =cosl—1.

Puisque pour tout entier p > 1 :

P p
1 1 1 1

—_— = —_ — :1——’

Zn(n+l) Z n n+1l p+1

n=1 n=1
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Puisque pour tout entier p > 5 :

n=1 n=1
1 P q p+51 1 5 1 p+5
n= n= n= n=p+1

Puisque pour tout entier p > 1 :

P SR b ol (N UNSENE U B Y o
— (4n-3)(dn+1) 4 dn—3 4dn+1) 4 4p+1

n=1

+oo
1
on a; (n—3)(dn+1) 4

—_

Puisque pour tout entier p > 5 :

P 1 1 1 1
Z712—|—2n—3:1Z (n—l_n+3>

1

" lnzil 1 p+3 1 1 4 1 p+3 1
=1 n_lﬁ_n_ﬁ):Z(;Fn_pﬁ
8.10) Puisque pour tout entier p > 7 :
én(z;r—44)__é%+zéni2+%;niz
4 4 +2
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Puisque pour tout entier p > 4 :

p p p p
n+2 1 3 1 1
' _—_9 -4 = Z
DTS 2 ln > 2 T
n=2 n=2 n=2 n=2
2 +1
2 3 1 1 1
D 2n:1n 2 —
n+2 31 5
=—1+- - =-.
onaz n2—1 +22::n 4
- Puisque pour tout entier p > 2 :
p p
2n —1 1
:]_——7
;ﬂﬂ(n—l 2( n2> p?
=X 21
on a —— =1L
s n?(n—1)
8.13] Puisque pour tout entier p > 5 :
P P P P
2n+3 3 1 5 1 1
;n(n—l)(n+2) 2Zﬁ+§;n—1 6;n+2
3 p+2
3 1 1 5 1 1 1
—‘§<Za 5)*525‘6257
n=2 n=1 n=p
WX 243 3e~1l 51 65
R D e E e R D b D Dl
+o00 7T2
R l —
(814 Rappe nz:l c

n=1 n=
too 2 2 2
1 T ™ ™
on a = — - — = —
; (2n—1)2 6 2 8
R 1 1

8.16) 1) Puisque pour tout entier p > 2 : Z —
n= 2

453
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2) Puisque pour tout entier p >4 :

g2 magn 1 L) 2\l Kl
nd—n 2 n—1 n+1/) 2 n n)’

n=2 n=2 n=1 n=p
“+o00
In 2™ 3In2
on a 1;2 e
D'ot +ZOO e” n In 2™ e? +31n2
ou — = .
—\3"  nd-n 3(3—¢) 4
8.17] Puisque pour tout entier p > 2 :
1
Py Py A e » 1— = »
20 5l Lyl y T
n=1 n=1 n=1 n=0 1— g

=X n 3
Onanz::lg—nzz.

Soit p > 2. Puisque

n=1 n=1 n=1 n=1
_piln—Fl in_pill D
n=0 2n n=1 2n n=0 2n 2
on a
an g @-1) Pgpz B2 B2 Z (n+1)? % n?
on = B on = n—1 on = n B n
n=1 n=1 n=1 2 n=1 2 n=0 2 n=1 2
P P 2 p—1 2
B n 1 (p+1) 1 1 D (p+1)
“2 ity pm Lyt p pw
+oo TL2
Ainsi, par passage a la limite, on obtient que Z on = 6.
n=1
8.19) 1) Soit n > 1 et posons a = Arctg 1 et 3 = Arctg n+r1
Alors, 0 <a— 3 < 5 et
1 1
tga —tg B n 1 1
tg(a — B) = =0 ntl .
1+tgatg 14 n?+n+1
n(n+1)

’ N 1 1
D’ot Arctgg —Arctgn—+1 =a— 3= Arctg ek
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2) Ainsi, puisque pour tout entier p > 1 :

1 ¢ 1 1
Z Arctg I rl = Arctg 1+ Z (Arctg o Arctg n——H>

n=0 n=1

1
—_ + Arctg1 — Arctg ——
4 p

+1’
o aZAct L T
n retg ——— = —.
o 2+l 2
+oo1
(8.20) Rappels:Z——eetO!zl.
n=0

Da=1,=3etu=1.

2) Puisque pour tout entier p > 3 :

— = —+ +3
| | —1)! | |
n=1 n=1 n =3 (n 1) n=3 ( 2) (n 3)
p—1 p—2 1 p—3
=5+ 7_2>+3<Zﬁ_1>+2 -
n=0 n=0 n=0
oo 3
on a n_' =de

= n!

8.21] Puisque pour tout entier p > 1
P P P p—1 P
(e—l)z e " —Zne‘”“—Zne " Z(n+1) —Zne‘"
n=1 n= n=1 n=0 n=1
p— _
1— e P
= en—pep_l e,l_ _?,
n=0 o
+oo e

ona;ne "= 12
8.22] Rappel :Vp>1,1Inp! > = 5 lng (ex. 2.115).

Pour tout entier p > 1, posons

—Zln (n+1)%(n+2)")
:(1+a+ﬁ)lnp!+(a+ﬁ)ln(l+p)+ﬁln(2+p)—ﬁln2

et montrons : (0,) converge < l+a+f=0et a+20=0ca=—-2¢et §=1.
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1) a = =2 et 8 = 1. Puisque pour tout entier p > 1 :

1 2
Jp:—ln(1+—>+ln<l+—> —In2,
p p

ona lim o, =—-1In2.
p—+o0

2) (op) converge. Alors, 1+ a+ 3 = 0. En effet, si 1 + «+ 3 > 0, on a
lim o, = 400 car pour tout entier p > 1 :

p——+o0
p P 1
> (1+a+ﬁ)§+(a+2ﬁ) ln§+(a+ﬁ)ln 1+]—)
2
—|—ﬂln<1—|—]—?)+(a+ﬂ)ln2.
Demémesi 1+a+ 3 <0,ona lirf 0p = —00 car pour tout entier p > 1 :
p—+00

< ((1+a+ﬁ)§+(a+2ﬁ))lng+(a+ﬁ)1n<1+%>

+ﬁln<1+%) +(a+p)In2.

Ainsi, pour tout entier p > 1 :

op=(a+20)Inp+ (a+F)In <1+%> +fG1n (1—&—%) —fln2.

Par conséquent comme la suite (o,,) converge, il faut que o+ 206 = 0.
Poura=—-2et g =1,

Zln( (n+1)"(n+2)") Zln( ))>:—ln2.

2a) Puisque pour tout entier p > 2 :

>

1 dn— 1an+1 o1 \Gn—1  Ony1 ap a1 ap  Ap41
+oo a
ona » =2
Op—10
n—t Yn 1U0n+41

2b) Puisque pour tout entier p > 2 :

Ap—10n0n41

Ap— 1a'n+1

n=1 n=1
p
Z( 1 1 ) 1 1
= — — — R

ne—1 Qnp—10n UnAn4+1 apa1 ApQp41

+oo

1
on a E =1
— Ap—10n+1
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Pour tout entier p > 1 :

1—aoP
(0= 1A= (1 +at -t ar™) fpar = 20 4y
—a
ou encore )
1— P P
Zna"flz)\pz oz2+poz .
= (l—a) a—1
+oo 1
D’ou Z na™ " = —.
n=1 (].—O[)
Posons pour tout z € R et tout entier p € N* :
P :EQ +oo $2
= _ t = D EE———
fp(ir) ngl 1—|—n2x2 € f((E) ngl 1+n2a:2

Ainsi, puisque pour tout entier p > 1 :
+00 1
wp B —f@l< > 15

z€ |—00,+00 n=p+1

la suite ( fp) converge uniformément vers la fonction f sur R. Finalement, en
utilisant le théoréeme de la permutation des limites (prop. 4.103), on obtient

+ p +

. X x2 . . x? X1 2

im g ——— = lim im E — | = g —=—.

z—-+00 1+n222  potoo \a—too 1+ n2a? n? 6
n=1 n=1 n=1

1 1
Converge car pour tout entier n >0: 0 < ———m— < —.
& P n2+n+1 " n2

2n + 1
8.27] Diverge car lim 3 AEL 2.
n—+oo N° 45
n
Diverge car lim (—1)" # 0.
n—-+oo n+1
sin 5n? 1
Converge car pour tout entier n > 0 : | ——— —
n?+1 n?2
sinn! 1
Converge car pour tout entier n > 0 : 5 —
n n
cos4n 1
8.31) Converge car pour tout entier n > 0 : 5 —-
n n

ot
o
¢

Converge car pour tout entier n > 0 :

0 Yitlzvin_ !

1
< —.
n n(Vn+1+yn) 53

1 1
Converge car pour tout entier n > 0: —————= < —.
nn2+1) p3
Vnb - 1
nd+1" 2yn’

Diverge car pour tout entier n > 1 :
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v
n?++/n

Converge d’apres le critere des séries alternées.

1
Converge car pour tout entier n > 0 : 0 < < —-
n2

Converge d’apres le critere des séries alternées.

Converge d’apres le critere de Cauchy.
1 1

Diverge car pour tout entiern >3 : ———— > —— > —.
iverge car pour tout entier n T on  2mn  on

Converge d’apres le critere de d’Alembert.

Converge d’apres le critere de d’Alembert.

Diverge d’apres le critere de d’Alembert.
+oo

| |0 Qo %0 ot
NN Lol |ee o
= S | | R

1
1) D’apres le critere de d’Alembert, la série Z GRS converge.
n=0 ( n+ )
= (e
2) D’apres le critere des séries alternées, la série ——————— converge.
) D'ap ’ ; n2+n+1 &
—+o0
1 (=1)"
D’ou la série + converge.
7Z%)(@n—kl)! n2+n+1) &
8.44] Puisque pour tout entier n > 1 : shn > ‘5"2_1 > 2’;—2;72, le critere de
+oo
comparaison nous permet d’affirmer que la série > % converge.
n=1

Diverge d’apres le critére de I'intégrale.
Converge d’apres le critére des séries alternées.
Converge car pour tout entier n > 1 :

> Ink
i1 nn _

2

2In+/n

n2

0< Inn!

<

n3 n3 n

3
roles| N

8.48) Diverge. Posons a,, = E;—;))Q, 4™, Puisque pour tout entier n > 0 :

An+1 _4n2+8n+4 S
an,  4n2+6n+2 ’

la suite (an) est strictement croissante donc minorée par ap = 1; ce qui entraine
que lim a, #0.
n—-+4o0o
Converge d’apres le critere de d’Alembert.
1

23"

Converge car pour tout entier n > 0 : ‘(sin(Qn + 1)%)

Diverge car lirf (sin(2n + 2)%) #0.
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Montrons que cette série diverge. Pour cela, raisonnons par ’absurde et
supposons qu’elle converge.

Alors, lim sinn = 0 et par consequent hm | cosn| = 1. Ainsi, puisque pour

n—-+oo

tout entier n > 0 :

sin(n + 1) cosm
D] _ oo O g5 |5y,
sinn sinn
on a
. sin(n + 1
lim Q = +o00;
n—+00 simmn
—+o0
ce qui entraine, d’aprés le critére de d’Alembert, que la série Y sinn diverge.
D’ou contradiction. n=1
_ 1 : .
(8.53] Puisque zEToo x sm = =1, l'intégrale généralisée fl sin - dx diverge;

ce qui nous permet de conclure, grace au critere de lintégrale, que la série

“+o0 1
> sin - diverge.
n

n=1

1
8.54] Diverge car lim nsin— =1.
n—-+oo n

1 1
Diverge car pour tout entier n > 1 : Arctg % > m
(8.56)

Converge car pour tout entier n > 0 :

7 m 7
0 <1—cos =2sin? —— < —..
n+1 2(n+1) = 2n?
8.57) Converge car pour tout entier n > 0 :
1 —sin®n + cos® n 3
0< - 2+ <.
(I1+n2)(1+sin“n)(1+cos2n)| ~ n
. . 1 1
Diverge car pour tout entier n > 1: — > —.
Inn  n

Converge d’apres le critere des séries alternées.
Diverge d’apres le critere de l'intégrale.

Converge d’apres le critere des séries alternées

1 1

2 1 :
In“n ninn

Diverge car pour tout entier n > 1 :

. e _
Converge car pour tout entier n > 2 : 2 <e ™
n“n

@ | |Qo| 0o |00
= ol || & |on
~ =S [© (o

. . — . n\"
Diverge car lim n"e ™ = lim (—) = +4o00.
n—-+o0o n—-+oo [
3L
1) D’apres le critere des séries alternées, la série I
nn
n=2

®
=
R

converge.
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+oo g

‘o €
2) e~ ", la série E —— converge.
— Inn

+oo _
1" n
D’ou la série Z (%) converge.
nn
n=2
In(1+n) S 1
Vvn2+n N

8.66] Diverge car pour tout entier n > 1 :

8.67) Converge car pour tout n € N* :

In(1 +n) < In2n  4In \/271 4v2n  4V2

< Vi VB I i wl

+o0 n
(8.68] 1) D’apreés le critere des séries alternées, la série Z ] ), converge.
= n(n!)

N

o0
2) D’apres le critere de d’Alembert, la série ) < converge.

nr eV
D’ou la série Z <§ ( )') + e_'> converge.
n(n nl

(8.69) Par la formule de MacLaurin, on sait, qu’a chaque ¢ > —1, on peut
associer un nombre 0; € ]0,1[ tel que

12 t3
m(l+t)=t— —+— .
n(1+1) > 311 0,0

Ainsi, en posant t = T on obtient, pour tout entier n > 1 :

(-p*\ _ (= 1 (=1)°"
n(+5) - RIS

Puisque pour tout n >4 :

1 8
0 < 3 < T3
(=~ 3 3n2
3 NG n2
la série
+oo ( 1)3n
=23 (1 10, ”") nt
+OO 1)’”
est convergente. De méme que la série alternée Z N Par conséquent
n=1

+Zooln (1+ (?/17_37? = -
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Diverge pour tout a >0 car lim nIn“(chn) = +oo.

n—-+4oo

On sait, d’apres le théoréme des accroissements finis, qu’a chaque entier

n > 0, on peut associer un élément ~,, de }n%_l, %[ tel que
o1 . 1 1 1 COS Y,
sin — — sin = cos - — = .
n n+1 m\n T nr1 n(n+1)

No<a< % Diverge car pour tout entier n > 1 :

. . “ 1 1
sin — — sin > o > .
( n n + 1) (2n(n+1)) dap2a

2) a> % Converge car pour tout entier n > 1 :

(. 11 )a< 1 _ 1
sin — — sin —_— < —.
n n+1 (n(n + 1)) n2o

(ex. 2.115) et Inn! :Z Ink <nlnn.
k=1

Rappels : ¥p>1:Inp! > = In

[N S
[N S

Inn! - 1
ne 2na—1’

1) 0 < @ < 2. Diverge car pour tout entier n > 6 :

2) a > 2. Converge car pour tout entier n > 1 :

a—2
Inn! Inn 2lnn 2 2
<

ne no=t (o —2)no! (a—2)n%

8.73] D’apres le critere de Cauchy, cette série converge pour 0 < a < 1 et
diverge pour a > 1. Pour ao = 1, elle est aussi convergente.

8.74) 1) D’apres le critere de d’Alembert, cette série converge si 0 < a < e et
e n!

diverge si a > e. Pour a = e, elle diverge. En effet, en posant a, = <3, on
obtient pour tout entier n > 1 :

e
=Gy > Ay > ... > 0] =€

Unt1 = ————n
1
n

ce qui entraine que lim a, # 0.
n—-+4oo

8.75) 1) 0 < o < 1. Converge. En effet, puisque lim o™ = 0, il existe un

n—-+4oo

. 2 . N
entier ng > 0 tel pour tout n > ng : 0 < o2" = (a") < % ; ce qui entraine que

pour tout n > ng :

a’ﬂ

o?n —1

‘ < 2a™.
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2) a > 1. Converge. En effet, puisque hm a™ = 400, il existe un entier m > 0
TLH o0
tel que pour tout n > m : a?—1> % ce qui entraine que pour tout n > m :
a” 2
0< ——<—

an —1 ~ an’

1) @ =2p+1 avec p € N. Diverge.

+oo
1
2) a# 2p+ 1 avec p € N. Alors, E sin® 1% — — %
n=0 2 1—51117

8.77) D’apres le critere de d’Alembert, cette série converge pour 0 < a < §
et diverge pour 7 < o < 5. Pour a = 7, elle diverge car pour tout n > 0 :

1 1
> .
nn+1) n+l

8.78) 1) o = prm avec p € N*. Converge.

[\)

) o = % + 2pm avec p € N. Diverge.
3) ” + 2pm avec p € N. La série harmonique alternée converge vers — In 2.
4) a # p% avec p € N*. Converge d’apres le critere de d’Alembert.

8.79] D’apres le critere du logarithme (qui reste valable pour |p| = +00), cette
série converge si a > 1 et diverge si 0 < a < 1. Pour a = 1, elle diverge.

D’apres le critere du logarithme, cette série converge si a > e et di-
verge si 0 < a < e. Pour @ = e, on obtient la série harmonique que l'on sait
divergente.

8.81] D’apres le critere du logarithme, cette serle converge si 0 < a < = et

diverge si @ > <. A présent, étudions le cas a = <. Pour cela, posons a, = %
Z
et by, = e *=1". Ainsi, puisque pour tout entier p € N* : (1 + %)pﬂ > e

(ex. 5.262), n a pour tout entier n > 0 :

n+1
1:1ne<ln<1+—> =—(n+1)In
n

n+1
1 b b
= lIl Ap41 < :1 n+1 = Ap+1 < n+1 :
Qn n+1 bn an bn
ce qui entraine, gréce a l’exercice 8.100 et a la divergence de la série harmonique,
+oo Z
que la série 3. e =1 " diverge.
n=1
n
. . ]\ _ ld] )" _
8.82) Puisque lim nln(l+~——|= lim In|{14+—] = |[a]| ,
n—-+4oo0 n n—-+oo n

la série converge si et seulement si 0 < a < 1.
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Puisque pour tout 3 # 2km avec k € Z et tout entier p > 0 :

pB . (p+1)p
sin —— sin ~———"— 1
2 <
‘ sin ﬁ - sin — ’
2 2
le critére de Dirichlet nous permet de conclure que la série E sin "ﬂ sinmd) converge
pour tout o > 0 et tout 3 € R. n=1
8.84) 1) 8 # 2km avec k € Z. Puisque tout entier p > 0 :
pB (p+1)8
sin —— cos ~————— 1
2 <
‘ sin é B sin é ’
2 2
le critere de Dirichlet nous permet de conclure que la série Z M converge
n=1

pour tout a > 0.

+oo

2) 8 = 2kw avec k € Z. La série Y n% convergesi o > 1 et divergesi0 < a < 1.
n=1

8.85] 1) 3# (2k+1)F avec k € Z. Puisque pour tout entier p > 0 :

Z " cos( 2nﬁ)’ = Zcos(n(ﬂ - 25))
p(m—28)  (p+1)(r —20)

sin cos 1

2 2 <
cos 3 ~ |cosp|’

)n cos(2n3)

no

+oo
le critére de Dirichlet nous permet de conclure que la série > (-1
n=1

“+oo 1 "
converge pour tout « > 0. Comme de plus la série > (n—)
n=1

converge (critere

des séries alternées), la série
Jio (_l)nsinz(nﬂ) 1 Jf (_l)nl — cos(2nf3)
= ne 2 = ne

converge pour tout a > 0.
2) B = (2k+1)3 avec k € Z. Dans ce cas, puisque

+oo .2 too
s g~ 1

n=1

la série converge si > 1 et diverge si 0 < a < 1.
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Puisque Z nCOS nﬂ —Z — sin? nﬂ ot Z

converge (crltere des séries alternees) les deux séries

+oo

Z( )ncos (nB) ot Z nsm nﬁ)

n=1

convergent pour les mémes valeurs de a et 3. Pour ces valeurs voir ’exercice
précédent.

Puisque io M _ % i’" sinn(1+ B) + sinn(1 — )
n
n=1 n=1

ne ’

on déduit de 'exercice 8.83 que cette série converge pour tout a > 0 et tout
0 €R.

8.88) Puisque pour tout 8 # 2kw avec k € Z et tout entier p > 0 :

sin ]ﬁ sin (p+1)8
’ 2 2 1
sin — sin —
2
le critére de Dirichlet nous permet de conclure que la série E Slln :f ) converge
pour tout a > 0 et tout 5 € R. n=1

8.89] Posons (a, = 2(1+1+---+1)). D'une part, pour tout entier n > 0 :

Y I C I SR .
e A 2 n (n+1)2

-1 1 1 1
=———(l+s++=- )+ —-5<0
n(n+1) 2 n (n+1)
t i 1 1 0 (ex. 2.50).
et lim a, = lim — =0 (ex.
n——+oo -0+ k
D’autre part, pour tout 8 # 2km avec k € Z et tout entier p > 0 :
p8. (p+1)8
sin — sin ———— 1
2 < .
| sinﬁ B siné
2

Finalement, le critere de Dirichlet nous permet donc de conclure que la série

“+o00
> ansin(nf) converge pour tout a > 0 et tout 3 € R.

n=1
8.90] Puisque pour tout entier n > 0 :
n(n+1)

1+---+n:Tet3—|—---—|—(2n+1):2Zk+n:n(n+2),
k=1
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on obtient que pour tout entier n > 0 et tout p € Z :

1+---+n b n+1

_ P
3+ +@2ntl) " 2mt2) "

Ainsi, comme lim Z—i; = 1, il existe un entier ng > 0 tel que pour tout
n—-+4o0o
n>ng:
1 n+1 n? 1+---4n
=< < 2 ou encore — < nP < 2n?
27" n+2" 2 “3+--+2n+1) —

ce qui entraine, d’apres le critere de comparaison, que la série E m nP
converge si p < —1 et diverge si p > —1.

14nP
891 1 > q. Di li =
) p > q. Diverge car m e +00

1+ nP
2) p=gq. Di li =
) p = q. Diverge car Jim e

1+nP 2nP 2
< — < —.

14+ ng nd — n?

1+nP nP _ 1

> =,
1+n9 2n4 2n

3) ¢ > p+ 1. Converge car pour tout entier n > 1:0 <

4) ¢ = p+ 1. Diverge car pour tout entier n > 1 :

Utiliser le critere de Raabe-Duhamel.
Soit p > 3. Alors,

=X 1 121 1
0<e‘znv Zn' Ly Tl

n=p+1 n=p+1

On sait que pour les séries alternées, on a pour tout entier p > 1 :

+oo _1)n
Z(nz)

n=p

Par conséquent en prenant p = 100, on obtient que

“+oo _1)n 99 (_ n
> =y 210 pros = —0,8225 & 10~4 pres.
n=1 n=1
+0oo n 2
(-1 ™
R : =——.
emarque T; n2 12
P g P 1 1
638 2 wen Y w3 (T - )
n=0 n=0

l—a 1-—a2™"
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D’out
*ZOO o 1 1
1-a®  1—a potool_a?"

n=0
1 a
1—a_1:1—a silal <1

- 1

T sifa] > 1.

Cette double inégalité s’obtient par un simple raisonnement par récur-

rence sur n (m étant fixe) en choisissant p (ce qui est toujours possible car
“+o0

> ar < +00) de sorte que

k=0

- 1
Vs>r>p: E ak§§etl—ar>0.
k=r

1) Soit p > 1. Puisque lim a, = 0, il existe ng € N tel que pour tout

n—-+o0o

entier n > np : 0 < a, < 1 ou encore 0 < a? < a,. Pour conclure, il suffit
d’utiliser le critéere de comparaison.

2) En effet, soit € > 0. D’une part, il existe m € N* tel que pour tout entier

n>m:
1 €
— Z kak < Z ag 5
n k=m-+1 k=m-+1
D’autre part, en posant g = [@} +1ou M ={l,a1,...,an}, on obtient
que pour tout entier n > q :
1 " m — €
- - < z.
n kX_: n kz_: -2

Ainsi, pour tout entier n > max{m, ¢}, on a

O§a1+ as + + na :—Zkak+— Z ka,k<6
n
k=m+1

3) Soit un entier r > 2. Alors, pour tout entier n > r :

- a1 + 2as + - - + nay, - 1 -
3 +n(n++1)+ :2_:< Zkak>—z<n+1;kak>

n=1 n=1
r 1 n r+1 n—1 1 r
:Z<—Zkak>—z< Zkak>:Zan——IZkak.
n=1 n k=1 n=2 n=1 r+ k=1

Nar 2+ na, xS
Par conséquent, en utilisant 2), on a Z ! ? ) o Z Q.
n(n

n=1
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4) 11 suffit de constater que pour tout entier n >0 :

2
1 Van 1

OS(«/an— ) =a, — 2 a + 5

n+1 n+1 (n+1)

ou encore

et d’utiliser le critere de comparaison.

11 suffit de constater que pour tout entier n > 0 :

1\? 1 1 1
0< | na, — — :n2a%—2an+—0uencoreO§Gn<— nzafl—l——
n n? 2 n?

et d’utiliser le critere de comparaison.
8.99] En effet, il suffit de constater que pour tout entier m > 0 :

m

Z(an+l - a'n) = Gm+1 — GQ-
n=0

8.100/ Puisque pour tout entier n > ng :

S

_néan71<“.<ano
bn,

= 3 ou encore 0 < a,, < b, ,

S
S

n—1 no

le critere de comparaison nous permet de conclure.

“+o0
8.101) Soit € > 0 et posons pour tout entier p > 0 : 2, = >, a,. Ainsi, la
n=p+1

suite (an) étant décroissante, on a que pour tout p € N et tout entier m > p :

m
mx
(m —p)am, < E an <, ou encore 0 < may,, < L
n=p+1 m-p

D’une part, puisque 1ir+n xp = 0, il existe ¢ € N* tel que 0 < zy < 55 ce qui
p—+o0
entraine que pour tout entier m > q :

mg m €
0 < man, < < —.
m—q m—q) 2

D’autre part, comme lim -2 = 1, il existe un entier » > ¢ tel que pour
m—+oo M4
tout entier m > r : 0 < % < 2. Par conséquent pour tout entier m > r :

0 < ma,, < e. D’ou le résultat.

8.102) Il suffit de constater que pour tout entier n > 0: 0 < ;74— < # et
d’utiliser le critere de comparaison.
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+o0
8.103) 1) Pour commencer, on va supposer que »_. a, < +oo. Alors, puisque
n=0

le critere de comparaison nous permet
de conclure.

“+o0
2) Montrons a présent la réciproque. Puisque < +o00,
) p proq q Z . + -
on a HEIEOO 112 = 0; ce qui entraine que la suite (an) est majorée. Soit M > 0

un de ses majorants. Alors, pour tout entier n > 0 :

Qn,
>

Tra +"M ou encore 0 < a, < (14 M)

1+a,
et de conclure en utilisant le critére de comparaison.
8.104] Par un simple raisonnement par récurrence, on montre que pour tout

entier n > 0 : «a,, > 0. Ainsi, pour tout n € N :

1

Anp41 = 5

De plus, pour tout entier p > 0 : api1 — ap = 5 (—ap + /a2 + ap) < ‘/QLTP ;
ce qui entraine que pour tout n € N* :

(an +Va2 + an) > .

n—1 n—1 “+oo
1 1
Qp = Z(Oép+l — Olp) < 5 Zw/ap < 52,/% < 4o00.
p=0 p=0 p=0

Par conséquent la suite (an) est croissante et majorée donc convergente.

8.105) 1) La fonction f n’étant pas identiquement nulle, il existe a € R tel que

f(a) # 0; ce qui entraine, puisque f(a) = f(a +0) = f(a)f(0), que f(0) =1

Ainsi, par un simple raisonnement par récurrence, on démontre que pour tout
n € N* et tout z € R : f(nx) = (f(x))n et f(M(2) = f(x)(f’(O))n Par

conséquent la fonction est bien C* et si [f(1)| <1, on a

= o1
Zf nzo F(1)) BT

2) Puisque pour tout y € R: f(0) = f(y —y) = (f(y))2 et que la fonction
f n’est pas identiquement nulle, on doit avoir (f (O))2 = f(0) # 0 ou encore
f(0) = 1. Soit z € R. De (f(—)) = f(0) = 1, on déduit que f(%) # 0; ce qui
entraine, puisque f(§) = f(x — 5) = f(ac)f(%)7 que f(z)=1

De E possede une infinité d’éléments découle que (an) est une suite

de nombres réels positifs.

1) Posons ny = 1 et pour tout entier p > 0 : n, = min{n € £ : n > 2n,_1}.
Ainsi, on obtient, la suite (an) étant décroissante, que pour tout p € N* :
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np P 1 P —_ Pl
> Ylm - men) =3 (1222 5 5~ E
n=1 k=1 k=1 k=1
“+00
ce qui entraine que Y a, = +0o0.
n=0

2) Contre-ezemple : Posons, pour tout entier n > 0 :

sin = k2 avec k € N*
an =

SR

sin # k? avec k € N*.

Alors, la suite (ar,) n’est pas décroissante mais E posséde une infinité d’élé-
ments. De plus,
= =1 2
0<d =2 5=%
n=0 k=1

8.107) 1la) Pour commencer, on va supposer que pour tout entier n > 0 :
an > 0. D’une part, puisque pour tout p € N :

P B(p) +oo
S'p:Zac,(n) < Zan < Zan < 400
n=0 n=0 n=0

ot A(p) = max{c(0),...,0(p)}, la suite (S,) est majorée. Comme de plus elle
est croissante, elle converge et

+oo 400
D tom <D _an.
n=0 n=0
D’autre part, en constatant que pour tout entier m > 0 :
m w(m) +o0
D<) ot D o
n=0 n=0 n=0
ot p(m) =min{k € N:{0,...,m} C {0(0),...,0(k)}}, on a
—+o00 400
PBLIED BLEGE
n=0 n=0
+oo 400
D’ou Z ap = Z Ao (n)-
n=0 n=0

1b) A présent, on va démontrer ce résultat sans supposer que tous les a,, sont
positifs ou nuls. Pour cela, posons pour tout entier n > 0 :

a, siap, >0 _ —a, Ssia, <0
a;‘;: . et a, = .
0 sia, <0 0 si ay, > 0.
+oo —+o0

Ainsi, puisque |a,| = a} + a;;, on obtient Z al < 400 et Z a,, < +oo.

n=0 n=0
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Par conséquent, en utilisant 1a), on a

+oo +oo too
ZO lao(n)| = Zoa::(n) + Zoa;(") < 00

et +o00 +o0 +o0o +oo +oo +oo
Za“ = Zaﬁ{ - Za; = Zaj(n) - Za;(n) = Zaa(n)’
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
2) Contre-ezemple : Soit ( = ﬂ) Alors, E a, = In2. Supposons a

présent que ’on puisse modifier 'ordre de ses termes Sans modifier ni sa nature
ni sa somme. Alors, puisque pour tout p € N* :

p 2p+2
S (55 5 320
—\\2n+1 4n+2 4n+4 "

on aurait, par passage a la limite, que In2 = “72, ce qui est absurde.

8.108) Pour commencer, montrons que hm an = +o0o. En effet, par un

n—-+

simple raisonnement par induction, on montre que pour tout n € N* : a,, > 0;
ce qui nous permet d’écrire que pour tout entier p > 0 :

2

2
(apt2 — ap+1) — (apt1 — ap) = a127+1 - a127 = (ai +ap)” - ap = a;l) + 2“2 >0

ou encore
(apt2 = apy1) > (ap+1 — ap).

Ainsi, pour tout entier n > 2 :

2
Ap —Ap—1 > Qp—1 —Qp_2 > ... > a1 —ag=a" >0;

m
ce qui entraine que pour, tout m € N* : a,,, = ag + Z(an —ap_1) > a+ma’.
n=1

Calculons a présent la somme demandée. Puisque pour tout n € N :

1 1 1 1

an+1  oplan+1) a, 1l4a,

)

on a, pour tout entier ¢ > 0 :

Zq: 1 _Xq: 1 1\ 1 1
n:01+an_n:0 an  Gni1) Q@ age1

=X 1 1 , 1 1
E = —— lim = —.
= 1+a, a g¢toag1
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8.109) Puisque pour tout n € N* :

LG e S0 S 6D

ce qui donne, par passage a la limite, que
dt = ——In(1 =
S (e Gom(en) -

ou v est la constante d’Euler (ex. 5.246).
8.110) 1) Soit = > 0 et considérons la suite () définie par

xn:i<%—ln(1+%)>.

Cette suite est strictement croissante car x,,+1 — x, = ni-l-l —In (1 + n_+1) > 0.

De plus, elle est majorée. En effet, par le théoreme des accroissements finis
appliqué a la fonction In(1 + ¢), a chaque entier £ > 0, on peut associer un
nombre 0 < 0 < 1 tel que

T T T 1 x?
0<—-——-In(l+-)==(1—- ——— —.
<p-m(ieg) k( 1+ek%)<k2

Par conséquent

9 9 Ool_ac27T2
O<z, <z Z—<x Zﬁ_ 5
k=1

La suite (a:n) étant croissante et majorée, elle converge. Autrement dit, la série
est convergente.

2) Soient g : ]0,4+o00[ — R la fonction définie par g(z) = > Ty et a>0.
k=1
A chaque entier p > 0, associons la fonction f, : |0, +00] — R définie par

p

“EGn(3)

k=1

D’une part, d’apres 1), la suite fp) converge simplement vers la fonction f.
D’autre part, puisque pour tout p € N* et tout = € |0, 2q] :

+oo
, 1
|f3(z) — g(= Z kk—l—x <2a Z 520

k=p+1
on a que pour tout entier p > 0 :
+00 1

sup ‘f;(ac)—g(ac)’<2a Z =

0<z<2a k=p+1
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“+oo
k—lz = 0, la suite (f’) converge , sur 0, 2al,

Comme de plus lim »

P=Ho0 ppit
uniformément vers la fonction g. Par conséquent g est continue sur ]0,2a[ et
(ex. 6.152) pour tout z € ]0,2q] :

+oo
f/(l‘) =g(z) = ;m

Ce résultat étant valable quel que soit a > 0, il 'est sur ]0, +oo[. De plus, la
fonction f’ est continue car elle est sur chaque 10, 2a].

] 2n+1 1 1
_Vn
. n” +1
8112 lim —— Vo ——
(n+ 1)7”rl +1
1
1+
o wa T G
nn
=R =+
Inn
8.113 lim i— lim 1—&—1 ;—léR—
. n—-—4o0o 1H(7’L+ 1) B n—-+oo n ) ln (1 + %) - =
n+1 + Inn
(n})?
! 2 1)(2 2
) T G0 L N G Y . e ) RN Y
n=tee ((n4 1)) n—+00 (n+1)
(2n +2)!
n . 1
8.115 lirf Vnen = hrJIrl Yne=e=R="-.
n—-+o00 n——+oo e
8.116 1i1}_1 Vnn = liIJIrl n=-4+o00=R=0.
! (n+1)
— 1 —2(n+1
8.117) lim chn ¢ jim et e=>R=e.
n——+oo 1 n—+4oo | 4+ e—2n
ch(n+1)
1 1
lim non = lim (1+4) 1+ —=-"2]=1
8.118] n—+oc 1 n—+oo n nn

(n+1)In(n+ 1)2
=R=1
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“+o0
8.119] R = 1. Alors, pour tout = € |—1,1] : Zx" =

+
8.120) R = 1. Posons f(z) = Z avec |z| < 1. Alors, pour tout z € |—1,1]:

+oo 1
/ _ n—lz
x)—;x T

Par conséquent, puisque f(0) =0, on a f(z) = —In(1 — z) avec |z| < 1.
8.121) R = 1. Posons f(x) = Za: = 1= avec |z| < 1. Alors, pour tout
el-1,1[:
+o0 1
fllo) =) na" "t = ——.

n=1 (1 - .’,U)

D’ott Z na" )2 avec |z] < 1.
—x

+oo
8.122] R = 1. Posons f(z) = > na" =
n=1

avec |z| < 1. Alors, pour tout

)

xe]-1,1]:

“+o0

1+
"(x) :Z n2g" "t = —.
nel (1 —33)
+oo
1

D’ou 7; n2y" — H avec |z| < 1.

+oo
8.123] R = 1. Posons f(z) = ) 7A52""! avec |z| < 1. Alors, pour tout
el-1,1[: n=1

Zm: 1—3:)2

1

Par conséquent, puisque f(0) =0, on a f(z) = In(1 —z) + s 1 avec
-z

|z| < 1.

8.124) R = 1. Alors, pour tout |z| <1 :

—+o0 +o0 +o0
n+1 .4 " x”

E T = E T+ E —

n=1 n n=1 n=1 n
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8.125) R = 1. Alors, pour tout = € |—1,1] :

+Oon2+1 =3 +°°93” x
7; - T :nz::lnx +;7=7(1_x)2—1n(1—x).

8.126) R = 1. Alors, pour tout z € |—1,1[:

“+oo

2 1
Z% n+1 _xan —‘,—Z 1_3:)2 —In(1 — z).

n=0

n+1

“+o0
(8.127) R = 1. Posons f(x avec |z| < 1. Alors, pour tout = €
] [ — n(nJrl)
1,1 -

Z—: In(1l — z).

Par conséquent, puisque f(0) =0,ona f(z) = (1—2)In(1—z)+z avec |z| < 1.
8.128) R = 1. En utilisant I’exercice précédent, on obtient

. 1- .

JFZ " (1-2) Inl—-2)+1 si0<|z/<1
e — €T

R siz=0.

8.129) R = 1. Alors, pour tout z € |—1,1[ :

+o0 ‘,EnJrl 1 +o0 $n+1 n+1

1<
n2—1 2 n—1 5 —~ n+1

:%(x2—1)§i—n+%(x+x—;)=%(a:+%2—(x2—1)ln(1—x))-

n=1

8.130) R = 1. Alors, pour tout = € |—1,1[ :

“+o0 oo n

Z712—371—&—2_Z _ngn—l :E—;U)Z%—&—xQ

n=1

= (z —2?)In(1 — ) + 22

8.131) R = 1. Alors, pour tout = € |—1,1] :

+oo n 4o +oo xn+2 +o0 xn+2 +o0 "
S L— e - 2 —(2- T

=(z—-2)In(1 —z) — 2.
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8.132) R = 1. Alors, pour tout = € |—1,1] :

+o0 n n+5 5 400 n+5
;n2+6n+5 - 4Zn+l 1523 +5
R ) 2 3 4
1y x 5 x x x
‘1@‘5)”_1;‘1(“7*?*1)
1 4 ) z? 23 ot
—Z((ﬁ —5)1n(1—;v)—1($+7+?+z

1 1
8.133) R= T Alors, pour tout |z] < 3 :

4x

+o0 +oo +o0 n
> an (n+ %) 2= "n(x)"+ ) (4? = T am? —In(1 — 4z).

8.134) R = 1. Alors, pour tout z € |—1,1[ :

= 1 , &, X 1 3
S ()X X () =

n=0
+
8.135) R = 1. Posons f(z) = Y (277.3,-)1 22"t avec |x| < 1. Alors, pour tout
zel-1,1: n=0
+o0 1
! _ _e2\" -

Par conséquent, puisque f(0) =0, on a f(x) = Arctgz avec |z| < 1.
8.136) R = 2. Alors, pour tout z € |—2,2[ :

= n n_+oo T\" 2w
22_”56 _;n(§) T 2-a)?

n=1

1
8.137) R = —=. Ainsi, puisque pour tout [t| < 1:
Ve
+oo tn n
Z —tZ—:—tlnl—t)
n= 2

on obtient, en posant t = ex?, que pour tout |z| < ﬁ :

+oo

e'ﬂ

E —— T = _ea3In(1 — ex?).
n—1

n=2
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8.138) R = 2. Alors, pour tout |z| < 2 :

YIS (5 Y —

n=0
+m n

8.139) R = 3. Posons f(z) = Y -3 " avec |z[ < §. Alors, pour tout
rel-3 Al

+o0 n

2z
f(x) :Z ( n) = —In(1 — 2x).
n=1

Par consequent puisque f(0) =0, on a f(z) = 3 (1 — 2z)In(1 — 22) + x avec
|z| < . D’ou, pour tout |z| < 3 :

+oo
271
; e 22 = f(x) = 2® + g (1—2z)In(1 — 22).

8.140)] R = +o0. Soit f : R — R la fonction définie par

too 2202
=S (-1

10 = 0

Puisque pour tout x € R :
2
=2xe 7
et f(0) =0, on obtient f(z)=1—e""".
1
—n 1+ —
n-+e n
141] R = li = i ne =1
8.141) oo (n+1) +e(tD) n—rtoo 1 1 1
tn) e
Alors, pour tout |z| < 1 :
= x2 ex
n—!—e" "tl=¢ nz" + x ( ) + .
S S oS () = e

1 2n+1

8.142] R = lim (n+ 12" = 2. Alors, pour tout |z| < 2 :
n—+o00 n2m
X n
+oo n —+00 _> x
; n2n ; = -eln(1-3).

8.143) En posant t = 922, on obtient que pour tout |z| < R :%

+oo +oo n

Zi 2n+1_xz_:—gclnl—9$)

n=1
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8.144) En posantt:%,on obtient pour tout |z| < R = /2 :
too 230 23 T8 yn 3 3
T x
_r e (1=,
S an(-F)

8.145] Considérons la fonction auxiliaire f : R — R définie par

I 2n+1
x
= —]_ |
fe) nzzo( S e
(pour cette série R = +00). Ainsi, puisque pour tout € R :
“+oo (_$2)n )
! _ § _ —x
f (‘r) - n=0 n' ‘
et f(0) =0, on obtient pour tout z € R : f(z) = / et dt.
0
“+oo
Par conséquent hT f(z) = / et dt = ? .
T—T00 0

o0 n +oo 1 n \/5
;ﬁ:;"<ﬁ> "

+oo

8.147) Puisque pour tout |z| <R =1: ;nx” = ﬁ,
o0 n
ne 8e
on obtient, en posant x = £, que = .
n obtient, en posant x 8qu28n e

400 ] o0
D CINE EUE) SRR T
n=0 n=1 n=0

8.149] Soit f :]—1,1[ — R la fonction auxiliaire définie par

+oo
x2n+1

f@)=) w—=
nz:% (2n+1)

(pour cette série R = 1). Ainsi, puisque pour tout |z| <1 :

Z$2n_1_x2

1 1
et f(0) = 0, on obtient pour tout |z| < 1: f(z) = = In ( + x)

2

Par conséquent +ZOO __ f <1> In2
w1 S 3 )T 9
= (2n+1)3 3 2

1—2x

477

(15 — 63) e’

2(e3 — 3)2 .
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1\7 1
+oo too (= In -
1 1 (2) 2
8.150 = — =——==1
;2"1n2” IHZ; n In2
+oo +oo +oo
1 1 1
8.151 —_— = — -4 —_—
2 e~ Zar S e

1 1 3
——ln<1—1>+41n(1—1>+1—1+31n1.

8.152] En utilisant la formule de MacLaurin, on peut écrire que pour tout
t € ]—1,+0o0] et tout entier p > 0 :

mh (-1

P
-1
1n(1+t):2( ) "+ Pt avec 0 < 0, < 1;
=1 (p+1)(1+0p.t)

p+1

ce qui donne, par passage a la limite, que pour tout [t <1 :

S (=D

1n(1+t):ZTt".

n=1

Ainsi, en remplacant ¢ par z — 1, on a pour tout 0 < z < 2 :

400 n
o= ey

n=0

ce qui entraine que la fonction f est de classe C* sur l'intervalle ouvert 0, 2[.
Comme elle I’est aussi sur chacun des deux intervalles ouverts |0, 1] et |1, +o0],
f est de classe C* sur son domaine de définition R .

+o0
8.153] Soit |z| < S. Puisque la série numérique > a,(3" converge, on sait
n=0

que lirf an, 8™ = 0; ce qui entraine qu’il existe m € N tel que pour tout entier
n—-—+0oo
n>m: |a,B" < 1. Posons r = % < 1. Alors, pour tout entier p > m :

p P

y4 m m
Sp :Z |anz"] :Z lana™ |+ Z lanz™| :Z lanz™ |+ Z |an ™™
n=0 n=0 n=0

n=m-+1 n=m-+1
p
1

m m
SZ |anx™ |+ Z r" <Z lanx™| + T
n=0 n=0

n=m-+1

On a ainsi démontré que la suite croissante (Sp) est majorée, donc convergente.

+oo
8.154] 1) La série numérique »_ a, étant convergente, le rayon de conver-
n=0
+oo
gence R de la série entiere > a,x™ est supérieur ou égal & 1; ce qui entraine
n=0
que la suite de fonctions ( fp) converge simplement vers la fonction f sur [0, 1].
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Montrons a présent que cette convergence est uniforme. Pour cela, posons pour
q
tout couple (p,q) de Nx N* : 4, . =>" apin.
n=1

—+o0
Puisque la série Y a, converge, on a lim §, = 0 ou &, = sup |yp,m|. De
n=0 p—-+oo m>1

plus, pour tout z € [0, 1] et tout (p,q) € N x N* :

p+q

E anz"

n=p+1
= |“Yp,15'3p+1 + (%72 - 7p71)xp+2 +ot ('an - “Yp,q—l)xp+q|
e R e

< |’yp71|(xp+l _ xp+2) 4+t |/yp7q71|(xp+qfl _ prrq) + |,7p)q|xp+q < gpgcerl

’fp—&-q(x) - fp(x)‘ =

1 2
— ‘ap+1$p+ + ap+2xp+ 4+ ap+qu+Q‘

Ainsi, on obtient que pour tout x € [0,1] et tout p € N :
‘f(a:) - fp(x)’ = qggf_loo‘fp-&-q(x) - fp(x)‘ <&
ou encore que pour tout entier p > 0 :

sup |f(2) = fp(2)] < &.

z€[0,1]
Par conséquent, puisque lim ¢, = 0, la suite ( fp) converge uniformément
p—-+o00

vers la fonction f sur [0,1].
2) En effet, la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue.

Remarque : Pour démontrer la proposition 8.13, il suffit de remplacer a,, par
anpa™ ou a, " et d’'utiliser le résultat de cet exercice.

3) Raisonnons par ’absurde et supposons qu’au moins un des a,, # 0 et posons
p = min{n € N : a,, # 0}. Alors a, # 0 et soit ¢ : [0,1] — R la fonction définie
par

+oo
g(z) = Z anz" P,
n=p

Cette fonction est, d’apres 2), continue et comme de plus pour tout k € N* :
s(}) =17 (}) =0, ona

ce qui est impossible. D’ou contradiction.

8.155] Non. La série entiere

+oo 1
E (-)"z"=——, |z|]<R=1
14+
n=0
+oo +oo

1
: § _1\n,n _ : § 1\ g3
est un contre exemple car th{l ( ].) xTr = 2 tandis que ( ].) dlverge.

n=0 n=0
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8.156) 1) En effet,

lim sup { ‘nan‘ = lim ¥n lim sup ¥} ‘an‘ = lim sup ¥ ’an’.
n—-+4oo n—-+o0o n—-+o0o n—-+4oo

2) Soit |xg — a|] < R et prenons b,c € E avec b < xy < c¢. Puisque la suite de

P +oo
fonctions (Y- apn(z —a)"!) converge uniformément vers > ann(z —a)"

n=1 n=1

sur [b,c], on a (ex. 6.152)
+o0 =
f(zo) = Z ann(xo — a) .
n=1
Considérons la fonction auxiliaire f : ]—0, o[ — R définie par
+oo
flx) = Z anx” .
n=0
190)
p!

8.158) 1) Soit x € R. D’apreés la formule de MacLaurin, & chaque entier p > 0,
on peut associer un élément 6, de 10, 1] tel que

Fixons p € N. Alors, f(?) =0 car f =0. D’ou ap = =0.

p n P
f(g;)zzw n+wxp+1.

e ” (p+1)
* . +1 : Pt PIREN
De plus pour tout p € N* : ’f(p )(pr)’ < M et pEEI-loo =Sy 0. D’ou
T r) (o
= S0,
n!
n=0
2) Utiliser 1).
3) 1l suffit de constater que pour tout z € R: f(z) = » (-1)"—.
— (2n+1)!
4) Soit z € R. Alors
too (_1)n+122n71 on1

sin 2z = Z

n=1

(2n —1)!

“+o0
3 1 —1)"™(3+9™
cos® z = 1 cosx + 1 cosdx = Z%xzn

n=0

8.159] Soit f : [—1,1] — R la fonction continue (prop. 8.13) définie par

fa) =3 D s
= 2n+1
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+oo
Puisque pour tout z € |—1,1[: f/(z) = Z(—xz)n = ﬁ’ on obtient, f(0) =
0, que pour tout z € [-1,1] : n=0
_ = (_1)n 2n+1 __ A

LDt
En particulier pour z =1 : Z
n=0

m+1 4

8.160] Soit f :]—1,1] — R la fonction continue (prop. 8.13) définie par

+oo
(_1)n n
f@) = 2.
n
n=1
+oo
Puisque pour tout z € |-1,1[ : f'(z) = —Z(—x)" = —135, on obtient,
f(0) =0, que pour tout = € |—1,1] : n=0
“+o0
_1)»
flzx) = (=1 2" =—1In(l+x)
n
n=1
N (D"
En particulier pour x =1 : Z —— =—In2.
n=1 n

Autre méthode. Puisque pour tout p € N* :

P (—1) P 1 N 1 /P e
> - 2_:1/0 (—t)""tdt = /O (Z( t) )dt
1 1— (

n=1 n= n=1

)P T_4p
z—/ 7”dt=—ln2+/ (=) dt
0 1+t o 1+t

et 1 1 1
—t)P tP 1
/( ) dt‘:/ dt</tpdt:—7
o 1+t 0o 1+t 0 p+1
: - = (-1n
on obtient, par passage a la limite, que E =—In2.
n=1

8.161) Soit f:[—1,1] — R la fonction continue (prop. 8.13) définie par

+oo  n
J@) == 5.

Puisque pour tout 0 <t < 1:

T n—1 _
P e LY P Ny

n=1
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on obtient, f(0) = 0, que pour tout 0 < z < 1:

X  In(1—t)
S [
ikl 0+ t
Par conséquent

1-— o T _
/ In(1—1¢) g — lim In(1—1¢) it
0

+ t r—1— 0+ t
+oo 2
1 T
=l f@=f=-> 5=-F

et

1 1 1
2 2 - 1= - 2 - 2
_w_:/ In(1—1t) dt+/ In(1 —1¢) dt:/ In(1—1¢) dt+/ Ins ds
6 0+ t 1 t 0+ t 0+ 1—s

2

1 1 I
:/QMdt—lnsln(l—s)’2 +/2Mdt
0 0

+ t 0+ + t
1
2 In(l—-t
:2/ A0 g2y
0+ ¢
S(l—¢) . 1 2
n(l —
ouencore/ —Ldt = - (1 22——).
ot 2 6
8.162] 1) Soit x > 1. Puisque la fonction f(t) = & est strictement décrois-
sante sur [1,+oo[ et f+°° dt — _L_ on a, grace au critere de l'intégrale, que
+oo 1
n=1 n

P+1d +oodt 1
2) Soit > 1. Alors, Vp > 1: Z / —:>§() / il m—g
. _

n= 1

D’ou, wlirgr ((x) = +o0.

Soit « > 1. Alors, Vp > 1:

p +oo
1 P dt dt
n=1 1

1 [ I—l

Dou, lim ((z)=

r——+0o0
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1

P

3) Pour tout p € N* et & > 1, posons (,(z) = Z
n

n=1

La suite ({p(z)) converge, sur ]1. + oo[, simplement vers ¢(z). Considérons &
présent la fonction auxiliaire g : |1. 4+ co[ — ]0, +-o00[ définie par

“+oo

OEEDYS 12;1

n=1

Cette fonction est bien définie. En effet, pour x > 1 et tout n € N* :

Inn 1 Inn“ 1 1 R |
0< = — < — t

n=1

< +o0

avec o = “51. Soit @ > 1 et montrons que la suite des fonctions dérivées ()

converge uniformément vers la fonction g sur lintervalle ]a, +o00[. En effet,

+oo 1 . +oo 1
Vp>l:ili;;’g(x)—g(x)’§ Z n—:Let lim Z ZZL:O.

n —+00
n=p+1 P n=p+1

Par conséquent (ex. 6.152), sur Ja, +oo[ : g = ¢’. Ce résultat étant valade quel
que soit a > 1, ’égalité g = ¢’ est vraie sur |1, +o0[. De plus, la fonction ¢ est
strictement décroissante car pour tout > 1 : ¢’(z) < 0.

4) Soit x > 1. Alors, pour tout entier m > 1 :

00 1 +o00 1
L=27C@) = Y — =1+ —

2tn n#l
2tn
gy =1
= (1-21-3") @) =1-3Y — = — =
( J1=37)C(@) =(1-37)) -2 =1+ > —=
2tn n#l
2fn, 3tn
+o0 1
= ([1-27")(1-377) - (1 -p,")¢(x) =1+ >, e
n#l
2fn, 3tn,...,pmin
Ainsi, puisque
“+oo +oo +oo
1 1 1
Z — < — et lim Z — =0,
n® n* m——+00 n<
n#l N=Pm+1 N=pPm+1
2)(77'7 3+n)~~~)pnz+n
on peut écrire
400 100 1

H(l —p;%)¢(z) =1 ouencore ((x)= H

k=1 o1 (=)
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5) Soit « > 1. Puisque, pour tout entier p > 1 :

1 1
0< /ﬁe*m—dt< /ﬁt1’2dt:
0+ 1 0+

et — z—1

pZ (z-1)
et
+oo t:rfl +oo ta;—]
0< e Pt dt < e VP dt,
\/;_ et —1 or et—1
P
on a )
—= t:r—l “+o0 t:r—l
im [ YPe Pl g — lim e Pt dt =0.
p—+oo fo et —1 p—too [ 1 et —1
N
D’ou
“+o0 t:r—l
hm e_ptt— dt
p—too fo o et —1
1
— = t:E—l +oo t:r—l
= lim vP e PP dt+ lim e~ Pt dt =0.
p—+oo Jou et —1 p—+oo J 1L et —1
N/

6) Soit x > 1. Puisque pour tout entier p > 1 :

/+OO tm—l +oo +§ . L
dt = / e "M dt
o+ € —1 0+ =1
p 400 400 t+o0
_ Z/ efnttzfl dt+/ Z efnttzfl dt
/ot 0

+ n=p+1

z—1

p +o0 +o0 t
= Z/ R +/ e P ——dt,
n=1"0+ 0+ et -1

+oo yz—1 too rtoo
on obtient, en utilisant 5), que / - dt = / e Tl g,
o4 € —1 o170+

7) Soit « > 1. Puisque pour tout entier n > 1 :

r too t\" 1 too
(f) — / e—t (_) Zdt = / e—nssx—l ds7
n 0+ n) t 0+

on peut écrire, en utilisant 6),

+001

1 +o00 400 L 1 +oo tm—l
C(l‘):;ﬁ:—r(ﬁ);/m_ e "s dS:F(x)/O+ et—ldt'
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SOLUTIONS DES EXERCICES DU CHAPITRE 9

Equations différentielles

1
+ G (3e”+2€* —9cosz + 9sinz).

(z)
y(z) = ccos” x + cosx
c chzx
y() chz 2
y(z) = ccosx + sin .
y(z) =ce 8" — 1+ tgw.
cosx sinzx
ylo) = c—+

T T
y(z) = (c+ tg*z) cos? z.

y(z) = cx’e® —xe® — z?e” Arctg .
3
c x
Vo) = m t3n
1+ a?
= 1 —
sy = e +a?)+ 2 1 1

y(x) =cx+2z (Ve —1—-In(1+ Vo —1)).
y(a:)z%( 1422 - ln(1+\/1+x2))
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c 1 1
y(z) = P ((1 + 22) Arctg(1 + z?) — 3 In(2 + 222 + 3:4)).
y(@) = - +a.
y(r) =cx+zlnz.
1-— 1 1—2)In(l —
o) =o (12 ¢ LD,
x x
9.24) y(z)=ce ™ — 6+ 6z — 32% + 2.
y(a:)zcx—&—ganx.
c
V) = Tt
y(a:):cxew—g(2\/1—&—61—&—ezln(l—&—26714—267"”\/14—69”)).
2
y(;v):cx2—xArctgx+(x2—x)lnx—%1n(1+x2)—x.
y(ac):\/E(c+2\/x+\/§+l+ln(1—&-2\/5—&-2\/96—#\/5—#1)).
621
y(@) =c——.
(z+1)
T+ 22
(Poser z = y?) y(a:):%,x>0.
(Poser z = y?) y(a:):a:\/9—2lna:,0<a:<e%
(2 4 In )
(Poser z = y?) y(z) = 5 x> 0.
V1+1n®
(Poser z = y?) y(m):—ﬂ79€>0.
x
9.35) (Poser z = y?) y(z) = Vchz + ze®, x € R.
1
(Poser z = y?) y(m):x\/3x+1,x>—§.
1 | 1
(Poser = = ) y(z) = = Hfaﬂ > e
(Poser z = y?) y(z) = 1- 6z —1<a:<2.
1+z’ 3
(Poser z = y3) y(z) = Va3 — 322, 2 > z
V322 — 1 1
(9.40] (Poser z =43) y(z) = ———", 2 > —.
(9.40) ( y°) y(x) on 7
9.41] (Poser z = y*) y(m):x\4/1+2ln2x,ac>0.
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Equations différentielles 487

(Poser z(x) = 22 + y%(2)) y(z) = Vat+22 +1, 2 € R.

(Poser y = 22) y(x) = 2%, z > 0.

4

1
(Poser y = 22) y(x) = % (2+Inz) = > =

3 1
y(m):%(x—é(l+4x)7),x>—z.

2
(Poserz:y')y(ac):(ac—l)e“—gacz—l— ;GJCER.
(Poser z = ¢/) y(z) =2* —zlnz, 2 > 0.

s B 19
— _r_r .t ki
(Poserz-y)y(m)—4 3—|—2 $+1279€€R.
5 L e |
(Poser z = ¢') y(x) = c12° + ¢o 1 3% + 1 + > +4 rctg

In’z Inx

(Poser z = ¢/) y(x) = c12” + ¢ —x —

8 8
y(z) =1 €2 4 ge P —pe 2,
x
y(x) = crcosz + casine — 5 COS.
CoS T
y(x) = c1e® + core” +a? +4x 46 — 5

1
— e’ + — (2cosx — 3sinx).

y(r) = c1e” + ca e’ + 1 56

2

1
y(x) = c1 €™ 4 cowe™ + % e + 289 (15 cosx — 8sinz).

4
y(x) = c1 e “cos 3x+02e_””sin\/§x_ 4_ge:v

1
—&—% e’ + 13 (3cosx + 2sinx).

1
y(x) =cr1e P cos2x + cpe T sin2x + 3 (chx 4+ 5shx).

3
y(@) = cre” +epwe’ + et
y(a:)zqex—&—cze?’x—i—2(3x+3x2+2x3)
coszx sinz
2 —5ze*) + —— (1+5¢2).
10( a:e)—|—10(—|—e)
y(r) =1 e** cosx + g €2 sinx — g €2 cosx

1
+ 555 (20445307 + 42527 +1252°%).

y(x) = crcosx + cosine + xcosz — sinzx In(sin x).
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88 Solutions

(@) 08 2 + Co 51122 4 COST 4 sin2a:1 cos T
T) = c1 cos 2% + c2 sin2x ST n .
Y ! 2 2 14 sinx

. . cos T
y(x) =cre®cosx +coe’sine —e¥ —e"sinxln [ ——— |.
1+ sinx

2

1 1
y(r) = cre’ +core” + %ew + B + 50 (3cos2x + 4sin 2x).

2
y(z) =1 €2 4 ey 3T + (—10 + Tx + %) el

y(z) =1 e—’T + cs.

© © ©
(=2 (=) (=2
-~ (331 N

. r .
Z/(l‘) = 1 COSWx + Co SInwx + 2— SIn we.
w

9.68) 1) a # 2.
y(z) = c; 1797 Ly
N (@ =1) = (@ —2)?)sin(a — 2)z — a(a — 2) cos(a — 2)z .
((a=1) = (@ —2)2)" + a2(a — 2)2
2)a=2.ylx)=cre ¥ +core ",

y(x) = ¢1 cos3x + cosin3x — % cos 3z + % sin 3z.

3
y(x) =cre " +ca+ 3 (sinz — cosx).

In?
(Poser z =v¢') y(z) =ciInxz + co + %, x> 0.

1 2
(Poser z = o) y(z) = c12? + co — Ty (A +27%)

5 5 Arctg x.

c
y(z) = =+ cor — 4.
T

y(x) =z +ca(—1+zlnz) + 2.
7?(—4+3Inx)

9 , x> 0.

C
y(r) = ;1 + c2x +

1
y(r) = c1@ + cow? — 2 (1 - %) Inz, x> 0.

° @ @ F[ B @ @
BN 3 R = = =
(=2} (55 N (Y Y et S

©
<
=

1) |af > 1et a3

T —2x

— (—a+vVa2—1)zx (—a—Va2=1)z e €
)=ae e i ta) T5-da

y(x

xT
Ja=1ly(x)=ce “+core *+ % +e %,

[\
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4) o] < 1.

—2z

y(m):e"m(clcosx/l—azx—&-czsin\/l—a%c)+ ¢ + ¢

489

2(1+a) 5—4da’

2 —2z
5)a=—1ly(@)=cre" + e + = e+ °

2 9
1)a<—2oua>0.
y(z) = e (Ot ty/alat)e 4 o o(~(1+a)—/alat2)e

—2(104+ 53+ 680 +240%) + (15 + 44 o + 24 )z — (5 + 6a)a® + 2°.

2) a= 2. y(x) = c1e® + coxe” + 32+ 23z + T2% + 2.
3) 2<a<0.

y(r) = e~ (1t (Cl cos v/ —ala+2)x + cosiny/—ala + 2)95)

—2(10+ 53+ 680” +240°) + (15 + 44 a + 24 0°)x — (5+ 6a)z” + 2°.

4)a=0.yx)=cre *+cwre =20+ 15z — bz? + 2.
9.7 1) a=w=0.y(z) =cx+ co.

3
2) a=0etw#0. y(x):clx—FcQ—Esinwx.

3
3) a#0et |w| # |al. y(x) = c1 cosaz + casinar + ——— sinwa.
a?—w

4) a#£0et |w| = |al. y(z) = ¢1 cosax + ¢o sinax — 5, Leoswa.
w

9.80) 1) a=w=0.y(z) 261672"’”—&—624—;
2) a? + w? # 0. Posons

a— w? 2w .

Yo(z) = ———5—— cOSWT + ———5——— sinw.
(0 — w?)” + 4w? (0 — w?)” + 4w?

a) a < 1. y(z) = ¢y THVIZNT 4 gy o(FImVImZ 4y (),
b)a=1y(x)=ce 4+ caxe ™+ yo(z).
c)a>l.ylx)=ce “cosva—lz+ce “sinva—1lz+yo(x).

e’ +cea2r+1)e ™.

<
—
5
- -

c1x + 02(332 -1+ z* 4 322

x

e
ylx)=cr(x+1)+coe” + =

bl
Qo Qo
DN e
<
—
&

©
%0
—

S S
y(z) = . + cox” + s
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En faisant le changement de variable z(x) = 2?y(z), cette équation
différentielle se transforme en ’équation différentielle linéaire du second ordre
Z"(x) — z(x) =2+ 1. D’ou

1 5 C2 _ . 1 1
ylz) = —e —&—Fe _(E+_)'

(9.86) y(x —cla:+c—2—1—|—x—.
x

31 1 1
y(z) = 1w +_2+a: nx(ﬂ——>,x>0.

) 2 )

9.88) (Poser z =)

1
)=a1 z x2+1+—ln<x—|— x2+1>
2 2
1
+02+g\/x2—|—11n<3}+ 332—|—1)—|—Zln2<33—|— x2+1)—$

Z .

<
—
&

4

2

2—x2ln2x+2lenx+% In®z, z > 0.

y(r) = 1z + cox

3

1
(Poser z =) y(x):cllnx+02+%,x>0.
y(x) = 1o + cp e” 4 2.
1 2
y(:v)=(;—l+62x3—%+§7x>0.
3 1
y(a:)zclx2+62x3+x2(3+x)lnx+53:—6.
2
1
yo) = e+ 2 - T2
x? 3z
c1 T 1
9.95 = 5+2
@) = ot et B 2.

En effet, ces deux fonctions x et x2 sont linéairement indépendantes et

leur wronskien s’annule au point x = 0
1
9.97 . —2wzx —wT
flz)=cre e+ o

Notons pour commencer que le rayons de convergence R de cette série
entiere est +oo (critére de d’Alembert).

1) Puisque pour tout = € R et tout entier p > 1 :
P 3n—2 p 3n—1 p 3n 30 n

3n— Tt B T Gl T

n:l n=1 ’ n=0 : n=0
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on obtient, par passage a la limite, que

§ / +00 23n—2 +oo p3n—1 too 3
f ($)+f(x)+f(x):7;(3n—2)!+;(3n—1)!+§(3n)!
R N
= ZO F = e s

2) La fonction f étant 'unique solution ’équation différentielle y” (x)+y'(z)+
y(z) = e* qui satisfait les deux conditions initiales y(0) = 1 et y'(0) = 0,

on a
+oo
‘,E3n

2 _z
= - = —e 2 —_— -
f(z) ngzo Gl 3¢ 2cos— x+ 7

Par conséquent, pour z =1,

— (3n)!  3Ve 2 3

Pour commencer, remarquons que le rayon de convergence de la série
est infini (critére de d’Alembert) et que, par conséquent, la fonction J,, est bien
définie sur tout R. Ainsi, puisque pour tout z € R :

2y (x) + 2y (2) + (@ — n?)y(x) = 2(ay ()" + (2% —n’)y(@),

la fonction J, est solution de I’équation de Bessel si et seulement si elle est
solution de I’équation différentielle

w(wy' (@) + (@ = n)y(z) = 0;

ce qui est le cas. En effet, pour tout z € R :

/ n+2k
2 (@) Zk'n+k'2%x
/ X (20 4 28K) (2K) (=1)F oy
z(z ), (x)) = Z K (ntk)i2zk  ° -
k=
=n?J,(z) — 22 Z (=D 2 H2(k=1)
(k= 1)l (n+ (k— 1))1226—D

= — (22 —n?)Ju(z).

9.100) 1a) Equation du mouvement : my” (z) = mg — U(y'(x))2 avec y(0) =
y'(0) = 0 o1 o est une constante positive.

1b) En faisant le changement de variable z = 3/, la solution de cette équation

est
y(x):@ ln(chq/g—ga:>, x> 0.
o m
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2) Puisque pour tout z > 0 :

y'(a:)z,/@th,/ﬂx
o m

et que la fonction th est strictement croissante, la vitesse limite que peut at-
teindre ce corps est

. ! o )
AV =5

9.101] En dérivant les membres de cette égalité par rapport a x, on obtient
que la fonction cherchée f est I'unique solution de ’équation différentielle

qui satisfait la condition initiale f(1) = 0. Par conséquent f(z) = 12_3‘/5.
9.102] Pour tout z € R,

f(x)=e""ch (\/oz_a:> et g(x) = \/i_ﬂ e “sh (\/a_ ) .

9.103] Soit f: R — R une telle fonction. Alors, pour x =y = 0 : f2(0) = 1.
Ainsi, en dérivant 1’égalité donnée par rapport a y (x étant considéré comme
constante), on a

fllet+y)fle—y) - fla+y) f(z—y)=2fW)f ),

ce qui donne, en posant = y = 0, que f'(0) = 0. En dérivant & présent cette
derniére égalité par rapport a x (dans ce cas c’est y que 'on considére comme
constante), on a

ety fle—y) - fla+y) f'(c—y) =0,

ce qui donne, en posant xz =y, que f”(2z)f(0) — f(2z)f"(0) = 0.

Par conséquent, en posant t = 2z, les fonctions cherchées doivent satisfaire
I’équation différientielle linéaire du second ordre f”(t) — Af(t) = 0 (A étant une
constante) ainsi que les deux conditions initiales

f2(0)=1et f(0)=0.
Ainsi, toutes les fonctions cherchées sont
esiA>0, f(t) = £chVt;
esiA=0, f(t) ==+1;
e SiA <0, f(t) = £cosvV—At.
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Equations différentielles

y(z) = ,lzl < (/3.
31_§$2
2
ylz) =1,z €R.
1
= R
y(x) —5. 75 %€
(x) 2 >0
xXr) = x€X
Y 2+ mn%2)
yz)=—,2>0
Oé€2a
= — R.
(@) =T gar T €
aeax
-~ _seR
y(z) Gt ey €
223
= 0.
y(z) 2—1n(1+x2)+1n2’x>
222 1
= A s1—=)1.
y(@) 2COS(E+1—2COS].7I€:|O7 rccos(cos 2)[
VT
r) = ———, xc]0,V2].
@) = p=eelova
(x)_ffsii xe}—ﬁ E[
y B ,/6_625.in:6’ 6 6
eCOSI T 5
:77 6 —_
y(a:) ‘/6—62605x z :|3 |:
ylz) =1,z €R.
2x 1
o) = oy €)ool
(x)_L xe}_?’_ﬂ E[
Y V1 —sin2z’ 4740
2x 8 4
- ze|0,{/=].
y(@) V38 " } 3{
2z \/ﬁ
y(x):8—87| | <
V257 — 256 ¢
3V2
y(z) = V2 =, T € 0,3( +2\/_>
\/(9+16\/§)—8(1+x3)7
2 2
xXr) = , | < - _
y(z) || P

(‘/16— 15 (1+ 22)*

493
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2(1+ x)
(9.123) = e e =1,
y(@) 1—2Arctgz — In(1 + 22) vel-Lal

ou « est 'unique zéro positif du dénominateur.

241 In2
0128) y(r) -2z

3 7

\/7 6x si0<z< =

9.125) y(x { ) 6
E
8

sixz> —.
— 6

(9.126) y(z) =

3
y@%:{g(&—%ﬁ) S0<z<3V3
0 si x> 3v/3.

9.127] Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons que y # 0. Alors, il
existe a € I tel que § = y(a) # 0. Pour les besoins de la démonstration, on
va faire I’hypothése supplémentaire que a > xo (l'autre cas se traitant de fagon
similaire) et posons

¢ =sup{z € [zo,a[ : y(z) = 0}.

Ainsi, 29 < ¢ < a et y(c) = 0 et, puisque y est solution de I’équation de
Bernoulli avec m > 1, on aura

0 =y(c) = lim y(z)

r—c

~ lim fu(a) (1 sa—mer [ g dt)l_lm 40

r—c
(z) = e~ JaP®dt . ce qui est impossible. D’oil contradiction.

1 32445
= V@ = Gy 2 €10 VAL

5]
i :
- (€7
N o
Qo
g
<
—
8
~
|
|
—
~—
|

9.129) y(z) =e " y( )=—1+I+67‘”7x>—1.
y(x):ex.y(x):—%—ke x> —1.
@) = L y(e) = o e < B
y(o) =tg o, lal < {5

9.133 7@:—lw(y—%x_l)x>o
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Equations différentielles

1 1

7(z) =1 - 14— -y
y(r) =1, y(x) e Y e

(z) = Arcsm |ac|<\/_

(z) = 2Arctge x €R.

y(z)=—-1++va2+1,z€R.

(x)=1—+1—22 |z| < 1.
22

y(r) = —tg = lz| < /7.

3
T 3/3m
o) = —tg o ol < {5

I3

y(ﬂf) = 267137 Tz < \3/1112.
— €

e
z)=—In|{ln — ), |z| < VeZ - 1.
(o) =~ (=) Jal <
=vV-1+el=2? |z| < 1.

1 2
X ™

y(z) = Va3 +8, 2> 2.

x

y(m)zQex_l,x>—ln2.
(1) = o= lel <1
= s
1 = =

y(m):tg(%—kiln2x),x€]e_\/;,e\/;[.

= V4 -t |z < V2.

ozt 22

=In({——-——+1 R.

y(x) n(4 5 + ),a:e

3
y(x) = Arctg V3 — 2e*, & < ln§.

.’,U4 4
= Arctg /1 — 5 lz| < V2.

.’,UQ
y(a) =t -, lal < V7.

1 3 ?
y(a:):l—&—z ln(x—3)——3+5 ;x> 3.

y(z) = V1+3e?® zeR.

o) =5

(Vi + VImE).ae]-14]

495
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9.157) y(x) = Va2e*®> —1, x > « ou a est I'unique solution positive de
2

I’équation = e —1=0.

9.158) y(x) = \/In(a:2 —2cosz+2+e), z€R.
9.159] y(z) = \/—1 +2V1 +sin’z, z € R.

1
x) = g/—
y(@) Y1—3In«x
ylx)=-1++V1+22% z €R.

/3T e 2 In® 2
(Poser y(z) = zz(x)) y(z) = zeV2E D2 5 5 g n2 .

,0<z < e

(Poser y(z) = zz(x)) y(x) =z

y(x) = 4 Arctg 207513 1 e R.

N I © Rt I ©
= = = = = =
o o = = = =
IS ) ) = =)

3 2
y(z) = —37 + 6 Arctg €357z € R.

®
—
(=2
=)

(Poser z = (y’)z) y(z) = 1 + Arcsin(e® — 1), < In2.

BN

3
9.167) y(z) = —\/—1+e2(%‘+51+1), x > o oll a est 'unique solution de
’équation % + €e” +1 =0 qui, de plus, est négative.

(z) = 32 +1 >i
V=\3p@z 1" i

1
ylx) =v2zx+1, 2> —3

[—

<

© Rt I g ©
= = = =
~ J (=2} (=)
[y =) =) 0

(Poser z =4') y(z) = —Incosz, |z| < g
2
y(z) = (g + 1) —sinz, x > —2.
1+
9.172 - T > —2.
yw) =g 7
3
1+2e”
9.173) y(z) = % zeR
9.174] Puisque y(1) = § et pour tout x € |0, +oo[: y'(z) = %, on obtient,

en intégrant, y(z) = 2 Arctgz.
9.175) y(z) = xlna? = > 0.

1
9.176) y(z) =zIn(lnez), x > —.

e
2 —1

9.178) y(z) = v Arctg(l +1Inz), x > 0.

,r €R.
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. y(x) = 2z rcge‘xz,x>0.
9.179 2z Arctg e'
9.180) y(z) = x Arcsin g, 0<z<2
l1—x
9.181) y(z) = x Arcsin eT, z>1—1In2.
9.182) y(z) = zIn? E, O<x<e.
x
2
—1
9.183 y(a:):xz ,z€R.
472 — 3 3
9.184] y(z) =z — :E2 , x> g
2
-1
0185 y() =22 Y ,cp
¢ +1
1 z?+1
9.186) (Poser z =y') y(x) = §ln * 2+ ,xeR
9.187) y(z)=ze*™2 >0

=]
-
&
<
N
&
Il
|8
VR
L
+
&
0¢—qr b
/N
I3
|
&
=3
8

_2m An_
,e 3V3 <x <edVs,

9.189) y(z)=—(z+2)++/2— (z —1)2, |z — 1] < V2.
9.190] 1) Soit = € I. Puisque w(y1, y2](z) = y1(z)yh(x) — yi(z)y2(z) # 0, on
doit obligatoirement avoir y?(x) + y2(z) # 0.

o

2) Raisonnons par l’absurde et supposons que la fonction y2 ne s’annule pas
dans Ja,b[. Ainsi, d’aprés 1), on a que pour tout = € [a,b] : ya(z) # 0. Soit
: [a,b] — R la fonction définie par

~

_n@)

Cette fonction est continue et, de plus, pour tout x € |a, b :

/ wlys, yo] (x)

f'(x) 2(2) # 0.
Comme f(a) = f(b) = 0, d’apres le théoréme de Rolle, une telle fonction f
n’existe pas. D’ou contradiction.
3) Raisonnons de nouveau par I’absurde et supposons que « € I est un zéro
non isolé de la fonction y;. Alors, il existe une suite (o) d’éléments distincts
de I'\ {a} qui converge vers « et telle que pour tout n € N : y1(a,) = 0.
D’apres 2), on sait qu’a tout entier n > 0, on peut associer un élément 3, de
I strictement compris entre «,, et a,+1 et telle que y2(5,) = 0. Comme, par
construction, HEIEOO Bn = a, on a, grace a la continuité de la fonction ys, que

y2(a) = lim y2(6a) =0

ce qui, d’apres 1), est impossible. D’olt contradiction.
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Raisonnons par I’absurde et supposons que ’équation différentielle pro-
posée possede une solution y : ]0, +oo[ — R qui ne s’annule qu’un nombre fini
de fois. Alors, il existe un nombre a > 0 tel que pour tout > a : y(x) #0; ce
qui implique, d’apres le théoreme de la valeur intermédiaire, que la fonction y
garde un signe constant sur [a, +00|.

Pour les besoins de la démonstration, on va supposer que pour tout = > a :

y(z) > 0 (Pautre cas se traitant de la méme maniere). Considérons & présent
la fonction auxiliaire z : [a, +oo[ — R définie par

Ainsi, en remarquant que pour tout x > a : 2'(x) = g(x) + z%(x), on obtient
pour tout * > a :

ce qui entraine, du fait que f1+°° q(t)dt = 400, 'existence d’'un nombre b > a
tel que z(b) > 0. Par conséquent

y'(b) = —y()z(b) < 0.

D’autre part, puisque pour tout z > a : y”(z) = —¢(x)y(z) < 0, la fonction
y' est strictement décroissante sur |a, +oo[. Ainsi, en utilisant le théoréme des
accroissements finis, on peut écrire que pour tout x € b, +o0] :

y(x) <y) +y'(b)(z —b).

Finalement, de ces résultats, on déduit immédiatement qu’il existe un nombre
¢ > b tel que y(c¢) < 0. D’out contradiction.



Formulaire

Tableau 1 Valeurs exactes des fonctions trigonométriques
de quelques arcs.

T sin x cosT tgx cotgx
0 0 1 0 —
m 1 V3 V3 /3
6 2 2 3

m V2 V2 ) )
4 2 2

Ll V3 1 V3 V3
3 2 2 3
™

- 1 0 — 0
2

Tableau 2 Relations entre les fonctions trigonométriques
de certains arcs.

sin(—z) = —sinz

cos(—x) = cosz

tg(—z) = —tgx

cotg (—x) = —cotgx

sin(m —z) =sinx

cos(m—1x) = —cosx

tg(mr —xz) = —tgx

cotg (m — x) = —cotgx

sin(m+x) = —sinx

cos(m+x) = —cosx

tg(m+x) =tgx

cotg (m + ) = cotgx

(5 —a) = eror| con(Z o) s | 62— ) =t | ot (5 —5) =1
Sin(| — —x ) = g s — —x) =sinax oo — z T _ .
sin 5 ST 5 glg—7 g g(5—= g
. (T T ’ - -

sm(E +z> =cosx cos(E +m) = —sinxz|tg (E +m) = —cotgx|cotg (5 —l—m) = —tgzx
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Formulaire

Tableau 3 Formules de multiplication et bissection des arcs.

2tgE z
sin 2x = 2sinx cos singnzizz 251n2§:1—cosm
1+tg2 =
+ tg 5
1—tg2E -
cos 2z = cos® z — sin’ x coszzii 20052§:1+cosz
1+tg” =
+ tg 5
9 T
to2p — 2tgx A th ¢ z _l—cosz  sinz
& T 1—tg2x & 71—tg2§ 83 sinz ~ 14cosz
2

Tableau 4 Formules d’addition des arcs.

sin(z +y) =sinzcosy + coszsiny | sin(x —y) =sinzcosy — cosxsiny

cos(x +y) =coszcosy —sinzsiny | cos(x —y) = coszcosy +sinxsiny

tgxr +tgy tgx —tgy
tg(z—’_y):l—tgmtgy tg(z_y)zl—i—tgmtgy

Tableau 5 Transformation d’'une somme en un produit.

sinz—i—siny:?sinz;ycosﬂv;y sinm—sinyzZsinz_ cosm—;y
cosx+cosy:2cosz;y cosI;y cosx—cosy:—2sinm_y sinz;y
sin(z + sin(x —
tgz+tgy:7( y) tgz—tgyzi( v)
COS X CoS Y COS T COS Y

Tableau 6 Tranformation d’un produit en une somme.

2sinxsiny = — cos(z + y) + cos(x — y)

2sinz cosy = sin(z + y) + sin(z — y)

2cosz cosy = cos(x + y) + cos(z — y)

2coszsiny = sin(z + y) — sin(z — y)
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Tableau 7 Dérivées — Primitives.
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f(z) = F'(z) f(z) F(x) Conditions
a 0 ax
IQ+1
x az®! o a#-1,x>0
1 -1
. - In |z| x#0
1 -2 1
i —Arctgz a#0
a? + 2 (a2 + x2) a a
1 2z 1 a+t+x
a? — 2 (a2—z2)2 %lna—x @70,z 7 +a
1 —2x 1 T—a
2 — a2 (Iz_az)Q %ln r+a @70,z +a
V2 4+ a? L z z2+a2+£ln(z+ z2—|—a2) a#0
V2 + a? 2 2
2
Va2 —a? \/ﬁ ;\/IQ—GQ—%IH’I-F\/IQ—GQ‘ a#0,|z| > lal
_ 2
a? — x? \/ﬁ g a2—m2+%Arcsin§ a>0,|z]<a
_r i 111(96—!- x2+a2) a#0
Va2 +a? (22 + a2)3
L —2 In ’m+\/12—a2‘ a#0,|z| > |al
x? — a? (22 — a2)3
1 T .
Arcsin = a>0,lz|<a
a? — x2 (az_mz)5 a
e’ e’ e’
T a”
a a'lna na a>0,a#1
1
Inx p z(lnz —1) x>0
1
log,x Ta z(log,x — log,e) a>0,a#1,

x>0
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Tableau 7 Dérivées — Primitives (suite).

f(z) = F'(x) f'(z) F(z) Conditions
sin cos T —cosx
cosx —sinx sinz
2z = 1 T ik
tgx 14 tg T= —In| cos z| 17554— 0
cotgx —(1 4 cotg’z) = ‘._21 In | sin z| x # km
sin® x
_1 —.C(gsx ln‘tgf‘ x # km
sinz sin® 2
1 sinx ln‘tg(z—kz)’:ln 1+sinzx I#E—Fkﬂ
CcoS T cos? T 2 4 CoS T 2
1
Arcsinx _— rArcsinz + /1 — x2 z| <1
— v ||
-1
Arccosx _— rArccost — /1 — x2 r| <1
— v a
Arctgx ! zArctgxr — In\/1 + 22
14 22
Arccotg T _7_1 5 xArccotgr + In /1 + x2
T
shx chz chz
chx shx shx
2 1
thx 1—th“z = 5 Inchzx
ch*z
cothx 1 —coth?z = _2 In |sh z| x#0
sh“x
Argshz 1 rArgshx — /22 + 1
g 1122 g
Argchz L xArgchax — a2 — 1 x>1
2 —1
Argthz T L 5 zArgthz 4+ In /1 — 2?2 lz] <1
—x
Argcothz L zArgeothz +In /22 — 1 |z] > 1
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Tableau 8 Développements limités.
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f(x) Partie principale du développement limité de f autour du zéro
2 n
e ltz+ 2+ + 2
2! n!
sinx x_$_3+x_5+...+(_1)"ﬂ
31 B (2n+1)!
IQ I4 IQTL
1—-Z 4T
cos T o +4! + _|_( ) (2n)!
tgx ac+$—3+3 s AT 82 0o
& 3 150 3150 ' 2835
Arcsinz x+133_3+ﬁx_5+.”+1 3-5---(2n—1) >t
23 245 2-4-6-(2n) 2n+1
Arccos E—x_l_d_ﬁx: ..... 1-3-5---(2n 1) 2™
2 23 245 2-4-6-(2n) 2n+1
3 5 2n+1
T T x
Arct T (=)
retgx e T R G VA
shx x—|—$—3—|—$—5+~~ + s
3! 5! (2n +1)!
2 4 2n
T T T
h 14+ = 4+ = ..
e Tttt @
12 1-32° 1-3-5---(2n —1) 2*"H!
Argsh _-r 2ot i "
TS regtoas Tt TS T ey
3 5 2n+1
x x x
Argth oz 4.
e ST P
-1 1 (a— 1
(1+2)* l+taz+ ( )a:2+-~ +a(a oo (a—n+1) ,
2 n!
1 n n
T3 l—z+z" 4+ +(-1)"z
1 , .,
e R
x 1 2 nt1l1-3---(2n—3) ,
1 14+ = - — .. 1
T +2 2~4m + +(=1) 2-4-6---(2n)
1 r  1-3 1:3:5---(2n—1) ,
1— =4+ — .. 1
Vvi+zx 2+2.4m + +(=1) 2.-4-6---(2n)
2
x x
In(1 - = T
N
1+1’ l‘d Q:S x2n+1
| 2 T4z
(l—x (I“Ls“ﬂs+ T et
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Index

A

Abel (critere d” —), 148
Abel-Dirichlet (critere de —), 132
Aire

— d’une surface latérale, 110

— d’une surface plane, 109

— en coordonnées polaires, 112
Alembert (critere de d’-), 147
Application, 29
Applications géométriques, 108
Archimédien, 1
Archimede (spirale d’'-), 124
Argument, 22
Astroide, 125
Asymptote

— horizontale, 78

— oblique, 78

— verticale, 77

B
Bernoulli (équation différentielle
de -), 164
Bernoulli-L’Hospital (regle de —), 73
Bijective (fonction —), 30
Binéme de Newton, 5
Bolzano-Weierstrass (théoréme
de -), 11
Borné (ensemble —), 4
Borne
— inférieure, 3
— supérieure , 4

C

Cone circulaire droit, 123
Cardioide, 125
Cauchy

— (critere de —), 146

— (suite de —), 11

— (théoréme de —), 72
Cauchy-Schwarz (inégalité

de -), 5, 97, 119

Changement de variable, 105

Complexe conjugué, 21
Courbe paramétrée, 80
Critere
— d’Abel, 148
— de Abel-Dirichlet, 132
— de Cauchy, 9, 146
— de comparaison, 128, 132, 147
— de d’Alembert, 8, 147
— de Dirichlet, 148
— de l'intégrale, 147
— de Raabe-Duhamel, 148
— des séries alternées, 147
— du logarithme, 148
— du quotient, 146
Crit‘eres de convergence, 146
Cycloide, 125

D

Décomposition d’un polynéme, 24
Dérivée, 67

— & droite, 68

— a gauche, 68

— d’ordre n, 69
Développement limité, 75
Dedekind (théoréme de —), 6
Dini (théoréeme de —), 43
Dirichlet (critere de —), 148
Domaine de définition, 29

E
Ensemble
— d’arrivée, 29
— vide, 1
Equation différentielle
— & coefficients constants, 164
— a variables séparées, 165
— de Bernoulli, 164
— de Ricatti, 165
— homogene, 161, 166
— linéaire du premier ordre, 161
— linéaire du second ordre, 162
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Etude d’une fonction, 79 H
Euler (formule d-), 22 Holder (inégalité de —), 97
F I
Fonction, 29 Inégalité
— arc cosinus, 44 — de Cauchy-Schwarz, 5, 97, 119
— arc cotangente, 45 — de Holder, 97
— arc sinus, 44 — de Jensen, 76

— de Minkowski, 97
— triangulaire, 3, 26
— triangulaire inverse, 3, 26
Infimum, 32
Injective, 30
Intégration
— des éléments simples, 108
— des fonctions rationnelles, 107
— par parties, 105
Intégrale, 102
— absolument convergente, 129-
131, 133, 134
— convergente, 127, 130, 131, 134
— divergente, 127, 130, 131, 134
— généralisée, 127
— indéfinie, 104

— arc tangente, 45

— bornée, 32

— composée, 30

— continue, 39, 41

— continue a droite, 40

— continue a gauche, 40

— convexe, 76

— cosinus hyperbolique, 51

— cosinus hyperbolique inverse, 52

— cotangente hyperbolique, 53

— cotangente hyperbolique
inverse, 54

— croissante, 31

— décroissante, 31

— exponentielle, 46

— exponentielle de base a, 48

. . Intervalle
— impaire, 31 4
. . — borné, 2
— lipschitzienne, 31 .
— fermé, 2

— logarithme de base a, 48
— logarithme népérien, 47
— majorée, 32

— non borné, 2
— ouvert, 2

RO — semi-ouvert, 2
— minorée, 32

— périodique, 32 J

~ paire, 31 Jensen (inégalité de —), 76

— puissance, 49

— réciproque, 30 L

— sinus hyperbolique, 50 Leibniz (Formule de —), 69

— sinus hyperbolique inverse, 51 Lemniscate, 124

— tangente hyperbolique, 52 Limite

— tangente hyperbolique — & droite, 37

inverse, 53 — & gauche, 38

— uniformément continue, 42 — d’une fonction, 33
fonction de Weierstrass, 96 — d’une suite, 7
Forme indéterninée, 36 — infinie, 9, 35
Formule — simple, 43

— d’Euler, 22 — uniforme, 43

— de Leibniz, 69 Linéairement indépendantes

— de MacLaurin, 76 (fonctions —), 162

— de Moivre, 23 Lipschitzienne (fonction — ), 31

— de Stirling, 96 Longueur

— de Taylor, 76 — de ’arc, 109

— de Wallis, 117 — en coordonnées polaires, 112



M

MacLaurin (formule de —), 76
Majoré (ensemble —), 4
Majorée (fonction —), 32
Majorant, 4
Maximum, 33

— local, 33
Methode de la variation

de la constante, 163

Minimum, 33

— local, 33
Minkowski (inégalité de —), 97
Minoré (ensemble —), 3
Minorée (fonction —), 32
Minorant, 3
Module, 21
Moivre (formule de —), 23

N
Nombre
— complexe, 21
— irrationnel, 1
— naturel, 1
—réel, 1
— rationnel, 1
— transcendant, 120

P

Partie

— entiere, 3

— imaginaire, 21

— négative, 30

— positive, 30

— réelle, 21
Pente, 81
Permutation des limites, 44
Point

— adhérent, 19

— d’inflexion, 70

— fixe, 31

— stationnaire, 69
Polynome de Taylor, 74
Primitive, 104
Principe de superposition, 161, 163
Progression géométrique, 5
Prolongement par continuité, 40

R
Raabe-Duhamel (critere de —), 148
Racines d’'un nombre complexe, 23
Raisonnement par récurrence, 4

Index
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Rayon de convergence, 149
Récurrence (raisonnement par —), 4
Regle de Bernoulli-L’Hospital, 73
Ricatti (équation différentielle

de —), 165
Rolle (théoréme de -), 71

S
Série
— absolument convergente, 145
— convergente, 145
— entiere, 149
— harmonique, 145
— harmonique alternée, 146
— numérique, 145
Solution
— générale, 161
— particuliere, 161
Somme
— de Riemann inférieure, 101
— de Riemann supérieure, 101
Spirale
— d’Archimede , 124
— logarithmique, 124
Stolz (théoréme de —), 11
Subdivision, 101
— réguliere, 101
Suite, 7
— bornée, 7
— convergente, 7
— croissante, 10
— décroissante, 10
— de Cauchy, 11
— divergente, 7
— extraite, 11
— majorée, 7
— minorée, 7
— monotone, 10
Supremum, 32
Surjective, 30

T
Taylor (formule de —), 76
Théoreme
— de Bolzano-Weierstrass, 11
— de Cauchy, 72
— de Dedekind, 6

— de Dini, 43
— de la convergence monotone,
104

— de la convergence uniforme, 104
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— de la moyenne, 103
— de la valeur intermédiaire, 41

—de
—de

— des accroissements finis, 72
— des deux gendarmes, 8, 34
— du point fixe de Banach, 31
— fondamental du calcul

Tore, 123

Rolle, 71
Stolz, 11

intégral, 104

Index

\%
Valeur absolue, 2
Vecteur
— normal, 81
— tangent, 81
Volume d’un corps
de révolution, 111

\)\%
Wallis (formule de —), 117
Wronskien, 162





