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Analyse II

Résumé: Equations différentielles ordinaires.

Définitions.
1. Une équation différentielle ordinaire est une expression

E(w,y(z),y'(2),...y" (x)) = 0

ot £ : R™? — R une fonction donnée, n € N,. On cherche un intervalle ouvert I C R
et une fonction de classe C™ telle que 'équation soit satisfaite pour tout x € I.

2. L’ordre de I'équation différentielle est 1'ordre maximal de dérivée de y(x) qui apparait
dans I'équation.

3. La solution générale d'une équation différentielle est ’ensemble de toutes les solutions de
I’équation.

4. Probleme de Cauchy: résoudre I'équation E(z,y(x),y'(z),...y™(z)) = 0 et trouver
I'intervalle ouvert I C R et une fonction y(x) : I — R de classe C"(I) telle que les
conditions initiales y(xg) = ag, y' (xg) = by, etc. sont satisfaites. Le nombre et caractere
des conditions initiales dépend du type de I'équation.

5. La solution maximale du probleme de Cauchy est la solution définie sur le plus grand
intervalle possible.

Méthodes de résolution des certains types des équations différentielles.

1. Equation différentielle a variables séparées du premier ordre (EDVS):

fy) -y (z) = g(x)

ou f: I — R est une fonction continue sur 7, et g : J — R est une fonction continue sur

J.

2. (Existence et unicité d'une solution de EDVS avec la condition initiale donnée).
Soit f : I — R une fonction continue telle que f(y) # 0 sur I, et g : J — R une fonction
continue. Alors pour tout couple xg € J, by € I, 'équation

admet une solution y : J' — I, J' C J vérifiant les conditions initiales y(xo) = by. Si
y1 - J1 = I ety : Jo — I sont deux solutions telle que y;(xg) = yo(z0) = bg, alors
y1(z) = y2(x) pour tout z € J; N J,.
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Pour résoudre une EDVS:

/f(y) dy = /g(fv) dx

ot [ g(z)dx est la primitive générale. La solution de cette équation pour y = y(x) donne
la solution générale de 'EDVS.

Equation différentielle linéaire du priemier ordre (EDL1): Soit / C R un intervalle ouvert.
Une équation

y'(x) + p(x) - y(x) = f(2),
ou p, f : I — R sont des fonctions continues, est une équation différentielle linéaire du
premier ordre.

Soit I C R un intervalle ouvert. Une équation

y'(x) + p(x) - y(z) =0,

ou p, f : I — R sont des fonctions continues, est une équation différentielle linéaire du
premier ordre homogene.

Soit ¢/ (x) + p(x) - y(z) = 0 une EDL1 homogene. Alors la fonction y : I — R,
y(z) = Ce P,

ou P(x) est une primitive de p(x) sur I, est la solution générale de cette équation pour
tout C' € R.

Principe de superposition des solutions pour EDL1: Soit I C R intervalle ouvert, p, fi, fo :
I — R des fonctions continues. Supposons que vy : I — R et vy : I — R sont des solutions
des équations ¥ + p(x)y = fi(x) et ¥ + p(z)y = fo(x), respectivement. Alors la fonction

0(2) = 01 (2) + 02(2)
est une solution particuliere de I'équation y' + p(z)y = fi(z) + fo(x).

Méthode de la variation des constantes pour EDL1: Une solution particulere de I’équation
Y + p(z)y = f(zx) est la fonction v : I — R:

v(z) = < / F(z)eP@) dx) o~ P@)

ou P(z) est une primitive de p(x).

Solution générale de 'EDL1: Soient f,p : I — R deux fonctions continues. Alors la
solution générale de I’équation y/'(x) + p(x)y(x) = f(x) est

0(#) = Yhom () + pan(w) = Ce ") + (/ fl)er dm) PO,

ou P(x) est une primitive de p(z).

Equation différentielle linéaire du second ordre (EDL2): Soit  C R un intervalle ouvert.
Une équation différentielle de la forme

y' (@) + p(x)y () + q(x)y(z) = f(x)

oup,q, f: I — R sont des fonctions continues, est dite une équation différentielle linéaire
du second ordre (EDL2).
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Equation différentielle linéaire du second ordre homogéne est une équation de la forme

y' (@) + p(x)y'(z) + q(z)y(x) =0,
ou p,q : I — R sont des fonctions continues.

Equation différentielle linéaire du second ordre homogene a coefficients constants est une
équation de la forme

y' (@) + py'(x) + qy(z) = 0,
ol p, q sont des nombres réels.
Soit y"(x) + py'(x) + qy(z) = 0, une EDL2 (hom) & coefficients constants p,q € R, et

supposons que a, b sont des solutions de 1’équation caractéristique A% + pX + ¢ = 0. Alors
sa solution générale pour tout x € R est

C1e® + Oyeb®, si a#b, a,beR,
y(x) = | Cre™ + Cyxe, si a=beR,
Cre** cos fx + Coe*®sinfz, si a=a+if=0¢R

pour tout couple C7,Csy € R.

Une EDL2 homogene admet une seule solution y : I — R de classe C? telle que y(xq) = ag
et y'(z9) = by pour tout xy € I, ag, by € R.

Deux solutions y;(z) et ya(x) d’'une EDL2 homogene sur I C R sont dites linéairement
indépendantes s'il n’existe pas de constante ¢ € R telle que yo(z) = cyi(z) ou yy(z) =
cya(z) pour tout = € I.

Si vy : I — R est une solution de ’équation y”(x) + p(x)y'(x) + q(x)y(z) = 0 telle que
v1(z) # 0 pour tout = € I, alors

@ =u)- [
Vo\T) = N \T) - ——— ax
vi(x)
est une solution linéairement indépendante, ou P(x) est une primitive de p(z).

Si vy,vy 1 I — R sont deux fonctions dérivables sur I C R, alors la fonction W vy, vs] :
I — R définie par

=
<
I
S

Wlvy, va)(2) = det < v

vi(z) vy
est appelée le Wronskien de vy et vs.

Soient vy, vy : I — R deux solutions de I'équation y"(z) + p(x)y'(z) + ¢(x)y(xz) = 0. Alors
les fonctions vy (x) et vo(z) sont linéairement indépendantes si et seulement si W vy, vs] # 0
pour tout x € I.

Soient vy,vy : I — R deux solutions linéairement indépendantes de 'EDL2 homogene.
Alors la solution générale de cette équation est de la forme

v(z) = Croy(z) + Cava(x), C,C,eR, zel
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Méthode de la variation des constantes pour EDL2: Supposons que vy, vs : I — R sont
deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation homogene y”(x) + p(z)y'(z) +
q(z)y(z) = 0. Alors la fonction

v(z) = a(@)u(z) + c2(x)va(2),
" (5)ea(o) @) (@)
c(x) = —/ Wlon, ool (2) dx co(x) = / Wlon, ool (@) dx
(ol on supprime les constantes), est une solution de ’équation compléte y” (x)+p(z)y'(z)+

q(x)y(x) = f(@).

Méthode des coefficients indéterminés pour EDL2 a coefficients constants I: Considérons
I’équation
y'(@) +py'(x) + qy(z) = f(x),  pg€ER,

ou f(z) = e*P,(z), P,(z) un polynome de dégré n, et a un nombre réel. Alors

(a) si a € R n’est pas une solution de I’équation caracteristique A? + pA + ¢ = 0, on
utilise I’Ansatz y(x) = e*T,(x), ou T,,(x) est un polynome inconnu de dégré n.

(b) sia € R est une solution de I’équation caractéristique A\2+pA+q = 0 de multiplicité r
(r =1,2), on utilise I’Ansatz y(z) = 2"e*T,(x), ou T, (z) est un polynéme inconnu
de dégré n.

Ensuite on remplace I’Ansatz dans I’équation différentielle pour obtenir les équations sur
les coefficients indéterminés.

Méthode des coefficients indéterminés pour EDL2 a coefficients constants I1: Considérons
I’équation

v'(@) +py' () + qy(x) = f(z),  paeR,
ou f(x) = e*(cos(bx) Py, () + sin(bz)Qm(x)), Pu(z) et Qpn(x) des polyndomes de degré n
et m respectivement, et a,b € R. Alors

(a) si a=+ib € C n’est pas une solution de I’équation caracteristique A? + p\ +¢ = 0, on
utilise 'Ansatz y(z) = e**(Ty(z) cos(bx) + Sy (z) sin(bz), on N = max(n,m), Tn(x)
et Sy(z) sont des polynomes inconnus de degré N.

(b) si a%ib € C est une solution de I'équation caractéristique A\? +pA+q = 0, on utilise
I'Ansatz y(z) = xe® (T (z) cos(bx) + Sy(z)sin(bz), ou N = max(n,m), Ty(z) et
Sy (x) sont des polynomes inconnus de degré N.

Ensuite on remplace I’Ansatz dans I’équation différentielle pour obtenir les équations sur
les coefficients indéterminés.

Principe de superposition des solutions pour EDL2: Soit I C R intervalle ouvert, p, q, f1, fo :
I — R des fonctions continues. Supposons que v; : [ — R et vy : I — R sont des solutions

particulieres des équations y”(x) + p(x)y'(z) + ¢(x)y(x) = fi(x) et y'(z) + p(z)y' (x) +
q(z)y(z) = fo(x), respectivement. Alors la fonction v : I — R définie par

v(x) = v1(z) + va(2)

est une solution particuliere de I’équation y”(z) + p(x)y'(x) + q(x)y(z) = fi(z) + fo(x).
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Analyse II
Résumé: Espace R".
R"™ est un espace vectoriel normé.

1. R™ est I'ensemble des tous les n-tuples ordonnés & = (xy,za,...x,) des nombres réels
muni des opérations suivantes:

(a) laddition vectorielle : T = (z1,x2,...2n), ¥ = (Y1, Y2, - - - Yn),
T+y= (1 +y, T2+ Y2 Tn+ Yn)
(b) la multiplication par un nombre réel A € R,
AT = (Axg, A\xg, ... Axy,).
(c) le produit scalaire

i=1

(d) la norme euclidienne

Donc R”™ est un espace vectoriel normé.
2. Propriétés de la norme euclidienne:

(a) ||z||=0<z=(0,0,...0)
(b) [|A-Z|| =|A| - ||Z|| pour tout z € R™, A € R
(c) Cauchy-Schwartz: pour tout z,y € R",

(@, 9)] < [l - l17l]
(d) L’inégalité triangulaire: pour tout z,y € R™,
|z +gll < [[z]] + l|7]|
(e) L’inégalité triangulaire inverse: pour tout z,y € R",

|z =gl = [ [zl = [lg]l |
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Topologie dans R".

. Boule ouverte: Pour tout & € R™ et tout nombre réel § > 0, 'ensemble B(z,0) = {y €

R” : ||y — Z|| < 6} est appelé la boule ouverte de centre T et de rayon 9.

T € E C R” est un point intérieur du sous-ensemble E de R™ s’il existe § > 0 tel que
B (z,0) C E. L’ensemble des points intérieurs de E est appelé l'intérieur de E et noté
E.

Un sous-ensemble non-vide £ C R™ est ouvert dans R” si tout point de F est un point
intérieur. (& E = F). L’ensemble vide () C R™ est ouvert par la définition.

Toute réunion de sous-ensembles ouverts de R" est un sous-ensemble ouvert de R”. Toute
intersection finie de sous-ensembles ouverts de R™ est un sous-ensemble ouvert de R™.

Soit E C R". Alors E est fermé si son complémentaire CE = {z € R" : & ¢ E} est
ouvert.

Toute intersection de sous-ensembles fermés de R™ est un sous-ensemble fermé de R”.
Toute réunion finie de sous-ensembles fermés de R™ est un sous-ensemble fermé de R™.

Les seuls sous-ensembles a la fois ouverts et fermés de R™ sont () et R™.

Soit £ C R™ un sous-ensemble non-vide. Alors I'intersection de tous les fermés contenant
E est appelée l'adhérence de E et notée E. Pour tout sous-ensemble non-vide £ C R",
ona B CFECLE.

Un sous-ensemble non-vide £ C R" est fermé < F = F.

Un point Z € R™ est un point frontiérede E C R" : E # (), E # R" si toute boule ouverte
de centre T contient au moins un point de F et au moins un point de C'E. L’ensemble
des points frontieres de E est la frontiére de E, notée OF.

Soit E C R™: E # (), E # R". Propriétés de la fronticre:

(a) OENE =0
(b) EUOE =E
(c) E\ E=0E.

Une suite d’éléments de R™ est une application f: N — R",
f k— T, = (:C17k7x27k7 .. ..Z’nJg) e R™
Notation: {Zy}32,.

Une suite {Zy} est convergente et admet pour limite £ € R™ si pour tout € > 0 on peut
trouver ko € N tel que pour tout k > kg, on a ||z — z|| < e. Notation:

k—o00

La limite d'une suite {7y}, si elle existe, est unique.

Une suite {Z} est bornée s'il existe M > 0 tel que ||Zx|| < M pour tout k € N.
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Toute suite convergente d’éléments de R™ est bornée.

(Théoreme Bolzano-Weierstrass) De toute suite bornée {Z;} C R™ on peut extraire une
sous-suite convergente.

Un sous-ensemble non-vide £ C R™ est fermé si est seulement si toute suite {7} C E
qui converge, converge vers un ¢élément de F.

Pour obtenir 'adhérence d’un sous-ensemble non-vide £ C R", il faut et il suffit d’ajouter
a F les limites des toutes suites convergentes d’éléments de F.

Un sous-ensemble non-vide £ C R™ est borné s'il existe M > 0 tel que ||z|| < M pour
tout 7 € .

Un sous-ensemble non-vide E C R™ est compact s’il est a la fois fermé et borné.

(Théoreme Heine-Borel-Lebesgue) Un sous-ensemble £ C R™ est compact si est seulement
si de tout recouvrement de E par des sous-ensembles ouverts de R"

E C Uil A, A; CR" ouvert Vi € I
on peut extraire une famille finie qui est un recouvrement de E:

EcUr A, €l Vi=1,...m.
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Analyse II

Résumé: Limites et continuité des fonctions de plusieurs variables.

Définitions et résultats.

1. Soit £ C R"et f : E'— R une fonction définie au voisinage de T, (mais pas nécessairement
en o). Alors f admet pour limite le nombre réel [ lorsque & tend vers Z, si pour tout & > 0
on peut trouver 0 > 0 tel que pour tout T € E: 0 < ||z — Zo|| < I, on a |f(Z) — ] <e.

Alors on écrit limz 5, f(z) = L.

2. Soit ¥ C R™ et Ty € E un point intérieur. Alors f : E — R est continue en zj si

lim f(z) = f(zo).

T—T0

3. (Caractérisation de la limite). Une fonction f : E — R définie au voisinage de Ty (mais
pas nécessairement en ) admet pour limite le nombre réel [ lorsque = tend vers Zg si et
seulement si pour toute suite (a;) d’éléments de {Z € E : T # Zp}, qui converge vers Ty,
la suite f(ay) converge vers .

4. (Opérations sur les limites). Soit £ C R™ et f,g : E — R deux fonctions telles que
hmf*)jo f(i') — ll et llmfﬁjo g(.i‘) - l2. AIOI‘S

(a) limzz,(af + Bg)(Z) = aly + Bl pour tout «, 5 € R.
(b) limz_z,(f - 9)(T) =11 - L.
(c) Sily # 0, alors limz_,z, (ﬁ) (z) =14,

5. Toutes les fonctions rationnelles et trigonométriques sont continues sur leurs domaines.

6. (Deux gendarmes). Soit £ C R™ et f,g,h : E — R trois fonctions telles que (1)
limz 7z, f(Z) = limzz, g(Z) = [ et (2) il existe un nombre o« > 0 tel que pour tout
re{z e F:0<||z - <a},ona f(z) <h(z) <g(x). Alors limz_,z, h(z) = .

7. Une fonction continue sur un sous-ensemble compact D C R™ atteint son maximum et
son minimum.
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Analyse II

Résumé: Calcul différentiel des fonctions des plusieurs variables.

Dérivées partielles et directionnelles.

1. Soit £ C R™ un sous-ensemble ouvert, f : E — R une fonction, a = (ay, as,...a,) € E.
On définit la fonction g(s) = f(ai,...,ax-1,S, k1, --,a,). Alors si g est dérivable en
ar € R, on dit que la k-eme dérivée partielle de f existe et est égale & ¢'(ax). On écrit

o of v glak+t) —glar) L fla+ter) — f(a)
O f(a) = a—xk(a) = g'(ax) = }g% ; = }g% ‘ :
Ici e, est le k-eme vecteur de la base orthonormale de R™.
2. Si toutes les dérivées partielles %(d), g—é(d), . 887’;(&) existent en a, alors on définit le

gradient de f en a comme le vecteur

viw= (L@@ @),

Oxy" " 0xy 7 Oxy,

3. Soit E C R™ un sous-ensemble ouvert, f : E — R une fonction, a = (a1, as,...a,) € E,
v € R™ un vecteur tel que v # 0. On définit la fonction g(s) = f(a + tv). Alors si g
est dérivable en £ = 0, on dit que la dérivée directionnelle de f en a suivant le vecteur v
existe et est égale a ¢’(0). On écrit

Dfas) — i 0 =90 o TGt 1)~ @)

t—0 t t—0 t

4. (Propriétés des dérivées directionnelles)
(a) Sio = ey, le k-eme vecteur de la base orthonormale de R", alors D f(a, éx) = Ok f(a).
(b) Df(a,\v) = ADf(a,v) pour tout A € R, A # 0, v # 0.

Dérivabilité et la différentielle.

1. Soit £ C R™ un sous-ensemble ouvert, f : £ — R une fonction, a € F. On dit que f
est dérivable au point a s’il existe une application linéaire L; : R — R"™ et une fonction
r: E — R telles que pour tout z € £

f(z) = fla) + La(z — a) + r(z),  lim 7(Z)

2o ||T—al|

0.

L’application linéaire Lz s’appelle la différentielle de f au point a € E.

2. Si f: F — R est dérivable en tout a € F, alors on dit que f est dérivalbe sur £ C R".



3. (Propriétés des fonctions dérivables). Soit ¥ C R", a € E et f: E — R telle que f est
dérivable en a de différentielle Lz : R™ — R™. Alors:

(a) f est continue en a.
(b) Pour tout v # 0,0 € R", la dérivée directionnelle Df(a,v) existe et Df(a,v) =
L;(0).
o e . : of _
) En particulier, toutes les dérivées partielles existent et ——(a) = La(éx).
L
(d) Le graident de f existe en a et Vf(a) = (Lz(€1), La(€2), ... La(€y)).
(e) Pour tout v # 0,0 € R", on a Df(a,v) = (V f(a),v).
(f) Pour tout v € R, ||v|| =1, 0ona Df(a,v) < ||V f(a)||. Le gradient donne la direction
de la plus grande pente de f en a.

(c

=~

. (Plan tangent). Soit £ C R?, (x¢,y0) € E et f : E — R une fonction dérivable en (¢, y)-
Alors I’équation du plan tangent au graphique de f en point (o, Yo, f(Zo,¥0)) est

z = f(zo,v0) + (Vf(xo,y0), (x — xo,y — Yo))-

ot

0
. Soit f: E — R telle que la dérivée partielle a—f(:zc) existe en tout * € E. Si la fonction
L

—— admet a son tour une dérivée partielle par rapport a x; sur E, on obtient la dérivée

T
o (of\  Of

partielle d’ordre 2
On peut définir ainsi les dérivées partielles d’ordre p > 1.

6. Soit £ C R™ sous-ensemble ouvert et p > 1 un nombre naturel. Une fonction f: EF — R
est dite de classe C? dans F si toutes les dérivées partielles de f d’ordre 1,2, ... p existent
et sont continues dans F.

7. Soit £ C R” sous-ensemble ouvert, et p > 2 un nombre naturel. Alors f € CP(E)
implique f € C¥(E) pour tout k =1,2,...p— 1.

8. (Condition suffisante pour que la fonction soit dérivalbe a un point). Soit £ C R", a € F
et f . EF — R une fonction. Supposons qu’il existe o > 0 tel que toutes les dérivées
partielles de f existent dans une boule ouverte de centre a et de rayon ¢, et qu’elles
sont continues en a. Alors f est dérivalbe en a. En particulier, f € C*(FE) implique la
dérivabilité de f dans F.

. (Théoreme de Schwarz). Soit E C R", a € E, et f: E — R telle que agiia];k et Bf;gxi
existent et sont continues au point a. Alors

©

*f 0*f

8$ia$k 4= al‘kal’z CL).

En particulier, f € C%(F) implique I’égalité des dérivées partielles secondes mixtes de f
dans F.
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Soit f : & — R telle que toutes les dérivée partielle d’ordre 2 (a) existent en a € E.

Alors la matrice hessienne de f en a est
9%f (= %f (- 92f (-
Q_:ﬁ(a) Oxo0x1 ((l) Ctt OxpOxy (CL)
Hessy(a) = : : : :
R2f (- Pf (= O2f (=
0x10Tn (a) 0x20Tn (a) Tt @(CO

Soit £ C R™ sous-ensemble ouvert et f: E — R. Alors on a:
fEC®E) = fecCP(E)Vp>1 = fecCYE) = f estderivable dans £ —

_ 0
— Ve E,0eR"0v#0 3Df(z,0) = v1§k§n,er3£(az).
k

Aussi, on a
f est derivable dans ¥ = f est continue dans F.

Aucune implication n’est reversible.

Soit 2 C R™ sous-ensemble ouvert et f : £ — R. L’existence des dérivées directionnelles
Df(a,v) de toutes directions v € R™ v # 0 n’implique ni continuité ni dérivabilité de f
au point a. L’existence de toutes les dérivées partielles %(Fz), k =1,...n n’implique ni
continuité ni dérivabilité de f au point a.

Fonction a valeurs dans R et la matrice jacobienne.

. Soit ' C R"™ un sous-ensemble ouvert. Alors on peut considerer les applications f(z) :

E — R™ ou f(z) = (f1(Z), fo(T),... fm(Z))T. Si n = m, alors on dit que f(z) est un
champ vectoriel.

. Soit £ C R, f: E — R une fonction de classe C'. Le champ vectoriel (V f(z))T est

orthogonal aux linges (hypersurfaces) de niveau de la fonction f(Z).

. Soit E C R" et f : E — R™ une fonction. La k-eme dérivée partielle de f en @ € E est

G_f(a) _ (%(a) %(@),... %(a)>T,

Oxy, Oxy, " " Oxy, " Oy,

si chacune des fonctions fi,... f,, admet une dérivée partielle 8;; au point a.

. La fonction f : E — R™, E C R" est dérivable en @ € F si et seulement si chaque

composante f; : E — R est dérivable en a pour tout ¢ = 1...m.

. Soit E C R™ Si la fonction f : E — R™ est dérivable en @ € E, alors sa matrice

Jacobienne est définie par la formule:

%(a) %(a) %%;(&) Vfi(a)
Ji(a) = a(@) 2@ ... 32 | _| Vk(@ 7
Yn(a) S=(a) ... 2=(a) V fin(@)

ou V f;(a) est le gradient de la fonction f; en a.

3
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Lorsque m = n, on définit le déterminant de Jacobi (le Jacobien) de f : E — R" en a
comme le determinant de la matrice Jacobienne.

La matrice Jacobienne du gradient d'une fonction f : R® — R de classe C? est égale a la
matrice Hessienne de f :
Jvpr(a) = Hessy(a).

Soit A C R", B C R?, et les fonctions g : A — Rpo: B — R? telles que (1) g(A) C B,
(2) g est dérivable en a € A, (3) f est dérivable en b = g(a) € B. Alors fo g est dérivable
en a et on a 1’égalité pour les matrices Jacobiennes

Jjog(@) = Jy(g(a)) - J5(a),
ol - est la multiplication matricielle. Par conséquence, on a aussi
det(Jrog(a)) = det(J(g(a))) - det(Jz(a)).

Soit £ C R® et f: ' — R une fonction de classe C2. Alors la fonction

0? 0? 0?
:a—];—i— f+...+—f
)

est appelée le Laplacien de f.

Soit £ C R" et g : E — R™ une fonction dérivable en a € E. Alors g est bijective dans
un voisinage de a si et seulement si det(J3(a)) # 0.

(Dérivée d’une intégrale qui dépend d’un parametre). Soient g,h : I — R fonction

continument dérivables sur un intervalle I C R, et f(z,t) : J x I — R une fonction
g(t)

9 est continue sur 1. Alors la fonction F(t) = [ f(x,t)dr est continiiment

telle que 3
h(t)

dérivable sur I et on a

Extrema des fonctions de plusieurs variables.

On dit que a € £ C R" est un point stationnaire de la fonction f : £ — R si Vf(a) = 0.

Soit £ C R™. On dit que f : £ — R admet un maximum (minimum) local au point
a € F s'il existe un voisinage U de a tel que f(Z) < f(a) pour tout € U (respectivement
f(z) > f(a) pour tout z € U.)

(Condition nécessaire) Soit f : £ — R une fonction admettant un extremum local au
point a € E et telle que toutes les dérivées partielles de f existent en a. Alors a est un
point stationnaire.

(Points critiques). a € £ C R" est un point critique de f : £ — R si (1) a est un point
stationnaire de f, ou (2) au moins une des dérivées partielles de f n’existe pas en a.
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(Condition suffisante, cas général) Soit £ C R™ et f : E — R une fonction de classe C?
au voisinage de point a € E, telle que V f(a) = 0. Alors :

(1) Si toutes les valeurs propres de la matrice Hessienne de f sont positives, a est un
point de minimum local de f;

(2) Si toutes les valeurs propres de la matrice Hessienne de f sont negatives, a est un
point de maximum local de f;

(3) Si la matrice Hessienne possede des valeurs propres positives et negatives, alors a n’est
pas un point d’extremum local de f.

(Condition suffisante, cas n = 2). Soit E C R? et f : E — R une fonction de classe C?
au voisinage de point a € F, telle que V f(a) = 0. Alors :

(1) Si det(Hess(a)) > 0 et %(d) > 0, alors a est un point de minimum local de f;

(2) Si det(Hessg(a)) > 0 et %(d) < 0, alors a est un point de maximum local de f;

(3) Si det(Hessy(a)) < 0, alors a est un point selle (n’est pas un point d’extremum local

de f);

(Formule de Taylor). Soit E C R" et f: E — R de classe CP*! au voisinage de a € E.
Alors il existe un voisinage U de a tel que pour tout z € U il existeunt € R, 0 <t < 1
tel que

1

F(&@) = F(0) + F'(0) + F"(0) + ... + ~ {0 (0) + S

2 p!

)

ou F(t) est la fonction F(t) = f(a+t(z — a)).

(Formule de Taylor d’ordre 2, cas n = 2). Soit £ C R? et f : E — R de classe C? au
voisinage de (a,b) € E. Alors il existe un voisinage U de (a, b) tel que pour tout (z,y) € U

of of

f@y) = fla,b) + 57 (x —a) + 6—y(y —b)+
@ @4 5@ )y = ) 5 S = b el 0+ (g - B,

ou £(t) : R — R est une fonction telle que lim; E(t—t) = 0.

(Théoreme des fonctions implicites). Soit £ C R™ et F' : E — R une fonction de classe
C' au voisinage de a = (a1, as,...a,) € E telle que F(a) = 0 et gc—i(a) # 0. Alors il
existe un voisinage U de @ = (a1, ag, . . . a,—1) € R"! et une fonction implicite f : U — R
telle que :

(1) a, = f(ay,ag,...an_1);

(2) F(x1,29,..., f(z1,22,...7,-1)) = 0 pour tout (z1,22,...2,_1) € U ;

(3) De plus, f est de classe C! dans U et on a

(33'1,1'2, ) f(x17$27 . 'ajn*l))
T1,T2,.. -xn—l) = -

oL
Oz, 8—(351,x2,...,f(xl,:vg,...xn_l))'

oF
Ozp
oF
Tn
(Théoreme des fonctions implicites, cas n = 2). Soit E C R? et F': E — R une fonction

de classe C' au voisinage de (a,b) € E telle que F(a,b) = 0 et %—I;(a, b) # 0. Alors il
existe un voisinage U de a € R et une fonction implicite f : U — R telle que :
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(1) b= f(a);
(2) F(z, f(z)) = 0 pour tout z € U ;
(3) De plus, f est de classe C! dans U et on a

(Théoreme des fonctions implicites, cas n = 3). Soit E C R3 et F': E — R une fonction
de classe C' au voisinage de (a,b,c) € E telle que F(a,b,c) =0 et 2 (a,b,c) # 0. Alors
il existe un voisinage U de (a,b) € R? et une fonction implicite f : U — R telle que :

(1) ¢ = f(a,b);

(2) F(z,y, f(z,y)) = 0 pour tout (z,y) € U ;

(3) De plus, f est de classe C' dans U et on a

0f o eyt o @y )
or " T T ay, foy) oy T B ey f )

(Multiplicateurs de Lagrange: condition nécessaire pour un extremum sous contraintes).
Soit E C R™, m < n—1 et les fonctions f, g1, ..., gm : E — R de classe C'. Supposons que
a € F est un point d’extremum de f(Z) sous les contraintes ¢;(Z) = ¢2(Z) = ... = 0. Sup-
posons aussi que les vecteurs Vgi(a), Vga(a), ... Vgn(a) sont linéarement indépendents.
Alors il existe un vecteur A = (A1, Ay, ... \p) € R™ tel que

Vf(a) = Z AiVgi(a).

(Multiplicateurs de Lagrange: condition nécessaire pour un extremum sous une seule
contrainte). Soit £ C R™ n > 2 et les fonctions f,g : £ — R de classe C''. Supposons
que (a) € E est un point d’extremum de f(Z) sous la contrainte g(Z) = 0. Supposons
aussi que Vg(a) # 0. Alors il existe A € R tel que

Vf(a) = AVy(a).

(Extrema absoluts). Soit £ C R" un sous-ensemble ouvert, D C E compact, et f : E — R
une fonction continue sur £. Une fonction continue sur un ensemble compact atteint son
minimum et son maximum. Pour trouver le maximum et le minimum de f sur D il faut :
(1) Trouver les points critiques {c;} de f dans Iintérieur D et calculer les valeurs {f(c;)}.
(2) Trouver les points critiques {d;} de f sur la frontiere 0D, soit directement, soit par
le théoreme des multiplicateurs de Lagrange, et calculer les valeurs {f(d;)}.

(3) Choisir le minimum et le maximum de I'ensemble {f(¢;), f(d;)}.
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Analyse II

Résumé: Calcul intégral des fonctions des plusieurs variables.

Définitions et résultats.
1. Un pavé fermé P C R"™ est un produit cartésien de n intervalles fermés bornés

P = [alabla] X [0’271)2] XX [anabn]'

2. Une subdivision D(o) d’un pavé fermé P est un decomposition de P en pavés plus petits
engendrée par la subdivision de chaque intervalle [a;, b;] en sous-intervalles.

3. (Sommes de Darboux). Soit P C R™ un pavé fermé et f : P — R une fonction bornée.
Soit D(o) une subdivision de P. On pose

S, =Y, m@IQl,  S.(fHH= > MWQ)IQl
QED(o) QED(o)

ou m(Q) est Uinfimum et M(Q) le supremum de f sur le pavé @, et |Q] est le volume de
. Alors on définit les sommes de Darboux de f comme

S(f) = sup(S,(f)), S(f) = inf(S,(f))
ou le supremum et I'infimum sont calculés par rapport aux toutes les subdivisions de P.

4. (Intégrale de Riemann). Soit P C R™ un pavé fermé et f : P — R une fonction bornée
sur P. Alors f est intégrable sur P si et seulement si S(f) = S(f). Dans ce cas l'intégrale
de f sur P est définie par

/ J(2)dz = S(f) = 5(f).

P

5. (Théoreme de Fubini pour les pavés). Soit P = [a1, b1, ] X [az,be] X ... X [an,b,] C R, et
f : P — R une fonction continue. Alors f est intégrable sur P et on a

/f(i:)d:z-:7 b/ 7f(3‘:)dx1 - dzyy | dz,

6. (Théoreme de Fubini pour les pavés, cas n = 2). Soit P = [a,b] x[c,d] CR* et f: P - R
une fonction continue. Alors f est intégrable sur P et on a

b d

[ tayydzay = [ /d fag)dy | o= [ /b f(,y)do | dy.

a c
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(Intégrale sur un sous-ensemble borné). Soit £ C P C R™ un sous-ensemble borné. Soit
f + E — R une fonction bornée, et posons

A flz) zeFk
f("”):{o TeP\E

La fonction f est intégrable sur F si f est intégrable sur P et on pose
/f(x) dz = /f’(x) dz.
E P

Soit £ C R™ un sous-ensemble compact telle que la frontiere OF est assez réguliere (de
mesure nulle), et soit f : £ — R une fonction borné et continue sur E. Alors f est
intégrable sur F.

(Théoreme de Fubini pour les domaines réguliers verticaux, cas n = 2). Soit [a,b] € R un
intervalle fermé, et ¢, ¢s : [a,b] — R deux fonctions continues telles que ¢;(z) < ¢o(x)
pour tout = €]a,b[. Soit D = {(z,y) € R? : a < x < b, ¢1(z) < y < ¢(x)}. Alors pour
toute fonction continue f: D — R on a

b d)z(at)
/ f(z,y) de dy = / / ey dy | do.
D a  \¢1(x)

(Théoreme de Fubini pour les domaines réguliers horizontaux, cas n = 2). Soit [¢,d] € R
un intervalle fermé, et 11,19 : [¢, d] — R deux fonctions continues telles que 14 (y) < ¥2(y)
pour tout y €]c,d[. Soit D = {(z,y) € R?* : ¢ < y < d,¢1(y) < x < o(y)}. Alors pour
toute fonction continue f: D — R on a

d [ v2(v)
/f(w,y)drcdyz/ /f(fr,y)drc dy.
D c  \t1(y)

(Théoreme de Fubini pour les domaines réguliers, cas n = 3). Soit [a,b] € R un intervalle
fermé, et ¢1,¢9 : [a,b] — R deux fonctions continues telles que ¢1(z) < ¢o(x) pour
tout z €la,b[. Soit D = {(z,y) € R? : a < x < b,¢1(x) < y < ¢o(x)}. Soient
G,H : D — R continues, telles que G(x,y) < H(z,y) pour tout (z,y) € D. Soit
E = {(z,y,2) € R® : (z,y) € D,G(z,y) < z < H(z,y)}. Alors pour toute fonction

continue f : ¥ — R on a
b [ ¢2(z) [ H(zy)
/f(x,y,z)dxdydz:/ / / flz,y,2)dz | dy | dx.
E a \¢i(@) \G(zy)

Selon la géometrie du domaine, on peut appliquer le Théoreme de Fubini en changeant
I’ordre des variables.

(Additivité de I'intégrale). Soit D C R"™ un domaine compact a frontiere réguliére, et
{D;}%_, une famille finie des domaines réguliers disjoints tels que D = U;D;. Alors pour
toute fonction continue f: D — R on a

/f(f)df:ii/f(f)df.

2
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(Linéarité de l'intégrale). Soit D C R"™ un domaine régulier, et f,g : D — R deux
fonctions continues. Alors pour tout couple des nombres réels «, 8 € R on a

/@ﬂ)+ﬁg dx—a/f d5+@/ﬁ@¢ﬁ

D

(Bornes pour une intégrale). Soit D C R"™ un domaine régulier, et f : D — R une fonction
continue telle que 0 < m < f(z) < M pour tout z € D. Alors on a les inégalités :

MM:m/ﬁg/ﬂ@ﬁgM/ﬁ:MWL
D D D

ou |D| est le volume du domaine D.

(Changement des variables). Soit £ C R™ un domaine régulier et G : E — R" une
fonction de classe C" telle que G : E — G(E) est bijective et Jg(Z) inversible pour
T € E. Soit f: D — R une fonction continue, ou D = G(FE). Alors on a

[ fayds / 1(G (@) |det(J(@))] d.

(Changement des variables, coordonnées polaires). Soit G(r, ) = (rcos(p),rsin(¢))".
Alors pour toute fonction continue f : D — R sur un domaine régulier D C R? on a

/fx y)dr dy = / f(rcos(p), rsin(p))rdrde.

~1(D)

(Coordonnées sphériques). Soit

rsin(d) cos(p) =
G(r,0,9) =< rsin(d)sin(p) = vy

r cos(1) = z
Alors |det(Jg(r, 9, )| = r? sin(¥)).
(Coordonnées cylindriques). Soit
rcos(p) = =
G(r,p,2) = rsin(p) = y
z = z

Alors |det(Jg(r, ¢, 2)| =
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Résumeé du cours d’Analyse Il - Complément

* Longueur d’une courbe: Soit f : [a,b] — R une courbe de classe C!, alors la longueur de la

courbe est donnée par la formule: L = J IlLf'(®)| dt
a

+ Angle d’intersection: Soient deux courbes f : I — R" et g : J = R”" qui se croisent tel que

N (f'(x). &)
Gl - g Gl

f(xg) = g(yp), alors I'angle d’intersection 6 est donné par: cos 0 =

lr'() X r"(0)||
@13
* Continuité uniforme: Si / € R" est un ensemble fermé et borné, et f : I — R" est une
fonction continue, alorsfest uniformément continue sur 1.

. Courbure d’une courbe: x =

+o0
2 3
. Intégrale de Gauss: Soit a € R, alors: J e ™ dx = \/:
a
-0

Deux méthodes pour vérifier si une fonction f : I — R est dérivable en un pointa € [:

1. Sitoutes les dérivées partielles d’ordre 1 sont continues en @ = f est dérivable en a.
I Le fait qu’une ou plusieurs dérivées partielles de f ne soient pas continues en @ n’implique
pas que f n’est pas dérivable en a.
2. Par la définition:

A. Si Vf(a@) n’existe pas = f n’est pas dérivable en a.
B. Si Vf(@) existe, posons r(X) = f(X) —f(@) — (Vf(@),X — a), et alors:
- Silim =0 = fest dérivable en a.

X—=a

- Silim # 0O (ou que la limite n’existe pas) = f n’est pas dérivable en a.
x—>a



