EL BA2 Paul Gerry
Circuits et systemes

1. Notions de base

d t
Le courant est le taux de variation de la charge : i(t) = d_q = q(t) = [ i(t)dr
t
0

d d
Capacité : g(t) = Cu(t), et comme i(t) = d—? ona i(t) = Cd—L: et donc :

1 I
u(t) = EJ_m i(t)dtr = u(0)+ ELl(T) dr

di 1 (! 1 (!
Inductance: u(t) = L—l eti(t) = —[ u(r)ydr =i(0) + —J u(r)dr
dt L)_ LJ,

Lois de Kirchhoff

Noeuds Mailles

N
=00 +iy—iz+i—is=0 D u=0:U+U,— U= U+ Us=0
j=1 j=1
Diviseur de tension Diviseur de courant
R, i
Rl
12 =1
R2 Rl +R2
u R, 8. =5 f
l 2 R, +R, R R,

2. Théoremes fondamentaux

U2
Transfert maximal de puissance : R, = R, — P_,, = E

1
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3. Méthodes d’analyse

Analyse nodale Analyse de mailles

I, ! I .
( | ) > a 5. = b —» " c

ZLENE PR P SO T O B Y1

i Vi

|

.1 [H s i f c d
0
T

1% Vv 1% . . . 0 0
L =L+ R—l + % = [ =L+Gy + G —v) ~VitRi+R( 1) =0 = (R +R)iy —Rsip =V,
1 2

1~ 2 2
12 + =— = 12 + G2(V1 - V2) - G3V2

R, R,
Gl + G2 —Gz Vl _ Il - 12 Rl + R3 —R3 il _ Vl
-G, Gy+Gs| | | L -R, R, +R| || |-V

4. Régime sinusoidal |

Fonctions périodiques
1 t+T

Valeur moyenne : X = —[ x(7)dt
TJr

1 t+T
Valeur efficace : X = \/?J x2(7) dt (ou valeur RMS - Root Mean Square)
1

Fonctions sinusoidales
2

. [ 2n .
Forme générale : x(¢) = A sin <7t + a) = A sin(wt + a) avec w =2xnf = -
1 Attention a la forme pour les phaseurs (COs et non sin)
Valeur moyenne: X =0

Valeur efficace : X = A/\/E

Déphasage ¢ entre u(t) = Ucos(wt +a)eti(t) = fcos(wt +p):p=a-p

2
Echauffement d’une résistance : P = — = RI?
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5. Régime sinusoidal ||

. dz . .
Pourz = re’, ona ~a = re/ 0" ot |7 = re/@-72

Les phaseurs

Pour une fonction de la forme x(¢) = \/EX cos(wt + 0), le phaseur associé est X = Xel? (avec
w = 2xf et fla fréquence), ce qui donne :

- x(t) = \/EX cos(wt + 0) : grandeur sinusoidale

« x = Xe/e/®" : valeur instantanée complexe

« X = Xe/?: phaseur

dx
Dérivation par rapport au temps : y = N = Y=jwX=
t
i X
Intégration par rapportautemps:y = [x(#)dt < Y =—
Jo
. - N u U
Impédance complexe d’un bipdle en régime permanent sinusoidal : Z = = = _7 (en )
l
. - (. N Y
Admittance complexe d’un bipdle en régime permanent sinusoidal : ¥ = = = _E = E (enS)
u

Pour une impédance Z = Ze/? =R+ jX,ona:
» Résistance R : R = Z cos(¢p)
+ Réactance X : X = Z sin(¢p)

Donc Z = \/R? + X? et @ = arctan(X/R)

Pour une admittance Y = Ye ¥ = G + jB,ona:
* Conductance G : G = Y cos(p)

* Susceptance B: B = — Y'sin(g)

Donc Y = v/ G? + B? et ¢ = arctan(—B/G)

Application a une inductance L : U = jwLl
Il

Application a une capacité C: [ = joCU — U = “oC
Jjo
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6. Régime sinusoidal Il

Nature d’une impédance Z =
« X = 0 : Résistive, la tension et le courant sont en phase

+ X < 0 : Capacitive, le courant est en avance sur la tension
« X > 0 : Inductive, la tension est en avance sur le courant

Dipoles composites élémentaires

R+ X:

Paul Gerry

Circuit Impédance Z Admittance Y
— s R*+w?L?
c 1 22 e
R R+ - Ro“C*+jwC
0—:—“”—0 joC 1 + w2R2C?
gy K A wL 1 . wC
o~—’WY\—“—0 J\ oL = R J 1 -w?LC

R LC’_O

Oo0— —o0

1
R+j<cuL——>
oC

Rw’L? + joLR?
R? + 0212

R —jwCR?
1 + w2R2C?

. ol
T oLe

R—jR? @C—ﬁ)

2
1+R2<a)C—ﬁ>

wC
1 1
R ]a)L
1+' C
—_ [
R J
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Tripoles équivalents

, _AL*LLYLL 1,7,
“hg =

Z Z,+ZytZy
7 = Z\Z,+2,2,+ 2, Z, 7 = Z,Z,,
£33~ £ =

Z Zy, t 2yt 2
7 = Z\Z,+ 2,2, + 2, Z, 7 = 225,
L2~ £3 =

Z, Z,tZytZy

Diviseurs de tension et de courant

Diviseur de tension Diviseur de courant
U
_——
VA 1
1 1,
u Z, U, = &
O
YA Z,
U ==—"=U I =——"1
_Zl +_Zz —Zl +—ZZ
_Zz —Zl
U, = U 1, = 1
_Z] +_Zz —Z] +—ZZ

Inductance/capacité avec pertes

Paul Gerry

Une inductance/capacité réelle comporte des pertes qui peuvent étre introduites dans le modéle

par une résistance en série avec I'inductance. On définit alors le facteur de qualité Q.
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Inductance avec pertes Capacité avec pertes
Ro Ro
Rs L, Rs C,
L, (o
réactance @l R, _ -éactance  l/oC; R,
B résistance B R, - a)Lp " résistance série R, B l/a)Cp
2 — N2
Lorsque Q% > 1, L, = L,etR,= O’R, Lorsque Q° > 1, C,C et R, = O°R;

Le lieu complexe relatif a une grandeur complexe est le lieu décrit par I’extrémité du vecteur
représentant cette grandeur lorsqu’on fait varier un paramétre, généralement la pulsation .

7. Régime sinusoidal IV

En régime sinusoidal :

u(f) = Uy/2 cos(wt + a) = U = Uel®

ci(1) = 2 cos(wt + ) => I =Ie”

« p(t) = u()i(t) = 2UI cos(wt + a)cos(wt + ) = Ulcosp + Ul cosQLwt + a + )

Onadonc:
* Puissance active: P = Ulcos ¢ = RI? enW)
- Puissance réactive : Q = Ul'sin ¢ = XI? (en var)

. Puissance apparente: S = Ul = \/P2 + 0? (en VA)

P et Q pour les composants communs :
2

U
. Résistance: P = Ul = — = RI?,Q =0etp(t) = P (1 + cosQut))

U
. Inductance: P =0,0 = Ul = = XLI2 et p(t) = O sinQwt + 2a)

= XC12 et p(t) = O sinQwt + 2a)

2
X,
UZ

. Capacité : P =0,0 =-Ul = —
Xc

Puissance apparente complexe : S = P + jQ (en VA)
. Pour une impédance Z = Ze/? : S = Ule/? = Se/* avec S = 1/ P> + Q?

Facteur de puissance : F, = cos ¢, avec
- F, = 1 pour une résistance
. Fp = 0 pour une inductance/capacité
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8. Régime Sinusoidal Triphasé

Un systeéme triphasé est composé de trois sources sinusoidales déphasées entre elles de 120°
/4
(—) et telle que leur somme soit en permanence égale a 0.
Sur un systeme symétrique (équilibré), les trois tensions de source ont la méme amplitude (valeur
efficace).

Lorsqu’on indique une seule tension, il s’agit par convention de la valeur efficace de la tension
composée.

Pour un systeme triphasé symétrique, les tensions de lignes :
+ Sont en avance de 30° par rapport aux tensions simples

+ Ont un module \/§ fois plus éleve

Dans le cas d’une source symétrique avec charge équilibrée, il n’est pas nécessaire de relier le
point neutre.

. . . IR
Tensions simples: U\, U, et U, -0 R
Ugs i T U g
- - »—0 S
Ten5|.ons de,llgnes ijs' U, ethR Usr& ’ /
(aussi appelées tensions composées) L
Courants de ligne : I, [ et ], U CD Uy C) U C) Urn |Usn | Uy
In
-+—O0 N
Courantderetour: [, =1, + 1.+ 1,
Connexion en étoile
B e
S
T

U, I
Ushase.y = e Tohase,y = ligne Uphase.a = Uligne Tphase,a = -

V3 V3
Iligne,Y = Iphase,Y Uligne = \/gUphase,Y Uligne = Uphase,A Iligne,A = \/glphase,A
P = \/§Ulignelligne,Y Cos @ P = \/gUlignelligne,A cos ¢
Q = \/gl]lignelligne,Y sin @ Q = \/gUligneIIigne,A sin 4
S = \/gUligneIIigne,Y S = ﬁUligneIIigne,A
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Paul Gerry

Pour un régime triphasé symétrique a charge équilibrée, P = 3Uu5¢ [pnase €OS @ €t Py = gPA

Conversion triangle-étoile pour une charge équilibrée :_ZY = _T

inverse dans le cas d’un condensateur).

Zy

< Z,=3Z,(.} conversion

Systémes triphasés non symétriques
Un état non symétrique apparait lorsque les impédances de phase de la charge ne sont pas

identiques.

Charge en triangle

Charge en étoile

_L]RS
-1 =
Z,
I _LJST
_2 Z
£y
I _yTR
_3 Z
£3
Ly=1 -1
lo=1,-1
I, =L-1,

ll —
R :
T
UrN
Z3
Usn T I|3 B {
UrN
N IN
V ‘ N | I -N
UN
] =] L]RN _L]N
SR T A1 z,
I =1 Ygy —Uy
ST o
=2
oy Y=y
=7 -3 7
=3
Uy
Courant de retour : I, = —
Zy
Tension: U}, =—Zp—INO’ avec
1 1 1 1 1
—=—+——+——+ et
zZ, 2, z, Z, Z,
Urw | Ysy | Ury
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9. Circuits en régime transitoire

Un régime transitoire correspond a une variation brusque des grandeurs internes ou externes
d’un circuits électrique.

Réponse indicielle :
t

d 1
. Capacité C:i(t) = Cd—L; etu(t) =Uy+ EJ i(x)dx

0
t

di 1
. Inductance L : u(t) = L—l eti(t) =1,+ —I u(x)dx
dt LJ,

Constante de temps 7 :
* Pour uncircuit RC: 7 = RC
« PouruncircuitRL:7 = L/R

Résolution illégale des équations différentielles :
Yy =ay = ykx)=Ae"

b
Y =ay+b = yx) =Ae" ——
a

Pour un enclenchement sur une source de tension sinusoidale (avec conditions initiales nulles),
seule la composante permanente est modifiée.

Circuit RLC
1

Pulsation propre : @, = (en s_l)
VLC
. woL . ,
Facteur de qualité : O = T (sans dimension)
C d?i di i d%i  wydi .
Equation différentielle: L— +R—+—==0 = —+——+wji =0
dr? dt C dr?  Q drt

2
s s . e 2 W 2 _ @ 2 .2 1
L’équation caractéristique est X~ + EX+ wy=0,avecA = — —daoy=wy | — —4

Q2 Q?

Régime pseudo-périodique (A < 0et Q > 1/2):

1
i(t) = Aexp (—%t) cos(w't + @), avec @' = wyq [ 1 — 4—Q2
Régime critique (A = 0et Q = 1/2):
i(t) = (At + A,) exp(—awyt)
Régime critique (A > 0et Q0 < 1/2):
1
i(t) = A, exp(X,1) + Ay exp(Xyt) avec X, = — ;—5 o) 7oz~
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10. Quadripdles

Un quadripOle, biportes, ou two-port network, est un élément de circuit a 4 bornes.

Matrice d’impédance

Exprime les tensions en fonction des courants. Les éléments de la matrice ont la dimension
d’impédances (résistances).

Y, _ Zy Zp| |4 — U, =21, +2,],
U, Zy Zy| |4 U, =21, +2,]1,
U U U U
=1 =2 =1 =2
Avec Z , = Ly =7 L= En =
21 21 22 22
1,=0 1,=0 1,=0 1,=0
Matrice d’impédance Schéma équivalenten T
L L 1y Z, Z, L
> - [ —] — <
le le
YU, Qz“ U, Z Y,
Zzl Zzz

Z

tZ, Z2,=2,,-Z%,
tZ, 2,=2,-2
Z.=2Z,

=12

_Za+_ZC _ZC —le :Za
[Z]= = 1In=4,tZ
kZIZZZZIZ—Zc

Lorsque le quadripdle est linéaire et n’a pas de sources dépendantes, les impédances de transfert
_212 et_Z21 sont égales, et le quadripdle est dit réciproque.

Zg
U () Y, ZEDQZO u, Z | Y

IN
)
|—

[ury
| —
N
| —
—

I
|

_ gl _ —le—Zzl . sz _ —le—Zzl . Zzl
L= 4T 12 L= ST iy =7 77 Y
21 Ly TELp 22 L1 T LG £11 T &G
Z
Gain en courant :Ai =2 _-__=2
-11 ZZ2+—ZL

10
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Matrice d’admittance

Exprime les courants en fonction des tensions. Les éléments de la matrice ont la dimension
d’admittance.

I _ Yy Yol |Y, — L =Y,U +Y,U,
I, Y, Y| |Y, I,=Y,U,+Y,U,
1 1 1 I
AvecY,, - =L Y, -2 —Y]2=i —YZZ=i
=1 Y, Y, Y,
U,=0 U,=0 U=0 U=0
Pour un réseau passif et linéaire, Y, =Y,
Matrice d’admittance Schéma équivalent en t

—— — —
Xll XIZ
U, y, U,
)—721 )—,22
Y +Y -Y Iy =L +4 Y =Y,+Y,
a C —@
[X]— Yy Yb+Y‘ Y22_Yb+Y Yb__Yzz+Y12
—Yl2_Y21__—Yc Y __—Yl2

Matrice de chaine (ou ABCD/transmission)
Etablit des relations entre les grandeurs de I'entrée a celles de la sortie.

Y _[é E] Y,
_Il _C Q __12

=1 ——=2 =2
L I I, I
L | —»
A B
Us <> U, E l_) u, Z | Y,

11
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le le —Il _Il
Avec A = — 1_9:—1— g:F L)=_I_
—2 1,=0 2 U,=0 —2 1,=0 =2 U,=0
Ys
Grandeurs de charge : [, = U, =71

AZ, +B+Z(CZ, +D)

Conversion de parametres des quadripoles

Matrice d’impédance Matrice d’admittance Matrice de chaine

|Z| =_le_Zzz_Z Z |_Y| =—Yll—Y22_—YlZ—YZl A =AQ _Bg

ESVEST
Matrice d’impédance | [Z,, Z, [ v, Y, (4 A
Yl Y c c
Zy Zy |}| Yl_l A D
- _ 21 =11 = =
B £ <
Matrice d’admittance [ Zy Zy, _Y11 Y12 [ D A
H H Y. Y £ &
ESTRE YY)
A A - _2 4
Tzl 1z La &
Matrice de chaine (2, 1z [ ¥y 1 (A B
Zy1 Zy Yy Xy | C D
1 Zx Xy
| 21 2o | B Iy

12
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Interconnexion de quadripodles

En série : matrice [ Z]

En paralléle : matrice [ V']

En cascade : matrice ABCD Lo, I

Matrices de chaine de circuits simples

b7

T

»

=[5 1 e 11

Paul Gerry

b
2, z,) [z, 2], [Z
Z, %y Z5 25, z5

21
l/11 —YIZ — thll
12] —Y22 —Ygl

b
Yol (¥n
Ys Ty
=22 Xz]

_[A* B [A
I Kol ok B et

joL
1

b
—Zl2:|
b

—222

b
X,
Yb

22

13
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11. Réponse fréquentielle et diagramme de Bode

La réponse fréquentielle d’un circuit s’obtient en gardant I’'amplitude de la source sinusoidale
constante mais qu’on varie sa fréquence. La réponse fréquentielle peut étre considérée comme la
description compléte du comportement sinusoidal d’un circuit en fonction de la fréquence.

La réponse fréquentielle d’un circuit est décrite par la fonction de transfert H(w).

Puisque 'entrée et la sortie peuvent étre représentées soit par une tension soit par un courant de
n’importe quel point appartenant au circuit, il existe quatre fonctions possibles de fonction de
transfert :

Gain en tension : H(w) =

Gain en courant : H(w) =

You®)

Impédance de transfert : H(®w) = ———
1. (o)

15y (®)
Admittance de transfert : H(w) = ———

U, )

Fonction de transfert
La fonction de transfert peut étre représentée sous la forme d’une fonction polynomiale. Les
racines des polyndmes au numérateurs sont appelées les zéros de H(w) et celles des polynémes
au dénominateurs sont appelées les poles de H(w)

. , 2 I
Lorsque R; = R,, le gain peut s’exprimer comme : G5 = 201og,, T = 201log, A

1 1

La fonction de transfert peut étre écrite comme H(w) = H(w)e/*® ou dans un diagramme de
Bode comme H;5(w) = 201og,, H(w).

14
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Diagramme de Bode : Résumés des caractéristiques

Facteur Amplitude Phase
K 20 log g K
7
; ;
- \N
a) (o]
(] ) 20N dB/decade 90N
1 o >
1
(jo)N =~ > >
1 o =
—20N dB/decad
ecade “O0N°
0 N
< 1+ ]—> 20N dB/decade 90N
Z
00
> | 1 >
< ” 2z 2 10z ®
@ 10
1 5 10,
. N p 10 p p
(1+jo/p)¥ . . 1 : N
! Ox
—20N dB/decade _O0N®
. ) 21N )
2jo¢ Jo 180N
1+ + ( — 40N dB/decade
o, \o, /
OO
> | 1 >
W, w & w, 10(1)" o
10
1 &
. . E wk lOwk
[1+2jwllwg+ (jolw)? IV W R : . : .
[0} 0° ®
—40N dB/decade

—180N°

Paul Gerry
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