¢

ECCLE POY TRCOHMNICIL
FEDERALE DVE LALISARME

ECOLE POLYTECHNIQUE FEDERALE DE LAUSANNE

ANALYSE 111

MICROTECHNIQUE

SEMESTRE 3

PAR
MUNIER LOUIS

COURS DE M. CIBILS






Table des matiéres

I Analyse Vectorielle 7
1 Opérateurs différentiels : 9
1.1 Préliminaires : . . . . . . . L e e e e e e e 9
1.1.1 Motivations et Méthodes : . . . . . . . . ... ... oL 9

1.1.2 Rappels, Notations et Terminologie : . . . . . .. . ... . ... ... .... 9

1.2 Définition : . . . . . . . L e e e e 10
1.2.1 LeGradient : . . . . . . . L e 10

1.2.2 LaDivergence : . . . . . . . .. .. 10

1.2.3 Le Rotationnel : . . . . . .. .. ... 11

1.24 LeLaplacien :. . . . . . . . . 11

1.3 Exemples: . . . . . e e 12
1.4 Formules de Différentiation : . . . . . . . . . ... oL Lo 13
1.4.1 Reésultats importants : . . . . . . . ... Lo o 13

1.4.2 Autres Formules : . . . . . ... ..o o 13

2 Intégrales curvilignes et champs conservatifs : 15
2.1 Courbes dans R™ @ . . . . . . L 15
2.1.1 Définitions : . . . . . . . .. e e e e 15
2.1.2 Exemples: . . . . e 16

2.2 Intégrales curvilignes : . . . . . . .. L oL e 17
2.2.1 Définitions : . . . . . . Lo e e e 17
222 Exemples: . . . ... 18

2.3 Champs qui dérivent d’un potentiel : . . . . . .. .. ... oL oo 20
2.3.1 Notions de Topologie : . . . . . . .. . . ... L 20
2.3.2 Caractérisation des champs conservatifs : . . . . ... ... ... ... ... 21
2.3.3 Résultats Importants : . . . . . . . . . .. ... e 22
2.3.4 Exemples: . . . . 23
2.3.5 Démonstration du Théoréme 1: . . . . . . . ... ... ... ... ... 25

2.4 Théoréme de Green : . . . . . . . . o e e 26
2.4.1 Rappels, notations et définitions = . . . . . . . ... ..o 26
2.4.2 Enoncé du Théoréme de Green : . . . . . .. v vv i 27
243 Exemple: . . . . . 28
2.44 Corollaire du Théoréme de Green : . . . . . . . .. .. .. ... ... .... 30

3 Intégrales de surface : 31
3.1 Surfacedans R3 . . . . . . ... 31
3.2 Exemples: . . . . .. 32
3.3 Intégralede Surface : . . . . . . . .. L 34
3.3.1 Intégrale de champs scalaires : . . . . . ... ... ... ... L L. 34
3.3.2 Exemples: . . . ... 35
3.3.3 Intégrales de champs vectorielles : . . . . .. ... ... . ... ... . ... 36
334 Exemples: . . . ... 37

3.4 Théoréme de la Divergence : . . . . . . . .. . .. L e 38
3.4.1 Motivation :. . . . . L oL e 38



4 TABLE DES MATIERES
3.4.2 Définitions : . . . . . ..o 39

3.4.3 Enoncé du théoréme de la divergence : . . . . . . .. ... ... .. ..... 39

344 Exemples: . . ... 40

3.5 Théoréme de Stokes :. . . . . . .. L 44
3.5.1 Motivations @ . . . . . . Lo e e e 44

3.5.2 Détermination du bord d’une surface et de son sens de parcours . . . ... 44

3.5.3 Enoncé du Théoréme de Stokes : . . . . . . . . ... ... 47

II Analyse Complexe 51
4 Fonctions holomorphe et équations de Cauchy-Riemann : 53
4.1 Introduction : . . . . . . . . . . . 53
4.1.1 Motivation : . . . . . ..o e e 53

4.1.2 Rappels sur les nombres complexes : . . . . . .. ... L. 53

4.2 Fonctions complexes : . . . . . . .. e e e e e 54
4.2.1 Définition : . . . ... 54

422 Exemples: . . . ... 54

4.3 Limites, continuité et dérivabilité : . . . . . . . . . . .. ... ... 55
4.3.1 Définitions : . . . . . .. e e 55

4.3.2 Equations de Cauchy-Riemann : . . . . ... ... ... ........... 55

4.3.3 Exemples: . . . . . . 56

5 Théoréme et formule intégrale de Cauchy 59
5.1 Intégration complexe : . . . . . . ... 59
5.1.1 Notations et définitions : . . . . . .. . . ... oL o 59

5.1.2 Exemples . . . . . . . e 60

5.2 Théoréme de Cauchy . . . . . . . . .. . . L 61
5.2.1 Enoncé du théoréme de Cauchy : . . . . . . . . ... ... ... ... ... 61

5.22 Exemples: . . ... 61

5.3 Formule intégrale de Cauchy . . . . . . ... . ... oo 62
531 EnOnCe . . ... 62

5.3.2 Exemples d’utilisations : . . . . . . ... L oL oL 63

5.3.3 Corollaire de la formule intégrale de Cauchy : . . . . ... ... . ... ... 64

5.3.4 Exemple d’utilisation : . . . . . . ... oL oL 65

6 Série de Laurent, poles et résidus 67
6.1 Polynome et série de Taylor d’une fonction holomorphe : . . . . . . .. ... .. .. 67
6.1.1 Définitions et résultats : . . . . . . ..o oL 67

6.1.2 Exemples: . . . . . . e 68

6.2 Développement et série de Laurent d’une fonction holomorphe . . . . . . . .. ... 69
6.2.1 Motivations, définitions et résultats : . . . . . .. .. ... 69

6.2.2 Définition issues de la série de Laurent : . . . .. .. ... ... ... .. 70

6.2.3 Exemples: . . . . . . 71

6.2.4 Détection des poles, détermination de l'ordre et formules de calcul du résidu 73

7 Théoréme des résidus et applications au calcul d’intégrales réelles 75
7.1 Théoréme des résidus : . . . . . . . . .. 75
7.1.1 Enoncé du Théoréme des résidus : . . . . . . . ... ..., 75

7.1.2 Exemples: . . . ... 76

7.2 Applications du Théoréme des résidus : . . . . . . . ... ... ... .. ...... 7
7.2.1 Calcul d’intégrales de fonctions périodiques : . . . . . . . ... ... ... 7

7.2.2 Calcul d’intégrales généralisées . . . . . . . . ... ... .. 80

7.23 Exemples . . . . ... 82



TABLE DES MATIERES

A Formules utiles :



TABLE DES MATIERES



Premiére partie

Analyse Vectorielle






Chapitre 1

Opérateurs différentiels :

1.1 Préliminaires :

1.1.1 Motivations et Méthodes :
But :

Appliquer les régles de 'analyse au calcul vectoriel pour dériver des vecteurs.

Meéthodes :

Mises en place au 19° siécle.

1.1.2 Rappels, Notations et Terminologie :

e Pour n € N tel que n > 1 on note & = (x1, x2, 23, ..., L) € R™ un n-uplet de nombres réels.

Pour n = 2 on écrit (21, z2) = (x,y).

Pour n = 3 on écrit (z1,z2,x3) = (2,9, 2).

Remarque : x ne désigne plus le couple de R? ou le triplet de R? mais sa premiére composante.

e Une fonction & valeurs réelles définie sur un sous-ensemble €2 C R" .

f: Q—R
T f(fl?) = f(m17x27 7xn)
qui dépend de plusieurs variables x1, za, ..., x,, est appelée un champ scalaire.

Pour k € N on écrit f € C*(Q) si toutes les dérivées partielles d’ordre < k existent et sont
continues sur le domaine ou est décrit la fonction : 2.

e Une fonction a valeur dans R™ définie sur Q C R"

F: Q— R" avec F;: Q—R
x— F(z) = (Fi(x), Fa(x), ..., Fr(x)) z— Fi(z)pouri=1,2,...,n

est appelé un champ vectoriel.
Pour k € N on écrit F' € C¥(Q,R") si F; € C*¥(Q) pouri=1,...,n
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Remarque : un champ vectoriel F' est définit par la donnée de n champs scalaires.

{Fi}?zl

e L’opérateur différentiel vectoriel "nabla", noté V, et définit par

o 0 0
V = (axl, 671'2, ceey axn>

Il a vocation & agir sur des champs scalaires ou vectoriels.

1.2 Définition :

1.2.1 Le Gradient :
Soit 2 C R™, un ouvert, et f: Q—R

e f(x) = f(z1, 22, ... 2p)
Un champ scalaire tel que f € C1(Q). Le gradient de f, noté gradf, est définit par :

rlfe) = (V) = (8%@), o) %(m))

On dit que c’est le produit de I'opérateur V et du champ scalaire f.
Remarque 1 : comme gradf(z) € R alors gradf : Q@ — R™ définit un champ vectoriel.

Remarque 2 :
Pour n =2ona f = f(x,y) et gradf = (%a %)
Pour n =3 ona f = f(x,y,2) et gradf = (%7 %’ %)

1.2.2 La Divergence :

Soit 2 C R™, un ouvert, et F: Q—R"

x> F(z) = (Fi(z), Fa(x), ..., Fu(x))
un champ vectoriel tel que F' € C1(Q,R"). La divergence de F, notée divF, est définie par :

_OF, . OF,

of OFy oF,
a 5‘:01 o 3372

divF(z) = (V- F)(z) (ar)—l—-i—a(x)

On dit que c’est le produit scalaire de 'opérateur V et du champ vectoriel F.

Remarque : comme divF'(z) € R alors divF' : Q@ — R définit un champ scalaire.

Pour n=2on a F = F(z,y) = F(Fi(x,y), Fa(x,y)) et divF = % + 86—1;2 , , ,
Pourn =3onaF = F(z,y,2) = F(Fi(z,y, 2), Fa(z,y, 2), F5(z,y,2)) et divF = %—l—%—?—i—%



1.2. DEFINITION :

1.2.3 Le Rotationnel :

Soit 2 C R™, un ouvert, et F: Q—R"
x— F(x) = (Fi(z), Fa(x), ..., Fp(x))
un champ vectoriel tel que F' € C'(Q,R"). Le rotationnel de F', noté rotF, est défini par

Lorsque n =2
0Fy OF

rotF(z,y) = %(w,y) e (z,y)

ou F(x,y) = (F1(30,y),F2(9572U)>
Lorsque n =3
rotF(x,y,Z) = (V/\F)(:z:,y,z)

Baﬂy(%y,z) - %(z,y,z)

= %(m,y,z)—%(w,y,z)

o) o)
722‘(%%2) - 71;]‘(1’7%2)
ol F(IL’, Y, Z) = (Fl(x> Y, Z)a FQ(xa Y, Z)a F3(IL’, Y, Z))
On dit que c’est le produit vectoriel de 'opérateur V et du champ vectoriel F'.

Remarque 1 :
Procédé mnémotechnique de calcul (notion de déterminant) :

OF; _ OF,

€1 () €3 7[‘)y 92

—|lo o o|_|om om

rot ox Oy 0Oz 0z ox
! OFy _ 9F1

R Fy, Fs 5 5y

Remarque 2 :
pour n = 2 rotF(x,y) € R et rotF : Q@ — R définit un champ scalaire.
pour n = 3 rotF(z,y,z) € R3 et rotF : O — R3 définit un champ vectoriel.

1.2.4 Le Laplacien :

Soit 2 C R™, un ouvert, et f: Q— R
T = f(i[) = f(xlvx% 7xn)

un champ scalaire tel que f € C?(Q). Le Laplacien de f, noté Af, est défini par :

0? 0? 0?
(A1) = ) + 550+ + 55 (@)

Remarque : comme (Af)(z) € R alors Af : @ — R définit un champ scalaire.
2 2
Pourn=2ona f = f(z,y) etAf:%+%
Pourn=3ona f = f(x,y,2) et Af = % 4 %yg + ng;
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1.3 Exemples :

Exemple 1: Calcul de gradient
Soit
f: R3 — R

(z,y,2) = f(x,y,2) = 2%y® sin(2?)

_(of of of
gradf(x,y,z) - (ax (x,y7z), 8y (xvyvz)v 62 (‘T7yaz))
= (2zy®sin(z?), 32%y? sin(2?), 222%y° cos(2%)) € R

Exemple 2: Calcul de divergence
Soit

f: R3 — R

(z,9,2) = F(z,y,2) = (2% — e¥,sin(z2), y?e**?)

oF OF: OF:
diVF(xyyvz> = T;(maZﬁz) + 67;(1‘7:’-/72) + Tj(xvyvz)
=22 + 0 + 2xy°e*®*

=22(1+2y%**) € R

Exemple 3: calcul de rotationnel
Soit

F: R} —R?

z,y,2) — Flz,y,z) = (siny, e*¥?, 22
(z,y,2) = F(z,y,2) = (siny, e™¥?,

er ey es 2(2%) — & (e
rotF(z,y,z) = % 6% % = %(siny) _ 8%(22)
siny e 22 8%(6“”) - a%(sin Y)
0 — zye™? —zyery?
= 0-0 = 0 €R?

yze™?* —cosy yze®™? —cosy
Exemple 4: Calcul de Laplacien
Soit

f: R —R

(2,y,2) = f(x,y,2) = 22yz? — 23 +sin(37)
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On a

0 f 0°f .
o 5Ty, 2) = o 2(.%‘ yz3 +sin(3z)) = am(2xyz + 3cos(3z))
= 2y2% — 9sin(32)

L ) = S o0 sinGan) = 22

2°f 0°f 0 g2 2
S (,y,2) = S (@ +sin(30) = o (32%y2?)

= 6a2yz

Af(x,y, 2) = 2y2® — 9sin(3z) + 62%yz € R

1.4 Formules de Différentiation :

1.4.1 Résultats importants :

Démonstration: ezercice 4 série 1

1.4.2 Autres Formules :

exercice 5 série 1
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Chapitre 2

Intégrales curvilignes et champs
conservatifs

2.1 Courbes dans R" :

2.1.1 Deéfinitions :
Soitn e R™ ,n>1

Définition 1:
I' C R™ est une courbe simple et réguliére, s'il existe un intervalle [a,b] C R et une fonction

v: o la, b — R”
t— ’Y(t) = (’Yl(t)vf)’?(t)v 77n(t))

telle que :

o I'=~([a,b]) = {x € R™ : 3t € [a,b] avec x = y(t)} Au plus une pré-image
— implique simple

e ~ est injective sur [a, b[: Vi1, ta € [a,b] avec t1 # to = ~(t1) # Y(t2)

e v C([a,b],R")

déf
o [V OIS [V (1) +4 (t2)* + -+ (t0)?]
— implique réguliére.

N

#0 Vt € [a, b]

Remarques :
1. v s’appelle une paramétrisation de I' par ¢t € R
2. y(t) = (1(t),y2(t), ...y Yn(t)) est le vecteur "position" sur I" & "linstant" ¢.
3. Y (t) = (V1(t), ¥4 (%), ..., v (t)) est le vecteur tangent (vecteur "vitesse") a T' au point ()
4. Tlustration dans R3

15
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Définition 2:
I' C R™ est une courbe simple réguliére fermeée si en plus y(a) = v(b) (possible car injective sur

[a, b])
Définition 3:

I' C R™ est une courbe simple réguliére par morceau s’il existe I'y, I'a, ..., I'y, des courbes simples
réguliéres telles que :

2.1.2 Exemples :

Exemple 1:
v: [0,27] — R?
t — vy(t) = (cost,sint)

Ilustration dans R3

Yo(t)h----3 N

I': cercle de rayon R =1

m(;) X ~'(t) = (—sint, cost)
KJ

1
2

17/ (@)= [(—sint)® + (cost)?]* =1#0 vt € [0, 27]

— réguliére et simple

Exemple 2:

v: [0,67] — R3
t— y(t) = (3cost,3sint, 4t)

T : hélice circulaire dans R?
~'(t) = (—3sint, 3 cost,4)

ATATAR

7/ ()] = (9sin®t + 9cos?t + 16)> =5 #£0 vt € [0, 6]
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Exemple 3:

v:  [0,27] — R2

t = (t) = (cos®t,sin® 1)
Y

I : astroide dans R?
X 7' (t) = (=3 cos® tsint, 3sin? t cost)
.
1
7' (®)|| = [9cos* tsin®t + 9sin® t cos® t] * = [9 cos® tsin® ¢ (cos® ¢ + sin t)]%
—_———

=1
= 3||cost, sint||

Courbe non réguliére car ||7/(¢)[|> =0sit = {0, % 2}

’ 9 a27

2.2 Intégrales curvilignes :

But : Définir la notion d’intégrale le long d’une courbe T'.

2.2.1 Définitions :

Soit I' C R™ une courbe simple réguliére de paramétrisation :

v: o Ja, b — R”
te(t)

Définition 1: Soit f un champ scalaire continu défini sur la courbe.

f: I' —R
x> f(x)

L’intégrale de f le long de T" est définie par

/fdldef/f DI W] dt

17

Remarque : On calcule la longueur de la courbe T" en choisissant f = 1 (champ scalaire constant

égal 4 1 Vz € R™). On a

longueur(T") / dl = /||’y )| dt exercice 1 série 2
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Définition 2: Soit
F: T'—R"
x— F(x) = (Fi(z), Fa(x), ..., Fp(z))
Un champ vectoriel continu.

L’intégrale de F le long de T" est définie par :

b b
.y et A _
F/F d éa/Fw)) ¥/ (t) dt /

Remarque : Cette intégrale donne le travail du champ F le long de la courbe I'
ezercice 9 série 2.

> F(®) (t)] dt
=1

Définition 3: Si I est une courbe simple réguliére par morceaux alors

k k
I, et /fdl:Z/fdl et /F-dl:Z/F-dl
T =l T

i=1 T,

r-|J

k
=1

2.2.2 Exemples :

Exemple 1:
Calculer [ f dl pour
r

a) La fonction suivante :
f: R?2 — R
(z,y) = fz,y) = Va2 +4y?
et la courbe I' C R? paramétrée par
v [0,1] — R?

s y(t) = (t, %)

On a 7/(t) = (1,1) et |[7/(t)||= V1 + 2. Donc

F/f dl:jf(v(t))llv’(t)||=0/1 t2+4(tj)2¢1+7 d

1

/\/t2 (1+2)V/1+¢2 dt:/t(1+t2) dt
0

0

4!
g

¢ _ 1,1
2 T2 4

1
0

0

3
T4
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b) La fonction suivante :
f: R?2 — R
(z,y) = flz,y) ==

et la courbe I' = {(z,y) € R? : y = cosh pour z € [0,1]}
Paramétrisation :

v: [0,1] — R
t— (t) = (¢, cosht)

On a 7/(t) = (1,sinht) et ||7/(t)|| = V1 + sinh? ¢ = cosh t. Donc

1 1
/ f i = / F () I @) de = / - cosht dt
I 0 0

On pose :
u(t) =t v'(t) = cosht
u'(t) =1 v(t) = sinht

2y sinht|é — [ sinh¢ dt = sinh1 — cosht|(1)

o

1 -1
:sinhl—coshl—i—l:e 26 —€+2€ +1

1
&

Exemple 2: Calculer fF - dl pour
r

a) La fonction suivante :

F: R} —R?

(x,y,2) = F(x,y,2) = (x,2,9)

et la courbe I'" paramétrée par

v: [0,271] — R3

t — (cost,sint,0)

On a +/(t) = (—sint,cost,0) et

27

2m
F-dl= [ F(y(t))-v(t) dt = [ (cost,0,sint) - (—sint,cost,0) dt
fra=roms0a-]

0
2m 2
. 1 . 1 27
= — [ costsint dt = —= [ sin(2t) dt = - cos(2t)
2 1 .
0 0

=0

19
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b) La fonction suivante :
F: R} —RS
(z,y,2) = F(a,y,2) = (2,9, 2%)
et la courbe I' = {(z,y,2) € R¥: y = e” et z = x pour x € [0,1]}
Paramétrisation de I' :

& [0,1] — R3
Es(t) = (1, 1)

On a~/(t) = (1,€',1) et donc

T 0 0

1 1

= /(t2 + et 4 1?) dt = /(2152 + ety dt
0 0
23 et}
3 4|,

_2+e4 1 5+3e

T34 4 12

Exemple 3: Calculer la longueur du cercle I' de rayon R centré a l’origine
I'={(z,y) e R*: 2% +y* =R*}

Parameétrisation de I :

v [0,27] — T
t — (Rcost, Rsint)

On a v/(t) = (—Rsint, Rcost) et |7/ (¢)|| = R

Donc la longueur vaut
27 27
F:/dl _ /w(t)u dt:R/dt:%R
T 0 0

Autres exercices : exercices 2,3 et j série 2

2.3 Champs qui dérivent d’un potentiel :
2.3.1 Notions de Topologie :
Définition 1:

Un ensemble Q) C R™ est convexe si pour tout A € Q et tout B € Q) le segment de droite
joignant A & B est entiérement contenu dans 2.
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Définition 2:
Un ensemble 2 C R” est connexe si pour tout A € Q et tout B € € il existe une courbe I'
continue joignant A et B qui est entiérement contenue dans 2.

Définition 3:

Q C R™ est simplement connexe s’il est connexe et si deux courbes simples I'; et I'y quel-
conques contenues dans € joignant A et B peuvent étre déformée continiment 1’une en 'autre sans
quitter .

Ilustrations dans R2 :

% g T, P
Q=0 U
convexe pas convexe pas convexe pas convexe
connexe connexe connexe pas connexe
simplement connexe simplement connexe pas simplement connexe pas simplement connexe

Interprétation intuitive :

Un ensemble simplement connexe de R? est un ensemble sans trous.

Remarque : On a toujours :

e . e
Q convexe ) simplement connexe Q) connexe

<=

2.3.2 Caractérisation des champs conservatifs :

Définition : Soit 2 C R™ un ouvert et

F: Q—R"
z— F(x)

un champ vectoriel. On dit que F' dérive d’un potentiel sur (2 s’il existe un champ scalaire

f: QO — R
x— f(x)
appartenant a C1(Q) tel que
0 0 0
F(x) = gradf(x) = (651@)7 8—;;(@, - aai(m)) Vr € Q

Dans ce cas F est appelé un champ conservatif et f est appelé un potentiel de F'.

Remarque : Si un potentiel de F' existe alors il est défini & une constante o € R prés car
grad(f + «) = gradf = F et donc f + « est aussi un potentiel de F'.
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2.3.3 Reésultats Importants :

Remarque 1 :

La condition 2.1 du théoréme 1 est une condition nécessaire, mais elle n’est pas suffisante

pour garantir ’existence d’un potentiel.

Pour la rendre suffisante il faut imposer que €2 soit simplement connexe (en particulier si

) est convexe, la condition 2.1 est suffisante).

Remarque 2 :

La condition 2.1 est équivalente & dire que rotF est nul.
En effet :

epourn=2 F=(F,F) z=(r1,z2) et 2.1 signifie :

, . oF, _ 0F at OF,  OF)
! J 61‘2 8$1 ro 6:31 6:62

e pourn=3 F=(F,F,F;) x=(x1,z2,x3) et 2.1 signifie :

=l = OF, _ OF; OF: IF:
i=Li=2 %5 = o Bs ~ s 0
N OF, _ OF3 — = | orn _ 9F | —
1= 17-7 =3 dx3 — Oxy rotF' Ox3 oz 0
P S OF, _ OF3 OF, _ 9F;
1—27.7_3 Bzz_a.’l:z G 92 0
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Autrement dit : Le champ vectoriel F' dérive d’'un potentiel <= Le travail de F est
indépendant de la courbe choisie pour aller de A & B <= Le travail de F' le long de n’importe
quelle courbe fermée est nul.

Résumé de ’utilisation des théorémes 1 et 2 :

Soit 2 C R™ un ouvert connexe et un champ vectoriel F': Q — R” tel que F € C*(2,R") avec
n=2oun=3.

a) SirotF # 0 sur Q, alors F' ne dérive pas d’un potentiel.
b) SirotF = 0 sur 2 simplement connexe alors F dérive d’un potentiel.

c) SirotF = 0 sur € qui n’est pas simplement connexe alors le théoréme 1 ne donne aucune
informations. (voire exercice 3 série 3)

d) Si on trouve une courbe fermée I' C  telle que [ F - dl # 0 alors F ne dérive pas d’un
r
potentiel.

Remarque : Attention, [ F - dl = 0 pour une courbe fermée % F dérive d’un potentiel.
r

2.3.4 Exemples :

Etudier si le champ F dérive d’un potentiel sur son domaine de définition, si c’est le cas, trouver
ce potentiel.

Exemple 1:
F: R?—R?
(z,y) = F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)) = (439, 220"y + y)
Domaine de définition : Q = R? simplement connexe.
0F, O0F;
tFl = — — —
ro 8951 al’g
0 0
— Y (94 _ 9 432
5y 22y + ) 82/( z°y°)
=823y — 8z3y =0 V(z,y) € Q

— un potentiel f : R? — R existe tel que F = gradf

Pour trouver z,y on pose :

%(% y) = Fi(z,y) = 42’y (2.2)
35@5, y) = Fale,y) = 2ty +y (2.3)

Equation 2.2 = f(z,y) =2*% +aly) ou a(y) ne dépend que de y, constante pour .

o
a%(x’ y) =22y + o' (y)

Equation 2.3 = 2z%y +d/(y) =22 +y = o'(y) =y

1
a(y) = §y2 + B ot la constante f € R
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Le potentiel est donc :

1
fz,y) = 2ty + §y2 + [ ou B est une constante arbitraire.

Exemple 2:
F: R?—R?
($7y) — F(.’I,‘,y) = (Fl(x,y),Fg(x,y)) = <_aj27:!1»y27 %erZ)

Domaine de définition : R?\(0,0) pas simplement, connexe.

otp O 0B 90 ( w \ 9 ( y
Oz oy Oz \ a2 +y2 Jy x2 4y

x2+y2—2x2 x2+y2—2y2_
(:r2+y2)2 (x2+y2)2 -

V(z,y) € Q

Attention :  n’est pas simplement connexe alors le théoréme 1 ne donne aucune information.

Avec le théoréme 2 on peut montrer que F' # grad f sur {2 en trouvant une courbe fermée I' C €2
telle que [ F-dl #0.
r

Par exemple, on peut choisir :

Le cercle unité, centré & I’origine. 7//

D={(z,y) eR?:2’+y> =1} CQ
7
Paramétrisation :
~(t) = (cost,sint) t € [0,2n]
On a donc
7' (t) = (—sint, cost)
F(v(t)) = (—sint, cost)
Alors
2m
[Fa=[FPaw)-va
r 0
2m 27
= /(sinzt + cos?(t)) dt = / dt =21 #0
0 0

Conclusion : F' ne dérive pas d’un potentiel.

Exemple 3:
f: R3 — R3
(x,y,2) = F(x,y,2) = (ye®sinz,1 4 e” sin z, ye® cos z + z)

Domaine de définition : Q = R3 simplement connexe.
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€y ey e, 0
= o) 1e) fé) —
rotF = = 5 5= =10 V(z,y,2) € Q
ye*sinz 1+e*sinz ye®cosz+ z 0

—> F dérive d’un potentiel f sur  tel que F' = gradf.

On pose
O (2,3,2) = File,9,2) = ye sin- (2.4)
x
of o
Ky(x,y,z) = Fy(z,y,2) =1+ ¢€"sinz (2.5)
of N
a(x,y,z):Fg(:r,y,z):ye Cosz + z (26)
Equation 2.4 : f(z,y,2z) = ye®sinz + a(y, z)
Alors
g—g];(a:,y,z) =e"sinz + g—Z(y,z) =1+é"sinz
af " e .
a(x,y,z) = ye® cosz + g(y,z) =ye®cosz + 2z
Oa
— =1 2.7
— & (27
O
- = 2.
5 = ? (2.8)

Equation 2.7 :

On trouve donc, au final :

1
f(:r,y,z) :y€$San+y+§z2+C

2.3.5 Démonstration du Théoréme 1 :

a) Si F = gradf = rotF = rot gradf =0 voir série 1 exercice 4.1

b) Esquisse de la preuve dans R? lorsque (0,0) € Q et 2 connexe.

Le segment de droite I' reliant (0,0) & (z,y)
paramétré par (t) = (tz,ty) avec t € [0,1] et
entierement contenu dans €.

Q On a

v (t) = (z,y) et on définit
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[ Fy(tx, ty) + yFa(tz, ty)] dt

exercice 4 série 3

—_——
Avec ’hypothése rot ' = 0 on montre que g—“; =Fj et g—i = F5 c’est-a-dire que F = grad¢ et
donc F dérive du potentiel ¢.

2.4 Théoréme de Green :

Remarque : Tous les résultats de cette section sont formulés dans R2.

2.4.1 Rappels, notations et définitions :

Soit 2 C R? un ouvert borné de R2.
e On note 00 le bord de Q2

N ={zeR*:QND,(z) #0et (RO\Q)ND,(z)#2 Vr>0}

ou

Di(z)={yeR?:|ly—z| <r}

et le disque ouvert de R? centré en x et de rayon r.

e On note Q = QU IN ’adhérence de 1.

Définition 1:

Soit © € R? un ouvert borné tel que € est une courbe simple fermée réguliére (par morceaux).
On dit que 02 est orienté positivement respectivement négativement si lorsqu’on parcours 92 on
laisse 2 a4 gauche respectivement a droite.

82 orienté négativement

Signification de 1’orientation positive :
Pour une paramétrisation
v [a,b] — 09
t=x=(t) = (r(t),72())
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de 99 le vecteur tangent & 0 en x est 7(x) = (71(t), 74 (t)) et le vecteur normal & 9Q en z donné
par v(z) = (v4(t), —v1(t)) est une normale extérieure a

X1

7(x) v(z)
Co R 90 T =(t)
atho
Xz

Définition 2:
On dit qu'un ouvert borné A C R? est un domaine régulier s’il existe des ouverts bornés
Ag, Ay, ..., A,, C R? tels que

e 0A; =T pour j =0,1,...,m sont des courbes simples fermées réguliére (par morceaux).
° Zj C Ag pour j =1,...,m.
e AiNAj=0 Vi,j=1,...,m

m p—
e A=A\ U A4, Tllustration typique :

Jj=1 Iy

(&)

()
()

0
On dit que 0A =Ty U1 Ul U...UT,, est orienté positivement si le sens de parcours sur
chaque I'; pour j = 0,...,m laisse le domaine A a gauche. C’est-a-dire que le bord I'g est
orienté positivement (le parcours laisse Ay & gauche) tandis que les bords I';, Ty, ..., T,
négativement (le parcours laisse Aj, Ao, ..., 4,,) & droite.

2.4.2 Enoncé du Théoréme de Green :

Remarque 1 :
Le théoréme de Green permet de remplacer le calcul d’une intégrale double du rotF sur un
domaine A C R? par le calcul d’une intégrale curviligne de F le long du bord 0A de A.
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Remarque 2 : Si F' dérive d'un potentiel sur A :§> rotF’ =0 sur A :> JOAF - di

. Green
Remarque 3 :

// [aa?(x,y)—%?(x,y)] dxdy:/F,dl

A 0A
définition de rotF

2.4.3 Exemple :

Exemple : Vérification du théoréme de Green.

A={(z,y) eR*:1 <2 +y* <4} et  F(x,y) = (2%y, 2xy)

Illustration du domaine :

Le domaine est bien régulier.

1. Calcul de [[ rotF(z,y) dzdy
A

On a rotF(z,y) = 2 (2zy) — (%(;ch) = 2y — 2°. Alors

// rotF(z,y) dedy = //(2y — 2%) dxdy
A A

On passe en coordonnées polaires, on pose donc, = rcosf,y = rsinf et dedy = rdrdf

2 27
://QTSinefrzcosze)r drdf
1 0
2 27 2 2T
:2/ /51n9d0 r dr—/ /00529d9 r3 dr
1 1
\_\,_./ \—v—/
/ 7 1
——7r/r3 dr:—fr‘l‘ (16 — 1) _br
1 4
1

2. Calcul de [ F -dl avec DA orienté positivement.
HA
Détermination de A :

A= Ap\A; avec Ag = {(z,y) e R* : 2? +y* < 4} et
A ={(z,y) eR*:2” +y* < 1}

On a donc comme bord de A.

OA=ToUT avec g = {(z,y) e R*: 2> +¢y* =4} et Ty = {(z,y) eR* : 2® +y* =1}
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Parameétrisation de 0A :

Ty = {70(t) = (2cost,2sint) avec t € [0, 27]}
'y = {71(t) = (cost,sint) avec t € [0, 27|}

On a
~1 orienté a l’envers
/F~dl:/F~dl—/F~dl
DA To T
Remarque

Car 0A doit étre orienté positivement, I'y doit étre parcouru dans le sens positif (laisser Ag
a gauche) et I'y doit étre parcouru dans le sens négatif (laisser A; a droite).

D’une part v, (t) = (—2sint,2cost) on a :
27

Fedi= | Fro()-1h(0) dt
fr o= o

27
= / (8 cos®tsint,8 costsint) - (—2sint,2cost) dt
0
27 27
= —16/(3082tsin2 tdt+ 16/COS2 tsin?t dt
0 0
Or
27 27 27
/cos2tsin2t dt = i/sing(%) dt = %/(1 — cosdt) dt
0 0 0
27
:%2w—é/cos4tdt:£
0
—
et

2m

=0

27
1
/cos2tsint dt = — Zcos®t
3 0
0

— /F-dl:—16%:—47r

To
D’autre part 1 (¢) = (—sint, cost), on a :
27 o7
/F -dl = /F(’yl(t)) Sy (t) dt = / (cos*tsint,2costsint) - (—sint,cost) dt
r, 0
27 27
= —/COSQtSiHQt dt+2/0082tsint dt = —%

0 0

=n/4 =0
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Finalement :

Remarque : Théoréme de Green vérifié autres ezemples exercices 1 et 2 série 4.

2.4.4 Corollaire du Théoréme de Green :
Corollaire du Théoréme de Green :

Soit A C R? un domaine régulier dont le bord OA est orienté positivement.

Soit v : A — R? un champ de normales unités extérieures a A.

Soient F : A — R? un champ vectoriel tel que F € C* (4, R?) et f : A — R un champ
scalaire tel que f € C? (Z)

Alors :
/ divF(z,y) dedy = /(F v) dl
A A
//Af(x,y) dxdy = / (gradf - v) dl
A A
Siy(t) = (11(t),72(t)) pour ¢ € [a,b] est une pa-
ramétrisation de 0A alors
7? — (7-17 7_2) 7= ’}/(t) _ (Vi(t)af}é(t)) — (7_177_2)
I @)l @l
" est le vecteur tangent unité (qui suit l’orientation
7(t) positive de 9A)
0A
a Aen ~(t)

v : champ de normal unité extérieures & A

Remarque 1 : Avec F' = (Fy, F») et v = (v, 12) Pégalité 1 s’écrit :

OF OF:
// {a;(:c,y) + J(m,y)} dxdy = / (Fivn + Fo) di
A

A

intégrale double d’un champ scalaire intégrale curviligne d’un
champ scalaire

Théoréme de la divergence dans R2.
Preuve du corollaire : exercice 1 série 5.

Exemple : exercice 3 série 4.



Chapitre 3

Intégrales de surface :

3.1 Surface dans R?

e Nouvelles notations :
a) Pour une fonction f : R? — R? on note f(z,y) = (f'(z,v), [*(z,y), f*(z,y)) ou
fi:R? — R pour i = 1,2, 3 (indices en haut, repérent les composantes).
b) pour une fonction g(z,y) de deux variables on note % =g, et g—z = g, (indices en bas
repérent la variable de dérivation).

e Définition 1:
¥ C R3 est appelée une surface réguliére si
a) il existe A C R? un ouvert borné et tel que le bord A soit une courbe simple fermée
réguliére (par morceaux)

b) il existe une fonction : oc: A—R?
(u,v) = o(u,v) = (0! (u,v),0%(u,v), 0% (u,v))
avec les propriétés suivantes :
— o€ C'(A,R3),0(A) =X et o est injective sur A.

— le vecteur
€1 €9 €3 0'30'370'20'12}
deéf
oy X0y = ol o o3 =|olol —olod
o, oy oy 0u0; = 00,

est tel que ||oy, X o,|| # 0 pour tout (u,v) € A

Remarque 1 : o s’appelle une paramétrisation réguliére sur A de la surface X.

. _OuX0y
lowxayll

Remarque 2 : le vecteur v(u,v)

s’appelle la normale unité & la surface ¥ au point
o(u,v).

Remarque 3 : Illustration :

31
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Remarque 4 : Analogie avec les courbes dans R? :

courbe I'(§2.1.1) courbe ¥(§3.1.1)
v:  fa,)) CR—T CR? c: A—R?—YCR3
t— y(t) (u,v) — o(u,v)
7 ([a,b]) =T et v injective sur [a, b o (A) = X et o injective sur A
IV (@) # 0 low x oul # 0

Définition 2:
On dit que ¥ C R? est une surface réguliére par morceaux s’il existe X1, Yo, ..., X, des surfaces
k
réguliéres telles que ¥ = |J Xj.
i=1
Définition 3:

Une surface réguliére (par morceaux) est dite orientable §’il existe un champ de normales
v:% — R? continu.

Un tel champ de normales s’appelle une orientation de Y. Une surface orientée par un champ
de normales v est notée (3, v).

3.2 Exemples :

Exemple 1:

Sphére (rayon R)

= {(z,y,2) €R*:2? +¢* + 2* = R*}

Paramétrisation : On définit : A =|0, 27[x]0, 7|

o A—3

(0,0) — (c1(0,0),02%(0,6),0%(0,¢)) = (Rsin ¢ cos b, Rsin ¢sin b, R cos ¢)

Vecteur normal :

e1 ey e3 e1 es es —R2sin? ¢ cosf

def . . . . .
09 X0y = |0y o3 o3| =|—-Rsingsind Rsingcosl 0 = | —R?sin® ¢siné
aqﬂ 02 0’2’) Rcos¢cosf Rcosgpsinfd —Rsing —R%sin ¢pcos ¢

09 X 04 est une normale intérieure & la sphére.
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Exemple 2:

Cylindre (rayon base R = 1 et une hauteur h = 1)

S={(z,y,2) eR*:2® +y* =let 0< 2 < 1}

Paramétrisation : On définit : A =0, 27[x]0, 1]

o A—Y
(0,2) — 0(0,2) = (¢'(8, 2),0%(8, 2),0%(8, 2)) = (cosb,sinb, z)

Vecteur normal :

el €92 €3 €1 €9 €3 cos
def| | o 3 . .
09 X0, = |og 05 0y =|—sinf cosf®@ 0|=|sind
R
o, 0; O} 0 0 1 0

0y X 0, est une normale extérieure au cylindre.

Exemple 3:

Cone (angle 7 et la hauteur h = 1)

E:{(az,y,z)€R3122:$2+y2et0<z<1}

Paramétrisation : On définit : A =)0, 27[x]0, 1|

o: A—YX
(0,2) — 0(0,2) = (¢(0, 2),0%(0, 2),0%(0, 2)) = (2cos0, zsinb, z)

Vecteur normal :

e1 ey €3 e1 es es zcosl
def . )
o9 X0, = |o} oF of|=|—-zsinf zcosf 0|= | zsind
ol o2 o3 cos)  sinf 1 -z

o9 X 0, est une normale extérieure au cone.
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Exemple 4:

Paraboloide symétrique (hauteur h = 1)

Z:{(x,y,z)ER3:z=x2+y2etO§z<1}

X
Paramétrisation : On définit : A =]0, 27[x]0, 1]

o A—3
0,7) — (01(9,r),02(9,7“),03(0,7“)) = (rcos@,rsinﬂ,rQ)

Vecteur normal :

er ey €3 e1 es es 212 cos )
def . .

o9 X 0p = |0} 03 of|=|-rsind rcos® 0|=|2r?sinf
ol o o3 cosf  sinf 2r —r

0y X 0, est une normale extérieure au paraboloide.

Autre exemple : Tore exercice 2 série 5.

3.3 Intégrale de Surface :

But :

Définir une intégrale sur une surface X.

3.3.1 Intégrale de champs scalaires :

Soit ¥ C R3 une surface réguliére paramétrée par

c: A-—X ] I ¥>»—R
et soit
(u,v) = o(u,v) x— f(x)

un champ scalaire continu.

L’intégrale de Surface :

[ 15 [[ ot o)on x o] dudo

P A

Remarque 1 : On calcule laire de la surface X en posant f = 1 (champ scalaire constant égal &

1) :
Aire(X) = // ds :/ low x o4 dudv
—_———
b A

"élément d’aire"
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Remarque 2 : Par exemple si f(z) est la densité de masse au point x alors :

masse(X) = //f ds
b
k
Remarque 3 : Pour une surface réguliére par morceaux ¥ = (J >, on définit :

=1
//fds:gé fds

P

Remarque 4 : Analogie avec 'intégrale curviligne d’un champ scalaire g le long de T" (§2.2.1
chapitre 2)

v [a,b] — T ) g: r —R
et soit
t—=(t) z— g(x)

b
/ g / g ) ()] dt
I a

3.3.2 Exemples :

Exemple 1:

Soit
Y= {($7yaz) ERB Z.’[,'2—|—y2+z2 :RQ}

Calculer I'aire de ¥
Paramétrisation sphére de rayon R voir exemple 1 §3.2.1

A =]0,27[x]0,7[ o(0,¢) = (Rsin¢cosh, Rsin ¢sin b, R cos ¢)

—R2%sin% ¢ cos b
09 X 0g = | —R?sin® ¢sind

—R%sin¢cos ¢

log x o4 = \/R2 sin? ¢\/R2 sin? ¢ cos? § + R? sin” ¢sin? 6 + R2 cos? ¢
= R?|sin¢| = R?sin¢ car ¢ € [0, 7]

On a donc :

2 ™
Aire(X) = //ds = //Hog X 04|l dfd¢ = Rz/dﬁ/singb d¢
b A 0o 0

= 27 R*[— cos @) ’g = 47 R?
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Exemple 2:

Soit
E:{(axy,z)€R3:x2+y2:1et0<z<1}

et le champ scalaire f : ¥ — R définit par f(x,y,2) = 22 + % + 22
Calculer Iaire de X
Paramétrisation cylindre voir exemple 2 §3.2.1

A =]0,27[x]0,1][ o(6,2) = (cosf,sind, z)

cos
09 X 0, = sin 0

0

log X o.|| = Vcos? 0 +sin® 6 = 1

On a donc :

27

Aire(%) ://f dS://f(a(G,z))HUe % .| d9dz=/d@/l(c0529+sin29+2z) dz
) A 0 0

1
:27r/(1+22) dz:27r[z+z2]‘;:47r
0

Autres exemples : exercices 1, 2 et 8 série 6.

3.3.3 Intégrales de champs vectorielles :

Définition : Soit ¥ C R3 une surface réguliére orientable paramétrée par :

o: A— 3 . F: Y¥—R?
et soit

(u,v) — o(u,v) x — F(x)

un champ vectoriel continu.
L’intégrale de F' sur ¥ dans la direction de o, X o, est définie par :

L’intégrale de F sur X :

/ F-ds% //[F(a(u, ) - (0u X 0)] dudv

b A
Avec la normale unité v(u,v) = 2222 on peut aussi écrire :
’ [lowxaoyl

L’intégrale de F' sur ¥ : en passant par la normale

//F g //[F(U(u, ) o e )] [, 5% |
D) A

Attention : Il faut toujours préciser la direction !
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Remarque 1 : L’intégrale [[ F-ds s’appelle le flux de F' a travers la surface ¥ dans la direction
s

de v

Remarque 2 : Pour une surface réguliére orientable par morceaux ¥ = >; on définit :

Ic-

K2

Surface réguliére orientable

//F-dsd:éf;!i/Fds

P

Remarque 3 : Analogie avec I'intégrale curviligne d’un champ vectoriel G le long de I (§2.2.1)

v:  a,b) —T . G: T —R?
et soit
t— (t) x— G(x)

Analogie avec I’'Intégrale Curviligne :

b
[6-a=[1caw) v a

3.3.4 Exemples :

Exemple 1:

Soit
Z:{(m,y,z)6R3:22:x2+y2et0<2<1}

et le champ vectoriel F': ¥ — R3 défini par F(x,y,2) = (y, —,2?%)

Calculer le flux de F' & travers X dans la direction ascendante.

zZ
A
Paramétrisation cone (exemple 3 §3.1.2)
A =]0,27[x]0, 1]
zcosf
0(0,z) = (zcosf,zsinb, z) et g xo, = | zsinh
—z

Comme z € [0,1] et —z < 0, la normal pointant vers le haut est —oy X 0.
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On a donc :

P
S|
&

!
|
—

/ [F(0(6,2)) - (00 x 0.)] dbd

I\l

(22 cos Osin 6§ — 22 cos O sin 6§ — 23) dfdz

o\é" O\qw o
o O

(2%) dodz = g

Citation de M. Cibils:

"C’est formidable et non pas fort minable, comme dirait un certain Stromae"

Autres exemples : exercices J et § série 6.

3.4 Théoréme de la Divergence :

3.4.1 Motivation :
But

Généralisation du théoréme de la divergence de R? & des domaines de R3

Rappel

Théoréme de la divergence dans R? exercice 1 série 5 et corollaire du Théoréme de Green §2.4.4

Motivation FO

Obtenir un théoréme analogue en remplagant A par un do-

maine de R? et lintégrale curviligne [ par une intégrale ﬁ @
0A
de surface.

0A=ToUlulLUTl;s
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3.4.2 Définitions :

Définition : On a dit qu'un ouvert borné 2 C R? est un domaine régulier s'il existe des ouverts
bornés Qg, Q1 ..., L, C R3 tels que :
e 0Q; =3%; pour j =0,1,...,m sont des surfaces réguliéres (par morceaux) orientables avec un
champ de normales unités.
o ﬁjCQo Vi=1,2,...m
e 0,NQ; =0 Vi,j=1,2,...,m avec i # j
m.o__
o O =00\ U Q; posséde un champ de normales extérieures.
i=1

Nlustration typique :

20 QIV
%\ , ¢
Z]0 " QQ Vv
25 (03
%5 |

89220U21U22U23

Champ de normales extérieures a (2 lorsqu’on considére les surfaces 31, Y, ..., 3, Elles sont
intérieures par rapport aux ouverts 21,5, ..., Q,,.

3.4.3 Enoncé du théoréme de la divergence :

Théoréme de la Divergence :

Soit 2 C R? un domaine régulier et v : 0 — R un champ de normales unités extérieures
a () défini par v = (1, 19, v3). .
Soit F : Q — R? un champ vectoriel tel que F' € C1(Q,R?) défini par F = (Fy, F, F3). Alors

/ / divF(z, y, 2) dedydz / / (F-v) ds
Q o0

Le théoréme de la divergence est la généralisation pour R? du théoréme de la divergence dans
R? (corollaire du théoréeme de Green §2.4.4)

Explicitement on a :

OF, OF: OF.
/// (896 + 5 " a) dedydz = [ [ (i + By + Py ds
Q o0

intégrale triple d’un champ scalaire intégrale de surface d’un champ scalaire
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3.4.4 Exemples :

Exemple 1: Vérifier le théoréme de la Divergence pour la boule unité.
7

@)

Q:{(x,y,z)€R3:m2+y2+22<1}

/5] y et
F(z,y,2) = (zy,y, 2)

e Calcul de [[[divF(z,y,z) dedydz
O
On a:
divF(z z)—g(x )—l—g( )—1—2(2)— +1+1l=y+2

On calcul en coordonnées sphériques :

2w
///leF x,y, z)drdydz = /// rsingsing + 2) r smgzﬁ drdfde
o \Jacoblen|
:/7"3 /Smﬁdﬁ/sm ¢d¢+2/ /dQ/smgb
0 0
=0
1 4 x Arm 8w
:47r§'r {Ofcos¢|0 :EoQ:?

e Calcul de [[(F-v)ds
)

0 =%={(z,y,2) € R3: 2%+ + 22 = 1} = sphére unité
Paramétrisation : a(6, ¢) = (sin ¢ cos b, sin ¢ sin b, cos @) A =0, 27 [x]o, 7|

voir exemple §3.1.2

—sin? ¢ cos 6
ogXop=| — sin? ¢sinf | est une normale intérieure a ()
— sin ¢ cos ¢
Normale unité extérieure v(6,¢) = — ngigz”
.2
sin” ¢ cos 6
= v(0,9)]log x 0|l = =09 x 04 = | sin® ¢sin 6

sin ¢ cos ¢
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On obtient donc :

[0 as™ [ F606.0) - v6.0)0 x o] dos
o0

A
21 sin? ¢ cos 6
= / / (sin2 ¢ cos Bsin b, sin ¢ sin 6, cos gf)) | sin® ¢sing | dodo
00 sin ¢ cos ¢

2w

= / / [sin‘*d) cos? 0sin @ + sin® ¢ sin? 0 + cos? ¢ sin gzb] dod¢
0 0

2 ™ 2m ™ 2m ™
= /COSZHSiHQ d9/sin4¢ d¢+/sin29 d9/sin3¢d¢+/dﬁ/cos2¢sin¢ do
0 0 0 0 0 0

En calculant séparément, on obtient :

27
=0
0

1
cos?fsin® df = —= cos® 0

27 2m
1
sin? @ d9:§/(1—c0520) d@zw—%/cos%‘ do ==
0

o\:‘w o\§

0
~—_————
=0

27
/d9 =27
0

O/

. 2 g
sin® ¢ dop 2 —sin2¢cos¢’0 —|—2/sin¢cosz¢ do = —§COS3¢> =3
0

0
en ayant posé : f' =sing — f = —cos¢ g=sin?¢ — ¢’ =2cos¢psing
[ 1 T 9
/Sin¢c082¢ dp = —=cos® | ==
3 .3
0
4 2 4Am 4w 87
F' d :O - = 2 = = — _——=
:>//( V)ds=0+¢- 320 g="g g =73
o0

Citation de M. Cibils:

"Tous les chemins ménent & Rome, a condition de prendre la bonne direction”.
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Exemple 2: Vérifier le théoréme de la Divergence pour

Q:{(m,y,z)€R3:w2+y2<1,0<z<1} et  F(x,y,z2)=(2%0,2%

zZ
o5 X O
0 Sp={(@y2) R :a® <1 et z=0}
Zc:{(gg7y,z)€R3:a:2+y2<l et zzl}
Q o X al, S ={(z,y,2) eRP:a? 442 =1 et 0<z<1}
y
O.SXO_E N=X,UX. U,
X

e Calcul de [[[divF(z,y,z) dedydz
O
On a divF(z,y,2) = a%(xz) + 6%(O) + 592(22) =2z +2z

On calcul en coordonnées cylindriques :

1 27 1
T+ 22) arayadz = rcosf + 2z) T T z
2 22) dxdyd (2 0+ 2z2) drdfd
Q 0 0 0 IJacobienl
27 1 2 1
—2/cos¢9d9/r2dr/dz+2/d9/rdr/zdz
0 0 0
\q/_/
1 1
1 1 1
=2.27r =¢?| 22| =4xr-Z . =7
2 0 2 2

e Calcul de [[(F-v ds—ffF v ds—i—ffF v ds+ffF v) ds
a9

1. Paramétrisation de ¥y : a®(@,r) = (rcosf,rsinb,0) Ap =10, 27[x]o, 1]
€1 €9 €3 0
ag X off = |—rsinf rcos® 0|=1 0 est une normale extérieur & ()
cos 6 sind 0 -
b b
Normale unité extérieure a Q : v°(0,r) = 262%
llogxabll
0
= V"(0,7)og x o}l =05 x o7 = | 0
—r
On a donc

//(F-y ) ds %! //F(ab(H,r))~ub(9,r)||ag « ot dodr
Xy Ab

2m 1

= //(7'2 c0s?6,0,0) - (0,0, —r) dfdr

0 0

2w 1
://Oderzo
0 0
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2. Paramétrisation de % : o°(0,r) = (rcosf,rsinf, 1) A =0, 27[x]o, 1]
€1 €2 es 0
og X o = |—rsinf rcosf 0|=1]0 est une normale intérieure 3 )
cos sinf 0 —r
Normale unité extérieure a  : v°(0,r) = — ngigg\l
0 r
0
= v(0,r)|og x op]| = —gg xor =10
r

On a donc

// (F-v) def// ve(0,7)||06 x of|| dodr
// )) o5 X o dfdr =
/d@/rdr—%'fr

3. Parameétrisation de ¥; : (0, 2) = (cosf,sin b, z) A; =)0,27[x]o, 1]
exemple 2 §3.1.2

o\qw

1
/r c0s?6,0,1) - (0,0,7) dfdr
0

=2r-— =

1
2

e1 es  eg cosf
Ué X ai =|—sinf cosf 1|=|sing | est une normale extérieure a (2
cosf sinf 1 0
cos
“, - P N . 0'9 XG’ .
Normale unité extérieure a 2 : v/ (0, 2) = lotxol] = | siné
0

= logx ol =1

On a donc

// ) ds e //F (0,2)) - V10, 2)||oh x o' dbdz

1

// c0s? 0,0, 2?) - (cos,sin 0, 0) dfdz

0
2w

/cos OdG/dz

0

2 o

™ 2
s sin0c0s20|§ +2/cos0sin29 df = gsin?’ﬁ =0
—_— 0
=0 0

en posant f' = cosf — f =sind g=rcos’ — ¢ = —2cosfsinb
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Finalement, on obtient :
//(F-V)ds=0+7r+0=7r
a9

e Autres exemples : exercices 1, 2, 3 et 4 série 7

3.5 Théoréme de Stokes :

3.5.1 Motivations :
But :

Généralisation du Théoréme de Green pour des champs vectoriels & valeurs dans R3.

Rappel : (chapitre 2 § 2.4.2)

Motivation :

Obtenir un théoréme analogue en remplacant B par une surface ¥ dans R? et G par un champ
F:¥Y — R

3.5.2 Détermination du bord d’une surface et de son sens de parcours

1. Si ¥ C R? est une surface réguliére et o : A — ¥ est une paramétrisation de ¥ alors
le bord de ¥ (noté 0X) est donné par 90X = o(0A) et il est indépendant du choix de la
paramétrisation.

2. Le sens du parcours de 9% induit par la paramétrisation X est celui obtenu en parcourant
0A dans le sens positif.

u
0A Y O% = 0(0A)

—
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3. Si JA est une courbe simple fermée réguliére par morceaux alors o(0A) =T UT2U...UT,,
et pour obtenir le bord de ¥ on procéde de la fagon suivante :
On supprime de o(9A) les courbes I'; qui se réduisent & un point et celles qui sont par-
courues deux fois (une fois dans un sens et une fois dans l’autre).
Ce qui reste aprés avoir appliqué ce procédé est le bord de X désigné par 9%.

Exemple 1:
Cylindre : S={(z,y,2) eR*: 2 +3*=1,0< 2 < 1}
Paramétrisation :

Y ={(0,2) = (cosf,sinb,z),(0,z) € A} avec A=]0,2r[x]0,1]

O'(aA) :0(L1UL2UL3UL4)
:O'(Ll) UO’(LQ)UO’(L3) UO’(L4)
= uUT'yUT'suly

Déterminons les différents bords du cylindre :
Iy ={m(0) =0(6,0) = (cosb,sinh,0) avec § : 0 — 27}
cercle parcouru dans le sens positif
Iy = {y2(2) = 0(2m,2) = (1,0,2) avec z: 0 — 1}
droite parcourue vers le haut
s ={v3(0) = 0(6,1) = (cosb,sinb, 1) avec  : 2r — 0}
cercle parcouru dans le sens négatif
Ty ={w(z)=0(9,2) = (1,0,2) avec z: 1 — 0}

droite I'; parcourue vers le bas
En appliquant le procédé on élimine I'; et T'y de 0(0A) et on obtient 0¥ = I';y UT'3 avec T'y
orienté positivement et I's orienté négativement.
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Exemple 2:

Demi-sphére inférieure : Y ={(z,y,2) € R3:2?24+¢y2+22=1etz< 0}
Paramétrisation :

Y ={0(0,¢) = (singcosf,sinpsinb, cos¢) : (0,¢) € A} avec A :]O,QW[X]g,ﬂ'[

vl

e}

U(aA):Fl UFQUFgUF4

ou
T, =o0(L;) pouri=1,2,34

On détermine tous les bords du domaine :
I = {71(0) =0 (97 g) = (cosf,sinf,0) avec 6 : 0 — 27?}
qui est un cercle parcouru dans le sens positif

Iy = {’72(¢) =027, ¢) = (sin ¢, 0, cos ¢) avec ¢ : g — 77}

qui est un demi-arc passant par le pole sud parcouru vers le bas

I's = {y3(0) = o(f,7) = (0,0,—1) avec § : 2r — 0}

qui est un seul point : pole sud

Ly = {71(¢) = 9(0.¢) = (sin g, 0,cos6) avec ¢ : 7 — 7 }

qui est un demi-arc I's parcouru vers le haut
Citation de M. Cibils:
"Avec un plaisir non dissimulé, on enléve tout. C’est la description délicieuse d’un bord."

Procédé = on élimine I'y,T'3 et 'y de 0(OA) et on obtient :

0¥ =11 orienté positivement
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Citation de M. Cibils:

"Les mons scientifiques comprennent pas ¢a, mais la sphére n’a pas de bord.”

Exemple 3:

Cone : E:{(ﬂc,y,z)€R3:x2+y2222et0<z<1}

Paramétrisation :

Y ={0(0,2) = (zcos0,zsin6,2) : (0,2) € A} avec A =]0,2r[x]0,1]

%

L

1 <
Ly A

0 L

On a
0'(814) =TI ulhyuI'3ul'y
ol

Iy =0(L;) pour i =1,2,3,4

Les différents bord du domaine sont :

Iy un seul point : 'origine

P droite sur le cone dans le plan (x, z) parcouru vers le haut
I's: cercle parcouru dans le sens négatif

Ty: droite I'y parcourue vers le bas

Procédé = éliminer I'1,I's et 'y et on obtient 0¥ = I's qui est orienté négativement.

Citation de M. Cibils:

"Et on passe au théoréme de Stokes, deuzriéme moment solennel de ce cours.”

3.5.3 Enoncé du Théoréme de Stokes :
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Remarque 1 : Une fois choisie, la paramétrisation : o A—3

(u,v) = o(u,v)
On considére o, X 0, comme normale dans l'intégrale de surface. C’est-a-dire :

Cds ¥ T o(u,v)) - (oy X 0y)] dudv
4/oth /A/[otF(( ) - (00 x 00)] dud

Remarque 2 : Le sens de parcours de 9% dans l'intégrale curviligne est celui induit par la
parameétrisation o (c’est-a-dire celui obtenu en parcourant 9A positivement).

Conseil : Pour simplifier, tenir compte des notations canoniques pour ’ordre

exemple : drdf dz —> o, X g9

Citation de M. Cibils:

"Et je vous le recommande, dans la vie c’est toujours plus facile de prendre les choses
positivement que négativement."”

Exemple 1: Vérifier le Théoréme de Stokes pour

L={(z,y,2) eR*: 2 +y* =22 et 0< 2 < 1} et F(z,y,2) = (2,2,y)
1
e Calcul de [[rotF -ds rotF = | 1
)
1
Paramétrisation de X : 0(0,z) = (zcosf,zsinb,z) et A=]0,27[x]0,1]
Normale
zcosf
0g X0, = | zsin6
-z
= // rotF - ds = // [rotF'(o(6,2)) - 09 x 0] dfdz
b A
2m

1
://(ZCOSH—i—zsinG—z) dfdz
00

1 2w 27 27

:/z dz /0089 d9—|—/sin9 d9—/d9 =27 %zz
0 0 0

0

1
=7
0

=0 =0

Citation de M. Cibils:

"Moi j’ai une manie, j’aime bien intégrer entre 0 et 2w. Encore une fois, celui qui tient le
stylo décide!”
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e Calcul de [ F -ds
>

Bord du cone : Y = {~(0) = (cosb,sinh, 1) avec 6 : 0 — 27} est orienté négativement.

Alors
7' (0) = (—sin0, cos 6, 0)

2 2m
/F~dl = —/F('y(@)) -y (0) d = —/(1,0089,sin9) - (—sin#,cos6,0) do
0% 0 0
2 2m 2m
= —/(—sin9+cos29) do = /sin9 d@—/cos29 de
0 0 0
=0
2m
2
1 1 1
:75/(1+C0829) d@zfi 27r+§sm29 =-7
0 0
=0 o

Citation de M. Cibils:

"Je ressort l’étendard de la réussite.”

Autres exemples série 8
Exemple 2: Vérifier le Théoréme de Stokes pour la demi sphére supérieure
E:{(x,y,z)ER3:x2+y2+22:1etz>l} et  F(x,y,2) = (z,2,9°)

e Calculde [ F-di
ox

0% = {v(0) = (cosb,sinh,0) avec 6 : 2r — 0} h
y

Ce qui nous donne le bord de la demi-sphére supérieure orienté négativement.

27

2
/ der —/F('y(ﬁ)) () df = —/(07cos 6,sin ) - (—sin b, cos ,0) db
% 0 0
27
= 7127r7 1/(:0529 df = —m
2 2
N

=0

Citation de M. Cibils:

"Je mets ma main au feu que le résultat est le méme. A moins que vous ne changiez la
paramétrisation, auquel cas je me brile."
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2y

e Calcul de [[rotF -ds rotF = | 1
5

1
Paramétrisation de X : o(0,$) = (cosfsinp,sinfsing,cosp) et A =]0,2n[x]0, 5]
Normale
— cosfsin? ¢
09 X 0y = | —sin® ¢sinh

—sin ¢ cos ¢

= é/ rotF - ds = é/ [rotF(o(0,9)) - 09 X 0] dOde

w/2 2

= / /(—2 sin® ¢ sin 0 cos § — sin? ¢sin @ — sin ¢ cos ¢) dfd¢
00

/2 o

= / Bsin%ﬁ cos 20 + sin’¢ cos O — sin ¢ cos ¢9)] do
0
0
/2
=2 /(— sin ¢ cos ¢) do = Bﬂcos 2¢] = -7

0
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Chapitre 4

Fonctions holomorphe et équations
de Cauchy-Riemann

4.1 Introduction :

4.1.1 Motivation :
But

Etendre I’étude des fonctions réelles du type f : R — R a des fonctions qui dépendent d’une
variable complexe & valeur complexe du type f : C — C.

Role
Etablir les notions de limites, continuité, dérivabilité et intégrabilité dans C.
Intérét

Fournir des méthodes pour calculer facilement des intégrales réelles compliquées.

Citation de M. Cibils:

"La plus grande frustration des mathématiciens est de voir une fonction réelle continue et de
savoir qu’il existe une primitive, qui les regarde, sans pour autant réussir a la calculer. C’est
grdce a 'analyse complexe qu’on va pouvoir conquérir ce nouveau monde. "

4.1.2 Rappels sur les nombres complexes :

C désigne I'ensemble des nombres complexes.

e :cCz=uz+iyavecr = Re(z) € R,y =1Im(z) € Ret i? = —1
C*=C\0oa0=0+10

e Conjugué complexe : z = x — iy

Module de z € C : |z| = /2?2 + y%2 € Ry

Représentation polaire de z € C* z = |z]e? = |z|(cos 6 + isin §).

0 est appelé Pargument de z et noté argz.
L’argument est défini & 2kw prés avec k € Z.

Convention : pour z € C* argz est 'unique angle 6 € [0, 27[ tel que |i

z|:

cosf +isin@

93
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4.2 Fonctions complexes :

4.2.1 Deéfinition :
Une fonction d’une variable complexe & valeur dans C s’écrit
f: C—C
z=z+iy— f(z) =u(z,y) +iv(x,y)
ou
u: RZ—R v: RZ—R
(z,y) = u(z,y) (z,y) = v(z,y)

sont deux fonctions & valeur réelles qui s’appellent respectivement la partie réelle de f on note
u = Re(f) et la partie imaginaire de f on note v = Im(f).

Remarque : Les variables z € R et y € R des fonctions u et v sont les parties réelles et
imaginaires de la variable z € C de la fonction f.

4.2.2 Exemples :

Exemple 1: f: CcC—C

z=x+iy— f(z)=Z=x—1y
On a u(z,y) =z et v(z,y) = —y

f: C—C
Exemple 2:
z=x+iye f(z) =22 = (x +iy)? = 22 — y% + 2izy

On a u(x,y) = 22 — y? et v(z,y) = 22y

f: C—C
Exemple 3: ) . , i
. . _ . . r—1Y Ty
r=xty f(Z) T 2T z+iy - (wtiy)(z—iy) | 22+y2
On a u(z,y) = ﬁ et v(z,y) = —ﬁ
Exemple 4: Pour z = z 4 iy € C la fonction exponentielle est définie par :
e* = "W = %™ = ¢%(cosy + isiny) € C*
On a u(x,y) = e*cosy et v(x,y) = e*siny
Remarque : Contrairement au cas réel, e* n’est pas bijective sur C car e*+2%#7™ = ¢?Vk € Z

exercice 1 série 9.

Exemple 5: Soit V =C\] — 00,0] = C\ {z € C: Im(z) =0 et Re(z) <0}

4 m (z) . . .
Pour z € V la fonction logarithme est définie par

/V logz = lIn|z| + iarg(z) avec la convention de choisir
arg(z) €] — m, 7.

En écrivant z = z+iy on a u(x, y) = In|z| = In/2? + y?
et v(z, y) = arg(z)

> Re (Z)
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Remarque : Les choix de I'ensemble V et de lintervalle | — 7, 7| garantissent la continuité
et la bijectivité de log(z). Cette fonction ainsi définie s’appelle "la détermination principale du
logarithme".

Exemple 6:

Pour z € C les fonctions trigonométriques et hyperboliques sont définies par :

e’LZ + e—ZZ . eZZ _ e—’LZ
cosz = —— sing = ——
2 21
z —Z 4 —z2
e’ +e . e —e
coshz = ——— sinhz = ———
2 2

exercice 2 série 9

4.3 Limites, continuité et dérivabilité :

4.3.1 Définitions :

e Les notions de topologie ouvert, fermé etc... de limite, de continuité et de dérivabilité sont
analogue a celles de ’analyse réelle.

e En particulier f est dérivable en zyp € C si lim %ﬁém) existe et est finie. La limite est
zZ—20

appelée la dérivée de f en zg et notée f'(zp). Les régles de dérivation établies dans R sont
valables dans C.

e Etant donné un ouvert V C C on dit que la fonction f : V — C est holomorphe ou
analogue complexe dans V si f est définie et dérivable Vz € C.

4.3.2 Equations de Cauchy-Riemann :

Remarque : abus de notation :
Etant donné un ouvert V C C, on l'identifie souvent au sous-ensemble correspondant de R2.
C’est-a-dire qu’on écrira z =z + iy € V ou (x,y) € V de fagon équivalente.
euC 1
€R?

Citation de M. Cibils:

"On peut se permettre de faire des bétises 4 condition d’avoir conscience qu’on en fait.”
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En particulier, si f est holomorphe dans V, alors on a :

0 0 0 0
F1(2) = G (@9) i (5,9) = 5o (@y) =i (20) (4.1)

pour tout z =z +iy € V

Remarque 1 : Utilité du Théoréme : donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction soit holomorphe dans un ouvert V. Il faut et il suffit que les équations de Cauchy-Riemann
pour u = Re(f) € Ct et v = Im(f) € C! soient satisfaite dans V.
Remarque 2 : On écrit souv?nt Uy = % et uy = % ; Uy = % et v, = g—;.

Les équations de Cauchy-Riemann sont : u, = vy et uy = —v,.

Remarque 3 : Les équations de Cauchy-Riemann et la formule 4.1 donnant f’(z) se démontrent
avec ’hypothése :

 Im (7)

U f holomorphe dans V. = f/(zy) = lim J(z) = J(z0)

zZ—20 zZ— 20

existent pour tout zo € V

= Re (z)

4.3.3 Exemples :

Exemple 1: f(z) = 22 définie pour z = x + iy € C

f(z)=(z+iy)®* =2° —y* + 22y = u(z,y) =2 —y® et v(z,y) = 2zy

Uy (2,y) = 2 uy(z,y) = =2y
v (z,y) =2y vy(z,y) =20 = Uy = Uy Uy = —Vg

Cauchy-Riemann est satisfaite = f holomorphe dans C

F(2) = uz(z,y) +ive(z,y) = 22 + 2y = 2(x + iy) = 22

Exemple 2: f(z) =z définie pour z =z + iy € C
fR)=(r+iy) =z —iy = u(z,y) =z et v(z,y) =~y

Uz (z,y) =1 uy(z,y) =0
'Uz(xvy) =0 Uy(xvy) =-1 = Ug 7é Uy Uy = Vg

Cauchy-Riemann n’est pas satisfaite = f n’est pas holomorphe dans C
Exemple 3: f(z) = e définie pour z =z +iy € C
f(2) =™ = " cosy + i siny = u(z,y) = e”cosy et v(x,y) = e*siny

ug(z,y) = e® cosy uy(x,y) = —e"siny

vz (z,y) = e®siny vy(x,y) = €e” cosy = Uy = Uy Uy = —Vg
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Cauchy-Riemann est satisfaite = e* est holomorphe dans C

z

F(z) =ug(z +y) +iv(z,y) = e’ cosy + ie” siny = e”(cosy +isiny) = e

Exemple 4: f(z) =log(z) = In|z| + iarg(z) définie pour z =z + iy € C
On montre que log(z) est holomorphe dans
V=C\|-00,00={2€C:Im(z) =0et Re(z) <0}

De plus, on a :
1
f(z)== VzeV
z

Autres exemples : ex 2 a 5 série 9
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Chapitre 5

Théoréme et formule intégrale de
Cauchy

5.1 Intégration complexe :

5.1.1 Notations et définitions :

e On note I' C C une courbe simple réguliére (par morceaux) du plan complexe et

v:  Ja,b] —T CC
teR—~(t)eC

Alm 2
Y(t)
_[_?_]_» R ’y(a) » Re 2

a b

En analyse complexe, par abus de langage et de notation, on identifie souvent la courbe I' et
sa paramétrisation. On dit "soit v une courbe ..." au lieu de dire "soit " une courbe...".

e Si I" C C est une courbe simple fermée réguliére (par morceau) de paramétrisation -, on
note int I' (ou aussi int ) ’ensemble ouvert borné V' C C dont le bord est I" (c-a-d 0V =T).

~ est orientée positivement si le sens de
son parcours laisse int v a gauche.

I'=0V

= Re 2

e Soit I' C C une courbe simple réguliére de paramétrisation

v: a0 — T . f: I'—C
et soit

t— y(t) z = f(2)

99
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L’intégrale de f le long de I est définie par

Intégrale de f le long de T :

F/ £(2) dz = / 1) & [ ey (0 de

ot le fait de remplacer T par ~ est un abus de notation.

n
e SiT'= J T est simple réguliére (par morceaux), alors
k=1

5.1.2 Exemples

Exemple 1: Calculer [ f(z) dz pour f(z) = 22 et v : demi-cercle supérieur de rayon 1 centré a

5
l’origine.
Im 2
v: [0,7r] —C
0 v(0) = e = cosh +isinf
1 | 1 > Re z 7'(6) = —sin @ +icosf = i(cos O + isinf) = ie’

! 1(2) dz = / F(6)7 (9) 4o = / (¢9)2 ™ db

™

:i/e3i9 do — }esia

3im _1__ __2

—
—
0

Exemple 2: Calculer [ f(z) dz pour f(z) = % et v le cercle de rayon 1 centré a lorigine
v

kIm z

|
// g vio[0,21] — C
\\ 0 > Re 2 aﬁV(e)zew
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5.2 Théoréme de Cauchy

5.2.1 Enoncé du théoréme de Cauchy :

e Terminologie :

On appelle domaine simplement connexe un ensemble ouvert D C C qui "n’a pas de

trous".
Alm 2 Alm 2z
> Re 2 > Re 2
Simplement connexe Pas simplement connexe

5.2.2 Exemples :

Exemple 1: D = C, f(z) = 2 holomorphe dans C et v une courbe simple fermée réguliére par
morceaux quelconque dans C donc

Théoréme de Cauchy — / 22 dz=0

~

Par exemple, si v(0) = € avec 0 € [0,27] (cercle unité centré & I’origine) on a bien

/zzdz=

~

[~]

T 2m
. . 1 ..
(67,9)2 d9=i/6219 do = 56310
0

2m

0

Wl = O\

[e¥T —1] = %(1—1) =0

Exemple 2:
1
f(z) = .
a) D = C Le théoréme ne s’applique pas car f n’est pas holomorphe en z = 0.

b) D = C* Le théoréme ne s’applique pas car D n’est pas simplement connexe.
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c) D={ze€C:Rez >0}
Le théoréeme s’applique car D est sim-

plement connexe et f(z) = 1 est holo-
morphe sur D.

> Re 2

Théoréme de Cauchy = [1 dz =0 oty C D et (par exemple) le cercle unité centré en

5
z=2

lIm z

/
/ r Vérification
0 > Re » (0) =2+ e
\/ v'(0) = ie™ avec 6 € [0, 27]

1 1 o
/f dz —/ ie'? df = 10g(2—|—619)}§
b

24 et
0

= log(2 + €*™) —log(2 4+ €°) = log3 —log3 =0

5.3 Formule intégrale de Cauchy
5.3.1 Enoncé

Formule intégrale de Cauchy : Soit D C C simplement connexe, f : D — C une fonction
holomorphe dans D et v C D une courbe simple fermée réguliére (par morceaux) orientée
positivement. Alors

f(z):%/ff(%df Vz € inty
7

Citation de M. Cibils:

"Le xi grecque c’est un serpentin qui se tortille. Voila la formule de l’intégrale de Cauchy... Je
vous laisse l'apprécier.”

Illustration
DccC

Si f est holomorphe dans C, la valeur de
la fonction f en un point z € C s’obtient

g en intégrant g le long de n’importe quelle
courbe fermée orientée positivement telle que
z € intry.

= Re 2
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5.3.2 Exemples d’utilisations :

Exemple 1: Soit v une courbe simple fermée réguliére (par morceaux). Discuter en fonction de
v la valeur de l'intégrale
/ cos 2z
dz
z

Y

Remarque : la fonction g(z) = % n’est pas définie en z = 0 = distinction de plusieurs
cas.

1. 0 ey

Alm 2z

cos 2z
z

L’intégrale n’est pas définie puisque g(z) =
posséde une singularité en z = 0.

K/j > Re 2

Citation de M. Cibils:
"Quand je vois une singularité, je pose le stylo et je m’éloigne. Je ne touche pas a ¢a."
2. 0 ¢ inty

AIm z

La fonction g(z) = €%2= est holomorphe dans un domaine
simplement connexe D telle que inty C D.
> Re 2

Comme 7 C inty alors le théoréme de Cauchy s’applique & g (§5.2.1) et on obtient [ €22 dz =0

5
pour tous -y de ce type.
3. 0 € inty
AIII’I z
g La fonction f(§) = cos2¢ et holomorphe dans C.
,¥> Comme v C C en lui appliquant la formule de Cau-
// > Re 2 chy (8§5.3.1) pour z =0 (et D = C).
On trouve
1 08 25 cos 2¢
— dé¢ = — d
~ om / &= 27rz 13 &
¥

cos 2& P P
:>/ ¢ =2mif(0) = 2mi

pour toute courbe y orientée positivement de ce type.
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Avantage : Pour le cercle unité centré & 'origine () = €% avec 0 = [0,27] ezemple de courbe
du 3¢ cas le calcul direct de l'intégrale serait :

2 2m
2 2 6 )
/COZ c dr = / %.:) do = i/cos(Qe“Q) do Laborieuz, voir impossible a faire
el
¥ 0

Exemple 2: Soit v une courbe simple fermée réguliére (par morceaux). Calculer en fonction de

Iintégrale
2

z
/ € — dz
z 4+

¥

La fonction g(z) = Ze_:; n’est pas définie en z = —im

1. —imeny: L’intégrale n’est pas définie car g(z) = Ze_:; posséde une singularité en
z=—im €y

2. —im ¢ inty La fonction g(z) = Zej; est holomorphe dans une domaine simplement

connexe D tel que D C inty. Comme v C inty C D alors le Théoréme
2

e?

dz = 0 pour tous « de ce

de Cauchy s’applique & g et on trouve [ p
¥
type.
3. —im € inty La fonction f(&) = € est holomorphe dans C. Comme v C C en lui
appliquant la formule de Cauchy pour z = —im et D = C, on trouve :

AIm z

. 1 e52
ﬂ”ﬂ:ﬂ;/gwﬂﬁ
Y

¢ A
— / 517 d¢ = 2ir f(—im) = 2imel™’ = 2ime™
Y

Conclusion )

e? L2
— dz = 2ime™ ™
Z+am
5

Pour toute courbe ~ orientée positivement de ce type.

Autres exemples exercices 2, 3 et 4 série 10

5.3.3 Corollaire de la formule intégrale de Cauchy :

P

Enoncé :

Corollaire de la formule intégrale de Cauchy : Avec les mémes hypotheéses :
Soit D C C simplement connexe, f : D — C une fonction holomorphe dans D et v C D une
courbe simple fermée réguliére (par morceaux) orientée positivement.
On a:

1. f est infiniment dérivable dans D.

2. |

n!
f™(2) = /L d¢ VneNetVze inty

" 2mi ) (€—2)nH]
vy
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Remarque 1 : Pour n = 0 le corollaire redonne la formule intégrale de Cauchy.

f(2)= O (0'=1)

2772 5 -z
Citation de M. Cibils:

"C’est vraiment remarquable. Dans votre langage, je dirais : C’est un truc de ouf!”

Remarque 2 : Résultat remarquable :
Le corollaire affirme qu’une fonction holomorphe sur D est en fait infiniment dérivable et que sa
n-iéme dérivée s’obtient en dérivant n fois par rapport a z sous I'intégrale de la formule de Cauchy.

Bn effet
_ ;m/f(f) 1O) e= Qi/ L
L / 10 [ 2] 4= 227” s e
“ 5 / 10 [%5] - % <5f—(£z)>4 *
2m/f ] emty ]

|
Récurrence : F(z) = % / (ffSnH &
Y

5.3.4 Exemple d’utilisation :
Exemple 1: Calculer [ % dzouy={z€C:|z—i|=2}
v

+3 n’est pas définie en z = —1

Remarque 1 : La fonction g(z) = (z+1)

Remarque 2 : ~ est le cercle de rayon 2 centré en zg = 1.

Alm 2z
On considére  orienté positivement et la fonction
vy f(€) = £e%F° qui est holomorphe dans C.
i Une fonction est holomorphe lorsqu’elle est une com-
-1 binaison linéaire, un produit ou une puissance de
\\’ > Re 2z fonctions élémentaires holomorphes.
En appliquant & f le corollaire de la formule de Cauchy pour z = —1 et d = C, on obtient

921 3§+5 3645
P =0 [ o % = g =AY
Y
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Mais

F1(€) = (£e345) = 3445 4 3¢e36+0
fl/(é-) _ 363§+5 + 363£+5 4 9§e3€+5 — f/l(—].) _ —362

3z+5
/(’Ze—i—l)g dz = —37T’i62

Donc

Y

Autres exemples exercices 1 a 4 série 11



Chapitre 6

Série de Laurent, poles et résidus

6.1 Polynome et série de Taylor d’une fonction holomorphe :

6.1.1 Définitions et résultats :

Hypothése :

soit un ouvert D C C f: D — C une fonction holomorphe dans D et zy € D.

2z f(2)
Définition : pour n € N, le polyndéme de Taylor de f de degré N au voisinage de zj

Polynéme de Taylor de f de degré N au voisinage zj :

n

N p(n)(y
Tuf(z) = 3 L) (s
n=0 .

Reésultat : séries de Taylor

Soit R > 0 et Dg(z9) = {2z € C: |z — 29| < R} le plus grand disque de rayon R centré en zj et
contenu dans D

DR(Z'O) Convention
SiD:C—>R:+OOGtDR(Zo):(C

D

Série de Taylor :
2 f(n)
TH) = Jim Twf(z) =3 LG (g

n!
n=0

Existe et est finie pour tout z € Dg(zp). L’expression T f(z) s’appelle la série de Taylor de f
au voisinage de zg

De plus, on a f(z) = Tf(z) Vz € Dg(20) et R s’appelle le rayon de convergence de la série
de Taylor.

67
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Coefficients de la série de Taylor : Les coefficients de la série de Taylor sont reliés a la
formule de Cauchy par le corollaire.

f™ () 1 / £(©)

n! T 2mi

ol ¥ C DRr(zp) est une courbe simple fermée réguliére (par morceaux) orientée positivement
telle que zp € int v

Citation de M. Cibils:

"J’ai lu vos commentaires sur le cours et j’ai été touché, mais... je les dédies a I’Analyse, c’est
elle qui est responsable de tous ¢a.”

6.1.2 Exemples :
Exemple 1: f(z) = ¢* est holomorphe dans C. On a f(™(2) = e* et f(™(0) =1 ¥n € N. Donc

n
!

oo

R z

e = — VzeC
> -
n=0

Im 2
Exemple 2: f(z) = 1L est holomorphe dans C\ {1}.
1
20=0 Re 2
Le plus grand disque centré en zp = 0 et contenu dans D est D1(0) ={z€ C:|z| <1}. On a
Donc
1 S
T :7122;)2 Vze C avec|z| <1

C’est la série géométrique.

AIm z

Exemple 3: f(z) = 1757 est holomorphe dans D = C\ {—i,}. 20 =0

> Re 2

-1

Le plus grand disque centré en zo = 0 et contenu dans D est D1(0) = {z € C: |z| < 1}. Donc

f(2) 1122 1-(2) HEZO( z%) nE:O( )"z VzeC avec |z| <

La troisiéme égalité est possible grace a 'exemple 2, la série géométrique telle que :
|-22| <1 <= |2| <1

Autre exemple exercice 5 série 11
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6.2 Deéveloppement et série de Laurent d’une fonction holo-
morphe

6.2.1 Motivations, définitions et résultats :

Le développement de Taylor d’une fonction f donne seulement une série entiére en puissance
positives de (z — z¢) au voisinage d’un point zg ou f est holomorphe.

But :

obtenir un développement en puissances positives et négatives de z — zy ou zy peut étre une
singularité de f.

Hypothése :

soit D C C un domaine simplement connexe, zo € Det f:  D\{z}— C  une fonction

2 f(2)
holomorphe dans D\ {2}

Définition : pour n € N, le développement de degré N de Laurent de f du voisinage de zg est :

Développement de f de degré N de Laurent au voisinage de z :

N
Lyf(z) = Z en(z — 20)™
n=—N
:(zi_izj\;)f"+"'+zc—_lzo +cot+ci(z—20)+ - +en(z—2z)V
Avec ) @
= g7 | =z
5

ol 7 C D est une courbe simple fermée réguliére (par morceaux) orientée positivement telle que
zp € inty.

Résultat : Série de Laurent

Soit R > 0 et Dg(z9) = {20 € C: |z — 20| < R}, le plus grand disque de rayon R centré en zg
et contenu dans D

. — = f non-holomorphe en zy € D.
D

Série de Laurent :

1.
+oo

Li() = Jm Inf(z)= 3 enlz—20)"

n=—oo

existe et est finie VDg(20)\ {20}

2. De plus, on a f(z) = Lf(z) Vz € Dr(20)\ {20} et R s’appelle le rayon de convergence
de la série de Laurent.
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Remarque 1 : La série de Laurent de f peut s’écrire sous la forme :

-1

Lf(z) = Z cn(z—zo)"+ch(zfzo)”

n=-—oo n=0

On voit donc qu’on a deux séries différentes :

—il
E cn(z — 20)" E Cc—n(z—20)""

n—=—oo

La premiére série

= e TS
Cz—2 (2—20)2

s’appelle la partie singuliére de la série de Laurent.

La deuxiéme série
o0

ch(z —2)" =co+ci(z—20) +calz — 20)* + -+~
n=0

s’appelle la partie réguliére de la série de Laurent.
Remarque 2 : Si f: D — C est holomorphe en zy alors la série de Laurent coincide avec la
série de Taylor.

La partie singuliére de la série de Laurent est nulle puisque par définition pour n =1,2,... on a

1
Cp = o (E—j;ig))_m =5 / F(E&—z0)" Lae=0 Théoréme de Cauchy
5

Car f(€)(z — 20)" ! est holomorphe dans D (n —1 > a).

Les coefficients de la partie réguliére donnent la série de Taylor puisque par définition pour
n=20,1,2,...on a

Cn = car f(&) est holomorphe dans D

1 f(©) _ ™ (20)
2mi | (€ — z)n ! a6 = n!
8!

Par le corollaire de la formule de Cauchy.

6.2.2 Définition issues de la série de Laurent :

Définition 1: zy € C est un point régulier de f <= partie singuliére de la série de Laurent
de f au voisinage de zg est nulle. C’est-a-dire

Point régulier :

© e(n)(,
L@ =T = 3 Lo gy
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Définition 2: Soit m € N*, 2y € C est un poéle d’ordre m de f < c_,, #0 et c_; = 0 pour
tout k > m + 1. C’est-a-dire

Pole d’ordre m :

o0
C— C_1 -
@)=ttt >~ enlz — 20)
n=0

Définition 3: z; € C est une singularité essentielle (isolée) de f <= c_; # 0 pour une
infinité d’indices k. C’est-a-dire

Singularité essentielle :

Définition 4: Le résidu de f en zj, noté Rés. (f), est la valeur du coefficient c_; de la série de
Laurent de f au voisinage de zg. C’est-a-dire

Résidu de f:

Rés,, (f) = c-1 = —_/f(ﬁ) d¢ ouy C D avec zy € inty
v

6.2.3 Exemples :

Exemple 1: Soit f(z) = 1 définie dans C\ {0}

a) Au voisinage de 2o =0

1
Lf(z)=—-+
£e) = -
Partie singuliére —
= c¢c_1 =1letc_, =0pourtout n > 2 = zy = 0 est un pole d’ordre 1 de f et

RéSO(f) =C_1 = 1

Rappel : série géométrique

1 o0
1—22 w™  pour w € C tel que |w| <1
—w
n=0

b) Au voisinage de zp = 1 on a

lz%zz(l_z)n: =Tf(z) = Lf(z)

La série de Laurent coincide avec la série de Taylor. La partie singuliére est nulle = 2y =1
est un point régulier de f et Rés;(f) =0
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Exemple 2: Soit f(z) = % + 2 définie sur C\ {0}

Au voisinage de zg on a

1 2
Lf(z) = —+-+0
z z
L
Partie singuliére — Partie réguliére

Onac.1=2c9=0,cc3=1letc,=0pourn >4 = 2y =0 est un pole d’ordre 3 de f et
RéSQ(f) =C_1 = 2

Exemple 3: Soit f(z) = Z21+Z définie sur C\ {—1,0}

Au voisinage de zp =0 on a

I 1 1 1 1 n 1
242z 20+1) 2z z+1 2z 1—(-2)
1 < 1 < 1 o=, s
YAt = S S = A Y () = E(2)
n=0 n=0 n=0
I
Partie singuliére J Partie réguliere

= c¢_1 =1letc_, =0pour tout n > 2 = 2z est un pole d’ordre 1 de f et Réso(f) =
C_1 = 1

Exemple 4: Soient f(z) = S22 et g(z) = %= définie sur C\ {0}

a)
sinz 1 1 — , 22t > , 2m
= — S = — — == -
PR ;( ) 2n+1)! z;;( ) (2n +1)!

2 ~T

=0+l*7+7* - =Lf(z)
J. J.

Partie singuliére J Partie Réguliére

La partie singuliére est nulle = 2y = 0 est un point régulier de f et Réso(f) =c_1 =0
(20 = 0 est une singularité éliminable).

b)
COS 2 1 1 [eS) 2;2" o Zgn_l
=7 = " = R
2 . CoS 2z > 7;0( ) (2n)! nZ_o( ) @)
1 o ZQn—l 1 ;2 ::;
* +;( ) @)z 2 a4 9(2)

—_
Partie réguliere

Partie singuliére J
Onac.; =1etc_,, =0pourtout n >2 = 2y = 0 est un poéle d’ordre 1 de g et
Réso(g) =c—1 =1

Exemple 5: Soit f = e* définie sur C\ {0}

: n:
n=1
Partie réguliére Partie singuliére

Onac_, = & pour tout n > 1 = 2z = 0 singularité essentielle de f et Résy(f) = §; =1
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Remarque : On ne I’a pas fait pour les exemples précédents, dans le but de les alléger, mais on
doit toujours définir le rayon de convergence pour les séries de Laurent.

Autres exemples : exercices 1, 2 et 3 série 13

6.2.4 Détection des pbles, détermination de ’ordre et formules de calcul
du résidu

Définition : Soit n € N* 25 € C est un zéro d’ordre n d’une fonction f lorsque
f(z0) = fD(z0) = -+ = f© 7 (20) = 0 mais £ (0) # 0

Méthodes d’études :

a) Soit f(z) = fl% oll p et g sont des fonctions holomorphes au voisinage de zg € C qui est

un zéro d’ordre k£ de p et un zéro d’ordre [ de q. Deux cas possibles :
Cas 1. sil > k alors zg est un péle d’ordre [ — k de f.

Cas 2. sil < k alors zp est un point régulier de f.

On dit que zy est une singularité éliminable de f en posant f(zp) = lim f]%
Z—20

b) Soit f une fonction holomorphe dans D\ {z},m € N* et

Lf(z) = lim [(z = 20)™ f(2)]

Z—20

Si L est finiet L #0 —> L € R* alors 2 est un pole d’ordre m de f.

Exemple 1: f(z) = 822 et z5 = 0. Avec p(z) =sinz et ¢(z) = 2.

On a
p(0) =sin0=0, p'(0)=cosO0=1, ¢(0)=0, 4'(0)=1

Alors k =1 =1 et donc zg = 0 est un point régulier de f. zg = 0 est une singularité éliminable

en posant :
sinz siz#0
J@) =3 pmsinz —1 si2—0
z—0

Exemple 2: f(z) = —5— et z = 0. Avec p(z) = 2 et ¢(2) = sin® 2.
On a
p(0)=0, p(0)=1, ¢(0)=0, ¢ (0)],_o=2sinzcosz|,_,=0, ¢"(0)=2cos(2-0)=2

k=1letl=21>k = zy=0est un poled’ordre ] —k=2—-1=1.

Exemple 3: f(z) = % zp = m est un pole d’ordre 2 de f car pour m € N* :
. H _\m S _\m SiH(Z — ﬂ-)
L= lim [(z —m)™"f(2)] = lim | (z — ) )
limziﬂlimsmz(fi;ﬂ):oo sim=1
Z—m 7, ( Z—>)7'r
BT . \m—3 . _ . sin(z—m) _ . _
= Zh_rgr [(z —m) sin(z — )] = Zh_Igr —— =1 sim=2

lim (z — 7)™ 3 lim sin(z —7) =0 sim <3
Z—T Z—rT
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Formules de calcul du résidu d’une fonction :

a) Soit f une fonction holomorphe dans D\ {2z} et soit m € N*. Si z, est un péle d’ordre m
de f alors

m—1

Rés., (f) = [(z = 20)™ £ ()]

(m —1)! S0 dzm—1

b) Soit f(z) =% Ejg ou p et g sont deux fonctions holomorphes au voisinage de 2y € C telles
que 2o est un zéro d’ordre 1 de ¢ et p(zg) # 0. Alors

2 p(20)
Rés,, =
(/) q'(20)
Exemple 1: f(z) = 23_‘13_22 alors zg = —2 est un pole d’ordre 1 de f.

z z——2

2
— Rés_»(f) = lim {(z+2) 5 } = lim_[32%] = 12
z——2 +2

Exemple 2: f(z) = ﬁ alors zp = 5 est un pole d’ordre 3 de f.

. d2 3 e 1 . o 65
mii%cm{@f’) <z_5>3]hm6 =3

z—5

= RéS5 (f)

Citation de M. Cibils:

"La formule tue, de maniére civilisée, la singularité"

Exemple 3: f(z) = j;‘fl Comme 22 + 1 = (2 —i)(z + i) alors 29 = i et 29 = —i sont des poles
d’ordre 1 de f.

— R =t (-0 - 5
Reés—(f) = lim_ {(z + 1) E _s;-i)rl(j+ i)} = Shi(gj) = %

Citation de M. Cibils:

"Fvidemment, je prends des exemples pas trop longs car je n’ai pas le temps pendant les cours.
Vous verrez pendant la séance d’exercices.”

Exemple 4: f(z) = 23122 Avec p(z) = 322 et q(z) = 2+ 2. On a que zy = —2 est un zéro d’ordre

1deqavec p(=2)=12#0 ¢'(z) =1Vz

RéS_Q(f) =



Chapitre 7

Théoréme des résidus et applications
au calcul d’intégrales réelles

7.1 Théoréme des résidus :

7.1.1 Enoncé du Théoréme des résidus :

Théoréme des résidus :

Soient D C C un ouvert simplement connexe, v C D une courbe simple fermée réguliére (par
morceaux) contenue dans D orientée positivement et z1, 29, ..., 2, € inty tels que z; # z; pour
i 7.

Si une fonction f : D\ {z1, 23, ..., 2m } — C est holomorphe. Alors

/f(z) dz = 2mi - ZRészk(f)
2 k=1

Remarque 1 :

Si f est une fonction holomorphe sauf peut-étre en un
nombre fini de points z1, 29, ..., z;, alors l'intégrale de f le
long de n’importe quelle courbe simple fermée réguliére
contenue dans D et orientée positivement est donnée par la
somme (multipliée par 277) des résidus de f aux points zg
(o f n’est pas holomorphe) qui sont enfermés & intérieur
de 7.

Citation de M. Cibils:

"Parfois, les mathématiciens appellent ce théoréme, le théoréme de la poubelle, entre nous. [...]
Mais bon, officiellement, c’est le théoréme des résidus.”

Remarque 2 : Si f est holomorphe dans D, alors pour toutes courbe simple 7 fermée réguliére
dans D, il n’y a aucune singularité z; € inty. Dans ce cas Y, ; Rés,, (f) = 0 et le théoréme des
résidus redonne

/f(z) dz =0 résultat du Théoréme de Cauchy §5.2.1
5
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7.1.2 Exemples :

Exemple 1: Soit f(z) = % + zil + % et v C C une courbe simple fermée réguliére orientée

positivement. Calculer en fonction de v l'intégrale [ f(z) dz
¥
o (z-1) +37 (=)
22(z—=1)4+32*+2-1 p(z
f(z) = Yo =
2(z—1) q(z)
21 = 0 est un pole d’ordre 2 de f (p(0) # 0,¢(0) = 0,4¢'(0) = 0,4"(0) # 0)
20 = 1 est un poéle d’ordre 1 de f (p(1) # 0,¢(1) = 0,4’ (1) # 0)
On a
Rés,, (f) = Réso(f) = lim 4 [22f(2)]
= 0 2—0 dz
. d 322 . 6z(z — 1) — 322
—P%dZPZ+z_1+4-&§5F+@_1y

=lim[2+0]=2
z—0

Rés..(/) = Résa() = lim [(= = 17 (2)
[2(2 -1) n 3(z—1)

z z—1

= lim
z—1

—1
+ 25 ]0+3+o3
z

On se retrouve avec 5 cas possibles :

Cas 1. 0 et 1 €inty
lIm z

f(2) dz = 2mi [Réso(f) + Résy (f)]

|
0 -
K»//l\J > Re 2 = 2mi[2 + 3] = 10mi
7

Im 2

Cas 2. 0 € inty mais 1 ¢ inty

/f(z) dz = 2miRéso f(2) = 2mi - 2 = 4mi 0 : > Re 2

B!

7/
Cas 3. 0 ¢ inty mais 1 € inty
Alm 2z
0 /f(z) dz = 2wiRés1 (f) = 2mi-3 = 6mi

1 > Re 2 ]
Y




7.2. APPLICATIONS DU THEOREME DES RESIDUS 7

Cas 4. 0 ¢ inty et 1 ¢ inty

/f(z) dz=0  Théoréme de Cauchy v

~

0| 1 > Re 2

f holomorphe dans un domaine D simplement connexe tel que inty C D et v Cinty C D

Cas 5. 0Ocyouley (ouletley)

Im 2

o /P
0 > Re 2
Re z

Dans ce cas, 'intégrale n’est pas bien définie.

Autres exemples, exercices 1 et 2 série 13.

7.2 Applications du Théoréme des résidus au calcul d’inté-
grales réelles

7.2.1 Calcul d’intégrales de fonctions périodiques :
But
Calculer des intégrales de la forme

2T

/f(cos 0,sin ) do

0
avec f: RZ—R ou p et g sont des fonctions polynomiales avec
(,9) = fla,y) = 224

g(cosf,sin6) # 0 pour tout 6 € [0, 27]

Méthode

e On pose z=¢" et on a :

e te® 1 1 e — =9 1 1
0 = = = — i 9 = = — - —
coS 5 5 (z -+ z> sin % % %

e On définit f: C —» C par

z»—)f(z)dzefif<% (z—i—%),%(z—%))

Soit. gamma le cercle unité centré en z = 0 orienté positivement zj, pour k = 1,...,m les
singularités de f a ’intérieur de ~.
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® AIHI z
/ > 7 .
o " 2k ¢ 7y car q(cos6,sin6) # 0 pour 0 € [0, 27]
7 > Re 2z — pas de singularité de f sur .
.ZF

e On applique le Théoréme des résidus a la fonction f intégrée le long de v :

/f(z) dz = 2m'ZRészk(f~)

k=1

Citation de M. Cibils:

"Et je pense que l’excitation est 4 son comble!"

Remarque : On voit que :

~ 1 1 1 1 1
dz= | —f| = -),=lz—- d
/f(z) ‘ /z’zf(2 (z+z>’2i <Z z)> :
8! v
2m
1 ,
= / —5 f (cos0,sin0) ie'® df
ie
0
En ayant posé¢ z = () = ¥ : cercle de rayon unité centré en 0 orienté positivement. On a
exactement 'intégrale qu’on veut calculer! Le résultat est donc

2m m
/f(cos 0,sin0) db = 2mi ZRészk (f)
r k=1

ou z, pour k= 1,2, ...,m sont les singularités de f & l'intérieur du cercle unité v centré en zéro.

Citation de M. Cibils:

"Je ne sais pas si vous vous rendez compte de la performance.”
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Exemples

Exemple 1: Calculer

27
/ dé
J /5 — sin 6
On a f(cosf,sinf) = \/5—15in9 ot v/5 —sin 6 # 0 pour = [0, 27] et

o Lo (3 (D) 2 () - L[t

1 1 B 2
T iz | 20vBz—2241 | T —22 4+ 25z + 1

2iz

Les singularités de f sont les zéros de —z2 + 2iv/52 + 1

A= (2iV5)%+4=-20+4=—-16
VA = /=16 = +4i

_ 2054 4 _iE-9)

z1 ;)

=i(V5+2)

—2i/5 — 44
RETT

On a

2 42iVbz+1=—(2—21)(z— 22) = —[z —i(V5 = 2)][z — i(V5 + 2)]
~ -2
Mo = A=y p=ivs+ 7

Soit v le cercle unité en z = 0 et orienté positivement :

\[m 2
22

A
4 g
/0\\ R O<Im21:\/g—2<1zz1€int7
> he 2
\\j Imzzz\/5+2>1:>,22§éint7

z1 = i(v/5 — 2) est un pole d’ordre 1 de f et

% ) — im zZ—1 - —
o [ ]
Casi(ve-2) Lz —i(VE—2)

—4i 2

Le résultat est donc :

27
/L—Qﬂ'i l—71'
) /5 — sin 6 27

79
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Exemple 2: Calculer

27
/ df
2+ cosf
0
On a f(cos6,sinf) = Wlose o 2+ cosf # 0 pour 0 = [0, 27] et
~ . def 1 1 1 1 1 1 1
(2) = Z-Zf(g (+>2<_)> Tar i1 D)
1 1 2

Ty Az2241 T (L2
iz Azt tl (22 + 4z + 1)
Les singularités de f sont les zéros de 22 4+ 4z + 1

A=16-4=12
VA =V12=2V3

_—4+2\/§_\/§ ) Z_—4—2\/§_\/§ 5
B e Y A A -

“t 2 2
2ydrdl=(z—2)(z—2) = [zf(\/ng)} [z+(\/§+2)
. 2

(Z):i(z+2—\/§)(z+2+\/§)

Soit v le cercle unité en z = 0 et orienté positivement :

AIHIZ
Y
1<z =vV3-2<0 = 2z €inty 2l % R
> he 2z
= —(2+V3) < —1 = z ¢inty 0
21 = /3 — 2) est un pole d’ordre 1 defet

Rés., (f) = lim (z—2)f = lim (z—V3+2) 2 _ L

o 5—21) ! 23v/3-2 i(z+2-V3)(z+2+V3) V3i

Le résultat est donc :
27

/ do - 1 2r
Y —omie— =T
2+ cos 6 V3 V3

0

Autres exemples : exercices 3 et 4 série série 13 exercice 1 et 2 série 14.

7.2.2 Calcul d’intégrales généralisées

But

Calculer des intégrales de la forme :

oo

/ f(z)e®® dx avec acRy(a>0)
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et f: R — R définie par f(z) = % ou p et ¢ sont des fonctions polynomiales telles que

g(z) #0Vz eR
degré(q) — degré(p) > 2

Méthode )

On choisit un nombre réel r» > 0 et on considére la courbe ~, def L, U C, orientée positivement
ou L, et le segment de droite [—r, 7] sur I’axe réel C, est le demi-cercle de rayon r centré
en z = 0 situé dans le demi-plan supérieur

v = L, U, est une courbe simple ré-
guliére orientée positivement.

Re z

On définit la fonction g : C — C par z — g(z) = f(2)e!** = pgg e'** yariable x € R remplacée
par z € C dans l'intégrant.

Q

Citation de M. Cibils:

"Et la évidemment je suis en manque, en manque de fonction complexe.”

Constatation . Alm P

les seules singularités de g sont les zéros
de ¢g. Comme ¢ est une fonction poly-
nomiale et g(x) # 0 pour tout = € R,
alors g posséde un nombre fini de zéros
et aucun est situé sur ’axe réel. .

Idée
On choisit r > 0 suffisamment grand pour que tout les zéros de ¢ situés dans le demi-plan
supérieur soient a I’'intérieur de -, possible car nombre fini de zéros. En appliquant le Théoréme

des résidus a g(z) = f(2)e'®* intégrée a la fonction le long de la courbe ~,.
On a:

/f(z)eiaz dz = 2mi Z Rés,, (9)
Ir 9(2) k=1

ou zp pour k = 1,....m sont les singularités de f c’est a dire les zéros de g situés dans le
demi-plan supérieur. D’autre part ; puisque «,, = L, UC,. on a

/’y,«f(z)ew‘z dz :i{f(z)eiaz dz —i—lf(z)emz dz

r—+00 r—+00

=3 lim ’er(Z)ei(XZ dz = lim /f(z)eiuz dZ—|- 115{1 /f(z)ezaz dz
r——+o00
L, C,
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Etude de chaque limites :

1. .
7_Eg1m vrf(2)e'* dz = hm [27m Z Rés., (g ] = 2mi Zl Rés., (9)
indépendantes de r
2. z=z€[—r,r]CC A

rkﬁzo/f dznk&loo/f dl‘—/f o

est 'intégrale que l'on veut calculer.

3. On montre que si deg(q) — deg(p) > 2 alors

Erll /f(z)emz dz=0 on admet sans preuve.
Citation de M. Cibils:

"Je sors le drapeau vert de l’optimisme, car c’est pas fini mais c’est déja ¢a.”

Résultat final
I’étude des trois limites donne la formule

+o00 m
/ f(x)e** dx = 2mi Z Rés,, (9)
o k=1

ou g(z) e f(z) = €% et z; pour k = 1, ..., m sont les singularités de f situées dans le demi-plan
supérieur c’est-a-dir les zéros de q tels que Imzy > 0.

Citation de M. Cibils:

"On a les singularité de f situées dans le demi-plan supérieur. Pas celles sur le demi-plan
inférieur, et permettez moi de vous le dire, vous vous en foutez... et moi aussi!”

7.2.3 Exemples

Exemple 1: Calculer
—+o0

2
x
——d
/ %+ 16 v
—o0
Icia=0et f(z) = mf—jw. On a donc p(x) = 22 et q(z) = z* + 16
Les conditions sont satisfaites :
q(z) #0Vz € R
deg(q) —deg(p) =4—-2=22>2
Calcul par la méthode des résidus avec g(z) = flz) = #216.
Recherche des singularités de f <= recherche des zéros de ¢ <= ¢(2) =0
= 21 4+16=0 <= 2*=-16
— 2 =16e"

— =20 (F+37) avec n = 0,1,2,3
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Les singularités sont :
pour n = 0 : z; = 2e'7 = /2(1+1)
pour n = 1: zp = 2¢'% = /2(—1+1)
—V/2(1 +1)
pour n = 3 : z; = 2'% = —\/2(—1+1)

|
O
)

..
N
|

pour n = 2 : 23 =

Ce sont des poles d’ordre 1 de f et on a
416 = (2 — 21)(2 — 22) (2 — 23) (2 — 24)

o)
& ]
Les seuls résidus qui contribuent & ’intégrale

Ve
Ve
4
</ > Re z sont z; et 2o

Z3. 2

Calcul des résidus de f en z1 et zo

. p(z1) 7t 1 1
Reés, = - _ - -
() ¢(z1) 427 Az 4V2(1+1)
B 1—i C1—i 1
A2 +0)(1—d)  V2-2 82
. p(22) Z% 1 1
Rés, = =2 _ _— — _
(/) ¢'(z2) 423 4z 4V2(-1+1)
B —1—i C-l-i 14
CA2(-1+40)(-1—4) V22 8V2
Donc
e 1—i 1+ 2
X —1 1 —
I= | —— dz=2rmi|—+ (-2 ) =2mi —
/x4+16 W(sﬁ ( 8ﬁ)> sz
—Ar ., 7

— eR*

T82 22

Citation de M. Cibils:

"Une séance d’exercices sans étudiants c’est comme un réveillon sans champagne! Mais
attention, j’ai pas dis qu’il y aurait du champagne pendant la série.”

Exemple 2: Calculer
+o0

cos(bzx)
I =
/ RO dx

— 00

On se raméne a la forme adéquate avec la formule d’Euler : ¢®* = cos(5z) + i sin(5x)

On peut écrire :
—+oo

+oo
cos(5x) e’
dr = d
/ o x = Re / o x

— 00 — 00
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On considére

+00
/ f(zx)e™™® dx

Avec a =5 et f(x) = x%ﬂ On a donc p(z) =1 et ¢(z) = 22 + 1 donc deg(q) — deg(p) = 2 et
q(z) #0Vzx € R

Onveut 2241=0 = 22=—-1 = 2z, =iou 2y = —i
Le seul pole que ’on considére est z; qui est un pole d’ordre 1 (demi-plan supérieur).

15z
) L o N e
Rész, (9) = Jim (2) = (= ~i) -—ypy
5% e 5
- 21 - 2
Alors
+oo
ezSz . m .
I = Re / 227“ dz] = Re 2W22Reszk(g)]
I k=1
e® m
e( i 5 > e
Donc
/ cos(5x) g = &
2 +1 b

+o0 .
Remarque : Pour des intégrales généralisées [ f(z)e'** dz avec a < 0, on applique la méme

— 00
méthode en choisissant le demi-cercle C,. situé dans la partie inférieure et en considérant les
singularités de f dans le demi-plan inférieur.

AIm z

-T Lr r

Re 2 Attention aux signes venant de ’orientation
positive du parcours de ~, = L, U C,.

C.

-ir

Esquisse de preuve

r——400

+oo
lim /f(z)emz dz "2 / f(@@"™) du Cours
C —0

En posant : C;, = y(u)



Annexe A

Formules utiles :

A.1 Séries de Taylor :

Toutes les séries suivantes sont évaluées autour de x = 0.

Exponentielle -
l.'ll
K _
¢ = Z n!
n=0
Logarithme -
1 _ (_1)7z+1 n
n(l+z) = Z x
n=0 n
Somme d’une série géométrique -
1
Lo
o n=0
Fonctions trigonométriques
o0
. . (_1)n 2n-+1
sinus sinx = Z —
|
— (2n+1)!
oo
. (_1)n 2n
cosinus cosx = Z x
|
— (2n)!
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86 ANNEXE A. FORMULES UTILES :

A.2 Identités Trigonométriques :

cos?x +sin?z =1

sin(2z) = 2sinx cosx

cos(2x) = cos? z — sin® z
1

cos®r = 5 (1 + cos(2z))
1

sin x = 3 (1 = cos(2z))

cosz + 1 = 2cos? (g)

cosh?x —sinh®x =1



