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Chapitre 14

Séries de Fourier

14.1 Motivation

Séries de Taylor Représentent une fonction f : R — R, indéfiniment dérivable, par une

somme infinie de monémes

foo n)(0)
_ n N A
f(z) = ng Oanx ol ap = T
Exemple typique
oo
e x
flz) =¢€" = E s reR
n=0

Définition

Séries de Fourier représente une fonction périodique comme somme infinie de fonctions

en sinus et cosinus.

Rappel
Soit T'>0 f:R — R est dite T-périodique si

flx+T) = f(z) Vr e R

T est appelée la/une période de f.

Exemples typiques

. 2 -
sin [ —
T

(<5} [«5 [
< < =
E 1 E £ 1
= période & a période
g g g
< < <
-1 -1
Remarque Une onde sonore correspond & des variations de pression de l’air.



CHAPITRE 14. SERIES DE FOURIER
Définitions

Son pur

une variation de pression =—> une fonction sinusoidale du temps.

; O 21
emps T — sin [ —x
2 T

secondes.

ou la période T représente la "note musicale". La centrale du piano : T =

L~ =3
: o = 2.27-10
Son complexe

superposition de sons purs accord de n notes

. 2T n . 2 n n . 2
a1 s | —x as SN | —x coo Qp SN | —X
! T 2 T, T

n
Probléme

étant donné f: R — R T-périodique, est-ce que
a =
)

f(z) = 5 T Z

2mn b si 2mn
apcos | —=x pSin | —
n=1 T T
avec a,, b, des valeurs bien choisies ?

Réponse oui, mais pas toujours.

14.2 Propriété fondamentale des fonctions trigonométriques
Proposition Soit T'> 0

m,n € N*. Alors
T
1. /cos <%Tnx> cos <%me) dx = /sm (%x) in (2”me> i — {0% S;nniﬂ:n
0T
2. /cos <%Tnx> sin <27Tme> dr =0
0

cf exercices

14.2.1 Propriétés des fonctions périodiques

Soit f: R — R T-périodique. Alors pour tout a € R

a+T

/f(x)dx:/Tf(a:)dx

a

at+T 0 T a+T
/f(a:)dx:/f(a:)dx+'/f(a:)dx+ / F(z)da
a+T et

or: / f(z)dx dy =g
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a+T

T
ol /f(x)dx—o/f(x)dx

a

14.2.2 Série de Fourier d’une fonction T-périodique

Définition
Soit f : R — R T-périodique.
1. Pour N € N*| la série de Fourier partielle d’ordre N de f est

N
2 2
Fyf(z) = % 4 Z [an cos (;nx) + by, sin (;ﬁxﬂ
n=1

ou

Les a,, et b, sont les coefficients de Fourier de f.

2. La série de Fourier de f est la limite quand elle existe de Fy f(x), lorsque N — 400

+o0
. 5 )
File) = Nlirilm Fnf(z) = %0 + Z {an oS <;nx) + by, sin <;:n:z:>}

n=1

Question de base Est-ce que Ff(z) = f(x)?

Explication des formules pour a, et b,
Pour simplifier, on prend T' = 27. Supposons
flz)=Ff(z) = 2 4 Jio [an cos (mx) + by, sin <27mxﬂ
' 2~ T T

Alors les a,, et b, sont nécessairement donnés par

2 27
1 1 .
an = — O/cos(nx)f(x)dx by = p O/bm(nz)f(x)dx

En effet, pour £ > 1

27

/f(x) cos(kx)dx =

0

(1120 + +§ [ay, cos(nx) + by, sin(nz)]) cos(kx)dx

n=1

“+oo
% cos(kx) + Z [y, cos(nz) cos(kx) + by, sin(nz) cos(k:c)]) cos(kx)dx

n=1

27
0

2T
0
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2 +o0o 27 +o0 2
= / C%O cos(kx)dx + Z / ay, cos(nx) cos(kx)dx + Z / by, sin(nx) cos(kx)dxr = way,
0 n=1 0 n=1 0
=0 o sin#k =0
M1 sin=k

27
Donc a, = L [ f(z) cos(kz)dz. On calcul b, et ag de maniére similaire.
0

14.3 Convergence des séries de Fourier

Question

Est-ce que F f(z) = Nhrfrl Fy f(z) existe? Est-ce qu’elle est égale & f7
—

Définition

f:R — R est continue par morceaux si elle admet un nombre fini de discontinuités sur
tout intervalle de longueur finie, et, en chaque point x de discontinuité

tji{?<m f@) et t~>1§31,1;1>z f@@) existent et sont finies.
Notation

0= 10 ?\ %

fle+0) = lim f(t) 2

t—x,t>x /
-1 A

14.3.1 Théoréme de Dirichlet
Soit f: R — R T-périodique, telle que f et f’ sont continues par morceaux. Alors

yim Fnf(z) = Ff(z)
existe et pour tout z € R Ff(z)=1(f(z—0)+ f(z+0)).
Si f est continue en z, alors F'f(z) = f(x).

Remarque 1

+oo
flz — O);f(x-i—o) _ g + Z {ancos (Tz) + by sin (2;”95”

n=1

ou a, et b, sont les coefficients de Fourier de f.
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Remarque 2 Une fonction f : R — R qui vérifie les hypothéses du théoréme, est égale a une
superposition des fonctions trigonométriques

2mn . 2mn
Q. COS T X bn S T X
~———— ————
périodique périodique

Exemple 1 f:R — R, 2r—périodique, telle que f(x) =z pour x € [0, 27]. Calculer la série de
Fourier de f, comparer F'f avec f.

2 2m
2|27
Coefficients de Fourier de f a. = i/f(m)dx = 1 /mdm N R .
" on T 27 |,
0 0
n->1
27 27
2 1 .
anp, = — | f(z)de == | x-cos(nx)dx  par parties
27 ) f p
0 0
27
1 .
_ L sin(nx) |™ / sm(n:v)dx —o
™ no | n
0
2
by, =——
n
X sin(nx)
Ffl@)=m—1% —-
n=1
Comparaison de F'f et f
1 A o

f et f’/ sont continues par morceaux

\j

D’aprés le théoréme de Dirichlet

si z €]0,27[, f est continue en z, donc Ff(z) = f(z)
o 5 = sin(nzx)
o)== -2 S0
six=0
S =0)+ S +0)) = Ff(2)

+oo .
1 sin(n - 0)
S@r+0) =n—2y Y
S2m+0) =7 n§:1 -

fl+0)+ fz—-0)
2

on constate bien que F'f(0) =

=m#f(0)=0

Remarque La relation F f(z) = f(z) pour x €]0,27[ donne la valeur explicite de certaines séries

trigonométriques
+oo

Z sin(nz) 7w—=x

n 2

n=1
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10
x =1
Ji:’o sin(n)  m—1
= n 2
X =2
= sin(2n) 7 1
— n 2
Exemple 2 f:R — R, T-périodique
\
1 y =1f(x)
1 six € [0’ %[ I I I | | .
f(JU) = - T ! T T T T -
-1 sixze [5,T[ ~Llr 0 i T S 2T

Trouver F'f et comparer F'f et f sur [0,7T]

T
ap, = %/f(m) cos (2;”33) dx
0

T-périodique

n>1
T T
2 2 2 2
by, = T /f(x) sin (;nx) dx = T / f(z) s (;nx) dx
0 — T impaire ~—————
impaire
paire
£ T
4 2 4 —cos (2Zng)|?
== /f(:c) sin [ 22 ) dz = = 2( ) = —(1 — cos(mn)
T ] <~ x T = nm
0 =1 0
b, =0 sin est pair
— si n est impair
Donc
+oo
4 . (2mn \ n=2k+1 4 . 272k +1)
Ff(z) = Z Esm (Tx> = Zw(2k+1) sm( T T
n impair k=0
y
f et f’ sont continues par morceaux. s T . A V5 &), .
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D’aprés le théoréme de Dirichlet

x=0
4

N

impair R ,
=0

re0, L 5 [ est continue en z, donc

oo

f(z) = Ff(z) d'ou 1= 20; - j: 7 (2”(2’7‘; + ”x)
(1539 oe o=
()2 (3)
xe LT

—1=f(z)=Ff(z Z%il)sm<2T(2k+l))

0

14.4 Notation complexe de la série de Fourier

f:R — R continue par morceaux et T-périodique. Alors

+oo 1 T
- 27Tn - 21Tn
:che’Tw ou cne((::cnzf/f(x)e_Z T dx
. ;

nT __

(flx+0) + flz —0) = %(71+1) —0=Ff0)= % msm<2”T'0n) —0

—inc

too +oo inT —inx
Ff(x) = % + Z [an, cos(nz) + by, sin(nz)] Eu—ler ao Z { c_te + bne

= ot 2 21
ag +oo einac + e—inm znac _ —zn:c
+oo
a, — ib, e a, + ib, —ina
5 +z{ et }
27
7~ 35 / flayde = o [ (@) e =
o =
n>1
b 1 9 27 9 27
% =5 %/f(as) cos(nz)dxfi%/f(x) sin(nz)dx
0 0
1 27 1 2
= %/f(x) (cos(nx) — isin(nzx)) = %/f(x)e de = ¢,

0 0
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b o1
an_’_ln an_in —inx
5 == =5 / f(z)e "™ dx
0
2
= 1 fl@)e " de =c
1t —~— -n
0 —einz

+oo
Donc Ff(x) = coe®” + 3 [ene™ + 7]
n=1

+oo _ —1 “+o00
_ —i0-z ing "™ imzr __ inT
= cpe + Cne + Cme = cpé
n=1

m=—0oQ n=—oo

14.4.1 Propriétés des séries de Fourier

Vérification

Ff(x—i—T):%—l— ap, COS (%Tn(ac—l—T))—i-bnsin (%Tn(x_'_T))]

>

n=1

a = 2mn 2mn

= ?0 + 7;1 -an COS (T.'L' + 27‘(71) + bn Sin (Tx + 27Tn):|
Q =

555

n=1

—an cos (%Tnx) + by, sin (%Tnx)] =Ff(x)

20
2
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Vérification

Pour simplifier, on prend T = 27 et f est continue. Dans ce cas, F'f(z) = f(z),Vz € R

2m 27
2
%/(f(x))zdxz %/f(z)Ff(m)da:
0
/f( (ao + i [an, cos(nz) + by, s1n(m;)]> dz
1
2m
2 / dx+Zan- /f cos(nz d:c—i—Zb /f(x) sin(nx)z
0 s y
2 o0
=2+ ; (a2 + )
Exemple

1 si 0;2
fz)= {0 zi i E {7;' 27;[[ étendue par 27-périodiciteé.

Coefficients de Fourier

On trouve aprés calculs

a=1,a,=0 si n=1b,=0 sinestpair ,b,= —sin estimpair
nmw

donc Ff(g;) = % = - Z l sin mc) ; + Z Sln((22kk_::11)z)

1mpa1r
Or
9 T 9 27 1 ™
— = — 2 = — 2 =
T/f(a: 7r/(f(ar:)) dx 71_/1dav 1
0 0 0
et

R 1 4
aQ 2y _ 1 _ 4
2 21: @+ bn) 2+§0:7r2(2k+1)2

donc, d’aprés Parseval
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Exemple
i 0
f(z) = a: ST z € [0,7] étendue par 27 — périodique.
2r —x  six € [, 27]
y=f(x) y=['(z)
f f7
T o— s o—

x X

R T —2r -7 |0« 27 37 4m
-2 -7 |0 T 2w 3w 4w

f est continue f! est continue par morceaux

y=f"(z)
f?’
s
x
— $ $ $ ———>
—27 -7 IO T 27 37 4w

f" est continue par morceaux

Coefficients de Fourier de f

b, =0,n > 1 car f est paire.

0 sin > 1,n pair
apg =T a, =
0 " ﬂ_—n42 si n > 1,n impair
T —4 T —4 X cos((2k + 1))
f(;z;) = Ff(x) = 5 +nimzpair—2cos(n:]}) = 5 + ?;W

D’aprés le théoréme

+oo

N | =
>
Il
o

11-1)=0 siz=0
41 1 si x €)0, 7]
==Y —sin((2k + 1)z) = ’
W§2k+1sm(( +1)z) Lol41)=0 siz=n

-1 si x =|m, 27|

Remarque Faire bien attention & ce que toutes les hypothéses soient vérifiées pour ce théoréme.
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Contre-exemple

1 s
Soit f(x) = ST z € [0,n] étendue par 27-périodique.
0 sixée|n2n|
y=f(x)
At On a vu que
T
sm( (2k + 1)x)
- T2 + Z 2k +1
-2 -7 0 7 27 3m 4w

f n’est pas continue et f'(z) =0six # kn,k € Z. f et f’ sont continues par morceaux.
Si on dérive terme a terme la série de Fourier de f, on obtient

+oo
2
0+ — E cos((2k + 1)x) série divergente, sauf pour = = ng,n € Z,n impair
T
k=0

14.5 Deux autres formulations des séries de Fourier

But

Travailler avec des fonctions définies sur un intervalle de largeur finie.
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Vérification

On étend f par parité a [—L,0], en prenant f(x) = f(—z), pour € [-L,0], puis & R par
2L-périodicité.

Soit g : R — R la fonction 2L-périodique
obtenue par cette double extension.

g est continue, paire, 2L-périodique et ¢’
est continue par morceaux.

Ecrivons la série de Fourier de g

“+o0
_ —F Qo Z 2mn
b?’b - O,Vn > 1’9(1') - g(.’L‘) - ? +n_1 a4, COS (EI)

avec
) 2L ) . 2L . L
™ ™ ™
an = o /g(x) cos (Ex) dx = I /g(:v) cos (Tx> dx = I /g(x) cos (Tx> dx
—_——— M ————
0 0 2L-périodique L paire
2 r 2 /
™ ™
=7 /g(x) oS (Tm) dx = 7 /f(ac) cos (Tx> dx
0 fx) 0

Pour z € [0,1] : f(x) = g(x) = Fg(z) = F.f(x).

Vérification

On étend f par imparité a [—L,0], en posant f(z) = —f(—=x), pour € [—L,0], puis & R par
2L-périodicité.
=) y=g(x)
Soit g : R — R la fonction 2L-périodique
obtenue par cette double extension.
g est continue, impaire, 2L-périodique et g’
est continue par morceaux.

2L

Y

La série de Fourier de g comporte uniquement des termes en
. (7m >
sin ([ —x
L

La suite du raisonnement est similaire 6 celui pour les séries de Fourier en cosinus.



Chapitre 15

Transformée de Fourier

— On calcule les séries de Fourier de fonctions périodique ou de fonctions définies sur [0, L].

— On pourra calculer la transformée de Fourier d’une fonction de R dans R, non périodique.

Idée

Soit f : R — R, T-périodique, avec T trés grand. La série de Fourier en notation complexe de
f est

+oo

C ;2mn
Ffly)= ) e 7

n=—oo

ou

T
cn:/f(x)ei%wdx
0

Posons a,, = 2. On considére application qui associe ¢,, avec au, ; ¢, —
n T )

N
al\ a2

Si T est trés grand, o, et a,41 sont trés proche, pourquoi ne pas considérer la courbe continue
a— c(a) ou

T
cla) = /f(x)e_m””dx
0
Etant donnée f, on construit une nouvelle fonction
a— c(a) = Ff(a)
Définition

Soit f: R — R ou dans C continue par morceaux et telle que

+oo
/ 1f(2)] dz < +oo
=

— valeur absolue ou module de nombre complexe

17
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a) La transformée de Fourier de f est la fonction Ff ou f, de R dans C, définie par
+oo
a = e / f(z)e—% da
V2m
— 00

b) La transformée de Fourier inverse de f est la fonction notée F~1f : R — C, définie

par
+oo
z s F L f(2) € \/% / fl)e*"da

— 00

Remarque

fLf=Fr I

si f est continue et les autres hypothéses sont satisfaites.

Interprétation

f peut représenter un signal sonore, optique, ... en général, x représente le temps. f(a) repré-

sente l'intensité des fréquences o (% en fait) . Parfois, on veut modifier le son : "atténuer les aigus"

consiste & modifier le son pour diminuer les intensités associées aux valeurs élevées de |a|.

Exemple

fla) = el = {e‘”” iz >0

e siz <0
a) trouver f
+oo

+o0 .
/|e_|z|dx=2/e_zdx=2e_—1

0

“+o0
=2 < 400

0

Donc Ff est bien définie.



“+o0
1 —|z| ,—iax 1

0

—

V2r

—+o0
. 1 o
ete wzwdx_’_i e~ TeTiAT I
0

3

1 ) 1
- (1—za)zd -
= e T +

V2T 2w

e—(1+io¢)mdx

o\—é—

te 11

= _ :
0 V2l —ia /271 1 +ia

1 e(l—ioz 0 1 e~ (I+ic)z

= - + -
Vor 1—ia | V2r —(1+ia)
1 (1—|—ia—|—1—ia)

V2r 1+ a?
2 1
= F = —
fla) AT
Car
lim e~ = lim €* e =
T——00 T——00
—0 Iefiam‘zl
lim e~ (e — o—(t+ic)z _ [y o=z p—iex  _
T—+00 T—+oo =\~ S~~~

—0 |e—ier|=1

b) Utilisation du théoréme de réciprocité

P 0
f(a) = { xe . i 0 f'est continue par morceaux
e x
De plus
T 2 1 2 o
/ |Ffla)|do = \/714_2 = \/7arctan(a) = V2m < +00
7l+a 7

Le théoréme de réciprocité affirme que

“+o0
z)=e 7l = 71A$:L flo)e'™® da:
@) FP@) = o= [ fa)ena

1 " 2 1 1 y iox
—lz| _ iax _ €

—— = — —_ d{l— — 7(1
¢ \/QW/\/;l—Faze 7r/1—|—0¢2 *

— 00

c¢) Vérification directe

ez >0
too Analyse II1 _
err chapitre 12 , err
———da TTER 9r N Res., (——
1+« 14+«
YN k

2k est une singularité variable o dans le domaine supérieur.
Singularités

a = +i — z; =i p6le d’ordre 1

eiaa: 6izrz e T
Rés., (———s | = lim(z — i) — =
BBz <1+a2) P Gy Py P S %
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Donc
® iax —z
/ 007164_ o2 do "2° o 622_ — e~ “ZY el
—00
e £ <0
+/OO e—tax g Be—a ]00615(1) dﬂ 700625(1) dﬁ
(0 = —_ —_— f— [
1+a? 1+ B2 1+ p?
— 00 —+oo — 00
—z>0 —x _ z <0 —|z|
= me T =me’ = T7e

15.1 Propriétés de la transformée de Fourier

Soit f,g: R — R continues par morceaux, telles que
+oo e
/ |f(z)|dz < 400 et / lg(z)|dz < 400
—0o0 — 0o

On utilise les deux notations F f, Fg ou f, g

1. Continuité f : R —C est continue et lim f(a) =0
a—+oo

2. Linéarité F(af + bg)(a) = aF f(a) + bFg(c)

3. Transformée de Fourier de la dérivée
+oo
Si feC'(R)et [ |f(z)dx < +oo, alors
Ff(a) =iaF f(a) Vo € R

plus généralement, si f € C™(R), et

+oo
[1r®@lds <400 pour k=12, .m

Alors F(f*®)()) = (ia)* Ff(a)
4. Décalage et changement d’échelle si a € R* et b € R, et g(x) = f(a(x + b)), alors

Fola) = et o Ff ()

|a]

5. Identité de Plancherel si de plus,

+oo +oo +oo

/(f(x»?dx < o llows / [f(2)] da = / FAQP  da
5>° 5 ° —> module au carré du

nombre complexe
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6. Transformée de Fourier en sinus et cosinus

a) Si f est paire, f(—z) = f(x),x € R, alors
2 '
Ffla)= \/; / f (@) cos(ax)dz, et Ff est aussi paire.
0

Appelée "Transformée de Fourier en cosinus de f"
Les conclusions du théoréme de réciprocité deviennent sous les mémes hypothéses

qu’avant.
+oo
fx) = \/Z / f(oz) cos(ax)dz
0

b) Si f est impair, f(—z) = —f(z),z € R, alors
7 7
Ffla)= Z\/7 / f(z)sin(ax)dz, et Ff est aussi impaire.
™
0

Appelée "Transformée de Fourier en sinus de f"
La conclusion du théoréme de réciprocité devient

2
us

flz) =1 f(a)sin(az)dx

S
o\-é-

(4) g(z) = f(a(z + b)) cas otr a < 0 Alors

+oo +oo
.Fg(x) = \/% / g(()é)ef’iamdx = \/% / f(a(x+b))€71aajdx

1 [
=alzx+0b et dy=adzr :—/ e“"(ﬁfb)dx
y=a(z+b) Y \/ﬂ+ )
(e ]

—+oo

1 iab 1 / —1%y

= —eY—— e "aVdz
— | W

Lt (3) 2 s (7)o

(5) On vérifie une égalité plus générale

+oo +oo
/ f(@)g(x)de = / FF(@) Fg(a)da

Pour retrouver Plancherel, prendre f = g
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yoof(x)g(a:)dgc réciprocité +/oodxf / Fola)e™d = 70 o / dm*f( N
+/ooda.7:g \/7 /d;cf o—ar — +/ooda]_—g( VFF (@)
S - |

15.2 Le produit de convolution

Définition Soit, f, g deux fonctions de R dans R avec

+oo +oo
/ |f(z)|de < 400 et / lg(x)|dx < +o00

Le produit de convolution de f avec g est la fonction notée f * g, de R dans R, définie par

+oo
- / (@ — t)g(t)|dt

15.2.1 Propriétés

1. Commutativité
+ oo

(F+9)@) =g+ D@ = [ gtz =Dt

— 0o

—00 +o0
F(f+g)(= / fla—t)g(z)ds 2 / F(w)g(a—y)(~dy) = / o(e—)f(W)dy = (g+F) (&)
+oo —0oo

2. Associativité

(fxg)xh=fx(gxh)
3. Distributivité par rapport a ’addition

frlg+h)=(f+g)+(f*h)
4. Transformée de Fourier
F(f % g)(e) = V2rF f(a)Fg()
5. Si, de plus,

“+o00 “+ o0
/|f’(x)|dx ST /|g’(x)\dm s

alors

(fx9) (@) = (f xg)(@) = (f xg")(x)
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+oo

+00
f(f*g)(a)Z\/% /(f*g)(:n _Zaxdx—\/j/dx e—m/dtf(x_t) (t)

xr— Xe 1
/ dt g(t / dx e~ior ¥ Kt fixé) / dt g(t / dy et g fw)

f / dt g(t)e—e! / dy e~ = \/2ar Ff(a) Fy(a)

Fg(a) V2rF f(a)
d i (7 T
(F+9)@) = (o)) =5 | [ sla=tgat| = [ Tr—ogwar
. — 00 —0o0
— [ fa =gt = (7' + )@

OIS (fx9)' (2) = (9% ) (@) = (F % 9)(@) = (f x4 (a)

Utilisation du produit de convolution

Filtres linéaires invariants dans le temps

f = Signal d’entrée Bl g = Signal de sortie
iltre >

Exemple 1
micro signal entrant sonore, signal sortant électrique.
haut-parleur signal entrant électrique, signal sortant sonore.

Les filtres sont congus pour que

g = h x f = signal sortant = réponse impulsionnel du filtre * signal entrant

Observons que Fg(a) = V27 Fh(a) Ff(a). En général, on construit le filtre pour que Fh

. . LN H/_/
ait une forme particuliére.  fonction de
transfert

Exemple 2

\Gdb Filtre passe-bas

1 silal <
fh(a):{ Sifo] <o

0 silal>ae

\J

— le filtre laisse passer les fréquences infé-
0 Q¢ rieures a o,
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Exemple 3
Ga Filtre passe-haut
0 sila<a
Fha) = ] lof <
1 silal > ae
i > f — le filtre laisse passer les fréquences supé-
0 Q. rieures a a.
Exemple 4

Filtre passe-bandes

G(db

1 sia.—ag<]al <ac+ap

0 sinon

Fha) = {

l -
[ ' o — le filtre laisse passer les fréquences com-
Qe P q
prise dans une certaine bande autour de a.

Remarque 1 Une fois qu’on a défini Fh, on trouve la réponse impulsionnelle en calculant
F=Y(Fh).

Remarque 2 On peut mettre plusieurs filtres en série
g=h3*h2*h1*f

Interprétation de 1’associativité

Remplacer les deux premiers filtres par un seul, avec une réponse impulsionnelle de ho * h.



Chapitre 16

Transformée de Laplace

Laplace 1749 — 1827 Fourier 1758 — 1830

Lien heuristique entre transformées de Fourier et de Laplace

Soit g : R — R, sa transformée de Fourier est Fg : R — C définie par

+oo
1 iat
Fgla) = Nors /g(t)e_ Lt

Soit f:R_ — R, supposons que

o(6) = {f(t) sit>0

0 sinon
Alors
T
Folo) = o= [ £t
V2
"9
Posons ic =2, 2€C a=—iz

Fofe) = Fol—iz) = =

o\-é—

+oo
—i(—iz)t _L —zt
F(t)e dt—mo/f(t)e dt

—_———
transformée de Laplace
de fen z

Il n’y a pas de raisons de se limiter aux nombres imaginaires purs.
Définition

Soit f: R, — R une fonction continue par morceaux étendue a R en posant f(t) =0 sit <0

Soit 79 € R tel que
“+oo

/ F()|e=0tdt < oo
0

La transformée de Laplace de f est la fonction notée Lf ou F : C — C définie par

25
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o A
o L(f)(z) = F(z) / F(tye =t
0

pour tout z € C tel que Re(z) > 7o ol 7y est appelé une Yo
abscisse de convergence de f.

i |

Remarque Si Re(z) > 7o, alors (Lf)(z) est bien définie. En effet
‘efzt| — |67(Re(z)+ilm(z)t)| _ IefRe(z)| |67i1m(z)t| — efRe(z)t < e~ Yot
=1

Donc
“+o0 “+o0
/ F@lledt < / |F(B)e ! dt < +oo
0 0

L’intégrale qui défini £(f)(z) est absolument convergente.

Exemple 1
Soit f:R, — R définie par f(t) = c,c € R, trouver Lf(z). cA

Abscisse de Convergence

o
\J

“+o0 “+o0 Yot
—p 70

/ FB)le0tdt = |l / et =[] =

/ / Yo

+ .
Doz Liol siyy >0
0 oo siy <0

Tout v9 > 0 est une abscisse de convergence.

Remarque Ff n’est pas définie.

Calcul de Lf

—2t (0
Lf(z)= / ft)e *tdt = c / e*tdt = ¢ & =< (1 — lim e‘“)
o0 z z——+00
0
Or
lim |e™*| P i le=@+)t = Jim |e e
t—+o0 t——+oo t——+o0
= lim e "7 = lim et " LI70g
t——+oo ~—— t——+o0
=1
c
— £f(z)= ¢
z
Résultat
L(f)y:C — C
z = Lf(z)=¢ si Re(z) >0
Exemple 2

Soit f: R, — R définie par f(t) = e*,a € R, trouver Lf(z).
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Abscisse de Convergence
400 “+o00 400
/ |f(t)|e”0tdt = / ete 0t = / et = 400 sia < o
0 0

0

Tout 9 > 0 est une abscisse de convergence.

Calcul de Lf

+oo +oo +oo +o0
e(a—z)t
Lf(z)= / ft)e #dt = / ete tdt = / ela=tdp =
0 0 0 a7z
Re(z) Zv >a

1 1
Lf(z)= . <t_132100 (e(afz)t) — 1> = si Re(z) > a

=—1 car lim—0

Résultat
L(f):¢C — C
z = Lf(z)= 2 si Re(z) > a

zZ—a

16.1 Propriétés de la transformée de Laplace
Soit f,g : R, — R continues par morceaux étendues & R en posant f(t) =0 = g(t) sit <0
et v € R tels que

+oo +oo
/ |f(t)|e" 7 dt < +o0 et / lg(t)|e™ 7" dt < +o0
0 0

On note L(f) =F et L(g) =G

1. Linéarité Laf +bf) =aLl(f)+ bL(g) a,beR
_ it>
2. Décalage Soit a > 0 et g(t) = {f(t 2 S? .
0 sinon
Alors
L(g)(z) = e **Lf(2) Re(z) Z 70
3. Changement d’échelle Soit a > 0 et g(t) = f(at). Alors
1 z
— = z >
L)) = 2L() (2)  Re(z) >0a
4. Holomorphie et dérivée de la transformée de Laplace F = L(f) est holo-

morphe dans le domaine
D={z€C: Re(z) >}

De plus
+o0

F'(z) = — / tf(t)e *'dt = —L(h)(2) ol h(t) = —tf(t)

0
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5. Transformée de la dérivée d’une fonction Si, de plus, 7 > 0, f € C'(R,) et

+oo
J 1f/(#)]e~tdt < 400 alors g est une abscisse de convergence de f’ et pour tout z € D
0

L(f")(z) = 2L(f)(2) — £(0)

—+oo
Plus généralement, si yo > 0, f € C"(R,) et [ |f*)(¢)|e~"0tdt < +o0, pour k = 1,2,...,n
0

Alors
k=1 ‘
LF®N)(2) = 2*L(F)(2) = Y 2 fE179(0) 2€D,k=1,2,..,n
j=0
= 2"L(f)(2) = fE7D(0) = 2f*72(0) = 22FED(0) — - = 27V £(0)
6. Transformée de Laplace d’une primitive de fonction Si, de plus, f € C(R,)

¢
avec o > 0 et si ¢(t) = [ f(s)ds, alors ~ est une abscisse de convergence pour ¢ et
0

L)) = ZL()(2)

7. Transformée de Laplace du produit de convolution

Soit (f x g)(t) = jfoo ft—ys) @ ds = jf(t — 8)g(s)ds Alors

=0 si t—s<0 =0 si s<0
L(f *9)(2) = L(f)(2)£(9)(2),Vz € C avec Re(z) > 1o

16.1.1 Exemples d’utilisations de ces propriétés

Exemple 1 Trouver f: R, — R telle que £(f)(z) = m,a,b eER,a#b
On décompose L(f)(z) en éléments simples
1 Q@ B8

B At
(z—a)(z—0b) Z—a+z_b a, B a trouver

On multiplie les deux membres par z — a

1 _ +ﬂz_a z=a 1 _
z—b T P7 "% a—b °

On multiplie les deux membres par z — b

1 —-b — 1
zZ—a z—a b—a

Par conséquent £(f)(z) = - (Zia - Zib) or

z i a = L(g)(z), ou g(t) = i
z i b L(Rh)(2), ot g(t) = e
On a donc
! linéarité 1
L(F)(z) = —(L(9)() = L)) "= £ <a_b(g ) h)) .



16.1. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE 29

1 eat _ ebt

— () = —(9(t) ~ (1) =

a—2b

Exemple 2 Soit f:R, — R, f(t) = t2. Calculer L(f).

Idée Utiliser la transformée de Laplace de la dérivée seconde.

L(f")(z) = 22L(f)(2) = f'(0) = 2£(0)

Or
f(t) =2t F(0)=0
1) = 7(0) =0
Done £(f7)(z) = 2
§:z2£(f)(z)—0—z0 — E(f)(z):% Re(z) > 0

16.1.2 Vérification de certaines de ces propriétés

(4) (L(1))'(2) = L(h)(2), o h(t) = —t[(t)

/f —ztdt
FI(Z) dz (/ f —ztdt) Hyp. utlhsée / % (f(t)e—zt) dt
0

+oo +oo
:/f(t)(—t)dt:/h(t)e—ztdtzﬁ(h)(z)
N—_——
0 =h(t) 0

(5) L(f")(2) = zL(f)(2) — f(0) Pour simplifier, on suppose que f est bornée |f(t)] < M,Vt € R

/f Je*tdt = /f e~ dt + [f(t)e ]~

—+oo
_. / Ft)e=tdt + limas oo f()e=7 — £(0)
0

Or pour z € C avec Re(z) = 7o

7o t—+o0

Re(2)>
0<[f@e = 1f@lle™™ < [f@E)le" < Me™ " =570 Yo >0

Par conséquent

L(f")(2) = 2L(f)(2) = £(0)

(6) (70 >0) ¢(t) = | f(s)ds primitive de f avec ¢(0) =0

A montrer

o &
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Or ¢'(t) = f(1)

Donc

L(f)(=) = L(@)(=) D 2L(6)(z) — #(0)

L)) = L))

16.2 Inversion de la transformée de Laplace

Remarque 1 £7! est appelée la transformée de Laplace inverse

Remarque 2 Si f est continue et f(0) = 0, alors

+oo
76 = LR = o / F(y +is)e0+#)tds vt € R

Remarque 3

ft=0)+ f(t+0)

Sit<0 5 =0
Sit=0 f(t_o);f(t+0)=%f(0+0)

Remarque 4 L’intégrale porte sur une droite verticale dans le plan complexe.

Démonstration
+oo 400
F(’)’ + is) = / f(t)e—(’v-l-is)tdt _ / f(t)e—'yt eIt gt
H/_/
0 0 =4(1)

= V2rF¢(s), ot (t) = f(t)e " donc ¢(t) =0 sit <0

Donc ¢(s) = Fo(s) = ﬁF(’y +is)
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D’aprés le théoréme de réciprocité

¢(t —0) + ¢(t +0)

—1 N
t) =
FH60 :
T E—0)+ f(t+0
/ &(s)eitsds :ef'ytf( — )+f( + )
V2T 2
1T t—0)+(t+0
= / F(,\/+,L'S)e(’y+is)tds _ ¢( — )+ ¢( + )
2 2
Exemple Trouver une fonction f dont la transformée de Laplace est
z
F(z) = ———
(2) (z+1)(z—2)2
On va calculer L71(F).
A
L(f) est holomorphe dans le demi-plan Re(z) > ~p. On prend
donc «y tel que toutes les singularités de F' sont & gauche de ’axe
Re(z) =y = v>2 = >

On vérifie

+oo
J1FG+is) <+
Vrai car F(y + is) = IZI((WVT;), avec p(z) = 2,q(z) = (z + 1)(z — 2)? et degré de ¢ = 3 >
2 + degré de p.
=1

+0o0 ) +o0 )
Pourt > 0, il s’agit de calculer 5= [ F(y+is)e(7*)ds. Ceci ressemble au calcul de [ %e“”dw.

Or -

z=7v+1is,s€R

dz = id 7

2z =ids .

/ F(2)e*dz = / F(y 4+ is)e0T)tds
Re(z)=v —o0

+oo
= / Py +is)er s = © (2m‘§ Rés., (F (z)ezt)>
2
s k

Toutes les singularités sont & gauche de l’aze Re(z) =~y

Posons  h(z) = F(z)e?t Deux poles 2z = —1, d’ordre 1
2o = 2, d’ordre 2

R (h) ) n l)h( ) — 1 (Z—|— 1) 2e*t B 2e*t _ 1 —zt
e5-1lh) = am (2 “=1 (z4+1)(z2=2)2  2=-1(2—2)? 9°
B 1d ) _ d z o (ztl-z Z et
Réss(h) = lim - ((2 = 2) H(Z))—LMZ(MG ) lﬂ((zﬂp o1l
1
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Ainsi
1 +oo . . . ,
- F zi/F . (v+is)t 7o — I 1 2 o
L ( )(t) o (7"‘15)6 ds 722/” T 96 + 9+3t e
1 1 2 2t
= — — — 7t
ge + <9 + 3 )e
On trouve donc
L 1.2 2t
ﬁ(f)(z) = F(Z) avec f(t) = —§e + § + gt e

pour z avec Re(z) = . Tout 7o > 2 est une abscisse de convergence de f.

Formule

L(F)(t) =) Rés, (F(2)e™)
k

Si F' est une fonction rationnelle comme ci-dessus. Hyp : deg q > 2 + deg p, F(z) 6



Chapitre 17

Applications aux équations
différentielles

But

Présenter des méthodes basées sur les séries de Fourier, transformées de Fourier et de Laplace
pour résoudre des équations différentielles.

17.1 Le probléme de Cauchy

Trouver une solution y(t) de I’équation différentielle
azy”(t) + ary'(t) + aoy(t) = f(t),t > 0

avec conditions initiales y(0) = yo et ¥'(0) = y1, ou ag,a1,as,yo,y1 € R donnés (a; # 0), et
f: R, — R donnée. On cherche y(t).

17.1.1 Méthode de résolution

Etape 1 On prend la transformée de Laplace des 2 membres de ’opération

L{azy” + a1y’ + aoy) = L(f)(2)
PR 0 L(y")(2) + a1 L(y)(2) + aoL(y)(2)
ProPREL 9 £ 1 (22L(y) (2) — 2y(0) — ¥'(0)) + a1 (2L(y) (=) — y(0)) + aoL(y)(2)
— L(f)(=)
as(2%y(2) = zyo — y1) + a1 (2y(2) — yo) + aoy(z) = F(2)
(azz + a1z + ao)y(z) = F(z) + azyoz + a1yo + a2y

F(2) + a2yoz + a1yo + a2y1
asz? + a1z + ag

y(2) = L(y)(2)
F(z) = £(f)(2)
—

Conditions Initiales

—
< y(z)=H(z), ou H(z) =

Etape 2 On utilise la formule d’inversion de la transformée de Laplace pour exprimer y(t) =

LTHH)(f)

Etape 3 On controle que le résultat obtenu satisfait bien 1’équation et les conditions initiales.

Exemple Résoudre y”(t) + y(t) = sint,t > 0 y(0)=1,4'(0) =1
D’aprés la table
1
L =
(NG) =
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1
=g +tz+1 1 1
H(z) = 28 - ot
2241 (2241)2 2241 2241
De plus
1 1+ _22+1—22+1_1 1 1 22-1
(22+1)2 2(22+1)2  2(z2+1)2 22241 2(2241)2
ou on doit multiplier par le double de ce coefficient : 1
Finalement
3 1 z 1 22-1
H = — __
@ =57 21 32T
—— = ——
=y1(2) =y2(2) =y3(z)
3

= 20+ 12(2) — 595(2)

Donc y(t) = L7HH) () = L7 (3yr +y2 — 3u3) (1) = 3L y1)(¢) + L7 y2) (1) — 2L71(y3)(2)

3 1
tables y(t) = isintcost — —tcost

Etape 3 On vérifie que la fonction y(t) trouvée satisfait bien 1’équation et les conditions y(0) = 1
et y'(0) = 1.

Cas particulier du probléme de Cauchy
as =1 a1 =0 apg=MA€eR f(t):()

{y”(t) +y(t) =0

, Discuter la nature des solutions en fonction de la valeur de A
y(0) = yo,9'(0) = 1

2%y(z) — zy(0) — ' (0) +Ay(z) = 0
~ ~~

Yo Y1
2 ZYo +
22+ Ny(z) =z — y(z) = 2LE—2
(2" + Ny(2) = 20 + 1 y(z) =5
1°* cas A =0  Dans ce cas, I’équation était y”(¢) = 0. La solution est y(t) = yo + y1t,t > 0.
28me cas A <0 Ecrivons A = —w?, avec w € R%. Alors
_ Yor+Yyr z Y1 . Y1
y(z) = 22— w2 P2 w2 w2 —w? yoyr(2) + Eyz(z)
——
ligne 11 ligne 10
z w
aveen(t) = 3 0= 20

— y(t) =yl (y)(t) + %L*l(yg)(t) = yo cosh(wt) + % sinh(wt)

= yo cosh(vV—\t) + \/y_li)\ sinh(v/—\t)

3%me cas A >0 Ecrivons A = w?, avec w € R%.. Alors

()_y02+y1 z Y1 w

z) = = =
y0z2—|—w2 w 22+ w?
——— ——

22 + w?
ligne 7 ligne 6
Par conséquent

y(t) = L7 (y)(#) = yo cos(wt) + 2 sin(uwt)

— y(t) = yo cos(VAt) + % sin(VAt)
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17.2 Probléme de Sturm-Liouville
Soit L >0

1ér¢ partie du probléme

Trouver A € R tel que ’équation y”(¢) + Ay(t) = 0,t €]0, L[, posséde une solution non
triviale (¢’est-a-dire y(t) # 0 dans )0, L[) pour ¢ €]0, L[ avec y(0) = y(L) = 0.

2¢me partie du probléme

Pour les A\ en question, donner ’expression explicite des solutions.

Remarque 1 Les différences avec le probléme de Cauchy
— on cherche une solution dans un intervalle borné
— pas de condition sur y’(0)

— condition en L : y(L) =0

Remarque 2 VA € R, la fonction constante y(t) = 0 est une solution dite triviale du probléme.
On cherche des valeurs de A\ pour lesquelles il y a une autre solution.

17.2.1 Reésolution du probléme de Sturm-Liouville

Pour le probléme de Cauchy y”(t) + Ay(t) = 0, avec y(0) = yo = 0,4'(0) = y1, il y a 3 cas
possibles
A=0et y(t) =yit

A<0ety(t) = \/y_% sinh(v=\t)

A> 0 et y(t) = % sin(v/At)

Pour la résolution de probléme de Sturm-Liouville on pose une contrainte sur y;, mais il faut
que y(L) = 0.

A=0 yL)=yLl=0 < y1 =0 <> y(t)=0
A<0 y(L) = \/nginh(\/#)\L) =0 e y1=0 < yt)=0
0
Y1 . f 77,27T2 *

Conclusion si A = (%)2 ,n € Z%, alors il y a des solutions non triviales de la forme
nl . /nm . o/nm
y(t) = ;—W sin (ft) = a, sin (ft)

ol a,, = 2L est une constante arbitraire.

17.2.2 D’autres types d’équations différentielles
a) Trouver une solution y(x) de ’équation différentielle sur R

y"(z) + wy(z) = f(r) VreR,w,f donnés
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On suppose que +foo|f(x)|dx < 400
Meéthode on écrijc>o la transformée de Fourier des 2 membres
F" +wy)(a) = F(f)(a)
= F(f)(a) = Fy")(a) + wF(y)(e)
= (ia)*F(y)(a) + wF(y)(a)
= (—o” + w)F(y)(a)
F(f) ()

w— a2

= Fy)(a) =
On utilise le théoréme de réciprocité pour exprimer y ceci détermine la fonction y(z).

Cas particulier w=-1y"(z) —y(z) = f(z)
Alors

On a vu que F(e~1*h)(a) = \/%Hlaz
Donc F(y —/3F(9) (@), avec g(a) = eI
— Fly)(a) = —§J%f(g)<a)f (f)(e)
_ —%}'(g « f)@) = F (—;(g * f)) ()

Par conséquent

+oo
o) = =505 D) = =5 [ 9o~ wfu)du
1 h
=-3 / e~ 1T=ul f (u)du

b) Equation différentielle sur [0, L]. Trouver une fonction 27—périodique y(z) qui est solution
de
Ny (z) + wy(z) = f(z) vz €]0, 27|
avec les conditions y(0) = y(27) et y'(0) = y'(27). La fonction f est donnée, 2r—périodique
et telle que f € C1(]0,27[) et \,w € R sont donnés.

Méthode On écrit les séries de Fourier de f et y

f(a) = F(f)(z) = % + 3 [an cos(nz) + B, sin(na)]

n=1
y(z) = Fly)(z) = % + Z [@m, cos(nz) + by, sin(nz)] y € C' donc continue
n=1

Les «, et 3, sont déterminés par la donnée f, on cherche a exprimer les a,, et b,, en fonction
des ay, By. On dérive formellement F(y)(z)

y'(z) = Z [—nay, sin(nx) + nb, cos(nx)]

Z —na, cos(nz) — n’by, sin(nz)]

n=1
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On insére ces formules dans I’équation \y” + wy = f

A —nZa,, cos(nx) — n2b, sin(nz —1—%—1—10 a, cos(nx) + b, sin(nx
2| (na) ()] + =37 + w3 [an cos(nz) (n)

o0

= % + Z [, cos(nx) + By, sin(na)]

n

=

wagp
<:>T—|-

M8

[an(w — An?) cos(nz) + by (w — An?) sin(nz)]
)

Mt

[y, cos(nz) + By sin(na)]

Il
A

n

On identifie les composants

% = % an(w — An?) = ay, bo(w — An?) = B,
ap = % w#0
w
an w 5
h= Yantn=12,..
“ w — An?2 A 7 nn
Bn
b —
" w— An?
Ainsi
@Q > Qp .
y(x) = %0 + nz::l [w—AnQ cos(nzx) + - sin(nx)
Remarque

Probléme de Cauchy données initiales en 0, équation sur R, on utilise la transformée de
Laplace

Equation sur R utilisation de la transformée de Fourier

Recherche de solutions périodique utilisation des séries de Fourier
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CHAPITRE 17. APPLICATIONS AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES



Chapitre 18

Application aux équations aux
dérivées partielles

But

Utiliser les séries de Fourier et les transformées de Fourier et Laplace pour résoudre des équations
aux dérivées partielles linéaires a coefficients constants.

Equations considérées

Equation de la chaleur Décrit la variation de température mais aussi le prix d’un produit
dérivé en finance.

Equation des ondes Décrit les vibrations d’une onde élastique mais aussi le mouvement d’une
molécule d’ADN.

Equation de Laplace Déformation d’un solide sous ’effet d’un poids mais aussi le mouvement
d’une particule libre en mécanique quantique

18.1 Equation de la chaleur dans R

Barre de longueur infinie. u(z,t) = température au point x et a I'instant ¢. On montre que
I’équation suivante est satisfaite.

Ou(z,t) o2 0?u(x,t)

ot Ox2
U(I,t) :f(ili) Ve e R

VreR,t>0

f:R — R est donnée. On suppose que
+oo +oo
feCi(R), / f(2)] < 400 et / F(f) (2)]dz < +o0

Résolution

Etape 1 On fixe t et on prend la transformée de Fourier en x.

F (?;:) (a,t) =a’F (g;g) (a,t)  avec  F(u)(a,0) = F(f) () (18.1)
Posons v(a, t) = F(u)(a,t) = \/%jfoou(a,t)e*i“dz

39
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Alors

400
Ju 1 Ou it
F (at) (Oé,t) = \/72777 a(ﬂf,t)e dx

“+o0
— a 1 —iat _ 81} aQU
=0 | 7o / u(z,t)e” " ¥dx | = a(a,t)}' <8t2) (o, 1)

= (ia)*F(u)(a, t) = —a®v(a, t)

L’équation 18.1 devient

ov(a,t) 2,2
ot a”a’v(a,1) On fixe a, ceci est une équation différentielle.
v(ant) =F(f)(e)

vl t) = v(o, 0)e™ ™ = F(f)(a)e™ !

Etape 2 Pour trouver u(z,t), on calcule la transformée de Fourier inverse de v(«, t), en considérant
t comme fixé.

+o0 400
1 ; 1 2 92 .
u(z,t) = f—l(u)(x7t) = \/TTT / o(a, t)e*  dy = \/TTT / Ffla)e o teior gy

Expression simplifiée pour u(z,t)

22
Table, ligne 9 : ema’to’ = F(9)(a), g fixé ou g(z) = \/227%@_@
Ainsi

u(z,t) = F! <\/%]-"f\/12?}"g) (z,t) = <f * <\/127Tg>) (z,t)

Pour indiquer la dépendance en t de \/% g, on écrit

1 _ a2
G(t,x) = \/me 4a%t

Alors

+oo
u(a, 1) = (G(t) * f)(x) = / G(t,x — 1) f(y)dy

18.2 Equation des ondes sur un intervalle
Corde élastique de longueur finie L > 0, fixée aux extrémités.

u(z, t) .
Déplacement u(z,t) = Déplacement verticale de la
0| )'( > corde au point x & 'instant ¢.

L

On montre que ’équation des ondes suivante est satisfaite

0? 0?

@u(x,t) = cza—xz(x,t) xz €]0,L[,t >0
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Les données

e Deux conditions aux limites u(0,t) = u(L,t) =0

e Deux conditions initiales (2°™¢ ordre en f)

u(z,0) = f(x) pour z € [0, L]
%(Jx, 0) = g(x) pour x € [0, L]

A Uinstant t, on connait la position initiale et la vitesse initiale de la corde

, f0) = f(L)=0
fi9:00,L] — R fagecg g(O) _ g(L)ZO

Probléme Trouver une solution u(z,t) de ’équation d’onde qui vérifie les deux conditions aux
limites et les deux conditions initiales.

Résolution

Etape 1 Séparation des variables, on cherche des solutions de la forme

du probléme

0 Vi>0
Alors
0%y 9?
S (@,t) = 2 (w(@)u(t) = (w1
0%y 0?

o3 (@:1) = 55 (@) () = o' (2w (?)

On remplace dans ’équation d’onde

v(z)w” (t) = 0" (x)w(t) =

= Va €]0, L[,Vt > 0

Les deux membres sont égaux & une seule constante, notée —A\

e UH(.’I?):_
2 w(t) Act v(x) A

— w’(t) + XPw(t) =0 v"(z) + Mv(z) =0
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Conséquence des conditions aux limites

w(0,t) =0Vt >0 < v(0)w(t) =0Vt >0<v(0)=0
u(L,t) =0Vt >0 <= v(L)w(L)=0Vt>0<v(L)=0

On a deux problémes a résoudre

v (z) + Av(z) =0 pour z €]0, L[ avec v(0) = v(L) =0 — Sturm-Liouville  (18.2)
w” (t) + Atw(t) = 0 pour ¢t > 0 (18.3)
Le probléme 18.2 est un probléme de Sturm-Liouville, les seules solutions non-triviales sont

donnés par

2
A = (%T) et v () = ay, sin (nfﬂx) ,n € N*

«,, est une constante ordinaire arbitraire.

Le probléme 18.3 est un probléme de Cauchy déja résolu

w" () + (%)Qw(t) -0
— pour n € N* wy(t) = ay, cos (?t) + b, sin (%t)

a, etb, sont des constantes arbitraires

Conclusion pour n € N*

Up (2, 1) = vy (T)wy, () = ay, sin (n%x) (an cos (CnTWO + b, sin (Cnth)>

est solution de I’équation d’onde avec les conditions aux imites mais sans les conditions initiales.

Etape 2 Superposition, ’équation des ondes est linéaire donc pour N € N*

N
un(z,t) = Z un (z,t) est une solution de (EO)

n=1

On fait N — +o0

u(z,t) = ;isin (%m) (An cos (?t) + B, sin (%t))

est la solution générale de I’équation d’onde, ou A,, = a,a, et B, = a,b, sont des constantes
arbitraires.

Etape 3 On impose les conditions initiales pour déterminer les A,, et B,

+oo
u(z,0) = f(z) <= ZA” sin (%x) = f(x) vV € [0, L]

L
2
—= A, = Z/f(m) sin (%x) dz
0
= coefficient de la série de Fourier en sinus de f
ou = nw cnm enm cnm enm
—(x,t) = Z sin (—:v) [—An— sin (—t) + B,,—— cos (—t)}

8t< L L L L L

n=1
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donc
% 10) = gla) = 3 s (M) Bu S = g
= 111 e _— =

ot “ gz — L T)on L g\z

) L

enm
B, 7 :Z/g(x) sin (—J:) dx
0
Conclusion

La solution de
g—;u(x,t) = 02%(1’,& x €]0,L[,t >0
u(0,t) =u(L,t) =0 t>0
u(z,0) = f(z), %(m,O) =g(x) z€l0,L]

+
est u(z,t) = 5 [Aycos (Z2t) + By, sin (221)] sin (2a)
n=1

Avec

Remarque 1 La solution trouvée est la seule solution du probléme.

Remarque 2 Les conditions f,g € C? assurent que la série converge et que u(x,t) est C2.

18.2.1 Equation de Laplace dans un rectangle
Cas particulier Trouver une solution u(z,y) de

o 02 def
@u(xﬂq) + aiyzu(muy) =0 (xay) E]O,L[X]O7M[: Q

avec les conditions aux bords

A w(z, M) = g(z)

M
u(0,y) =0 u(L,t) =0

0 u(@.0) = /(x) L x
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Résolution

Etape 1 Séparation des variables, u(z,y) = u(x)w(y). On garde les deux conditions
u(0,y) = u(L,y) =0 y € [0, M]

On ignore les deux autres conditions pour l'instant

v (@)w(y) + v(z)w”(y) =0
= v"(z)w(y) = —v(z)w"(y)
,U// x) _ _w//(y) _
T T e
" (z) + Av(z) =0 10, L]
w”(y) = dw(y) =0 10, M|
On a donc
u(0,y) =0 <= v(0)w(y) =0<v(0)=0
u(L, 0 < v(L)w(y) =0«<=v(L)=0
v’ (z) + Av(z) =0 x €]0, L[,v(0) = v(L) = 0 — Sturm-Liouville (18.4)
w’(y) — Aw(y) =0 y €]0, M| (18.5)

Pour 18.4 probléme de Sturm-Liouville

nm\ 2
Ap = (7) N*
I n e
. nm N
v () = ay, sin (Tx) ol o, est une constante
Pour 18.5
" nmH 2 -

w'(y) — (f) w(y) =0 étudier dans les problémes de Cauchy

nmw . nw R L

wy, (y) = a, cosh (Ty) + b,, sinh (Ty) ol a, etb, sont des constantes arbitraires

Conclusion

pour n € N*, une solution est
Un(2,Y) = vp(2)wn(y) = @y, sin (n%m) [an cosh (n%y) + b, sinh (%y)]

Etape 2 Superposition, par linéarité, on pose
R nm nm nm
)= 2 [Anwcosh () + Businh (o) | sin (o)
u(z,y) ;[ cosh ( + B, sin 7Y)|sin( 72

ou A, et B,, sont des constantes arbitraires.

Etape 3 On impose les conditions aux bords.

u(z,0) = f(z) u(z, M) = g(z) z €10,L]
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u(z,0) = f(z) <= ZA” sin (%m) = f(=z)

u(z, M) = g(z) < JFZOO {An cosh (%TM) + B,, sinh (%TM)} sin (n%r) = g(x)

<= A, cosh (%TM) + B,, sinh (%TM) = Z/Lg(ac) sin (%z) dx
0

% /Lg(x) sin (n%m) dx — A,, cosh (TM)}

0

1

T ()

Conclusion

La solution des cas particuliers est,

=5 [Awcosh (P24) + Bysint () s (222)

n=1
) L
. B L (nT
ot A, = 7 /f(m) sin (—L x) dx

- cosh TM) f(x)} sin (%x) dx

\h

E
smh L
0

Remarque Les hypothéses sur f et g garantissent que la série converge, et que u est C? et satisfait
I’équation de Laplace.

Cas particulier Trouver une solution u(z,y) de

0? 2 déf
avec les conditions aux bords
u(0,y) = h(y) u(L,y) = k(y) vy € [0, M]
u(z,0) = f(x) uw(z, M) = g(x) Vo € [0, L]
ot hk:[0,M] —R f,g:[0,L] — R  h,t f,geC?
on pose
h(0) =h(M)=0 kE(0)=k(M)=0
f0)=f(L)=0 g(0) =g(L) =0
y
A
M g

\J
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Méthode de résolution

On pose
U(IL‘7y) = ul(I7y) + UQ('ray)

oll uy et us sont solutions de
dans 10, L[x]0, M|

2 2
G (z,y) + Gt (x,y) = 0

Ox?
et u1(07y):ul(L7y):0 yE[O,M]
u(z,0) = f(z)  wi(z, M) =g(z) z € [0,L]
y
A
M g
v Pu _
0 5 T ap = 0 |0
0 f L ~x
%(m,y) + 682;‘22 (z,y)=0 dans |0, L[x]0, M|
u2 § wuz(x,0) =ug(z, M) =0 z €0, L]
u2(0,y) = h(y)  ua(L,y) = k(y) y € [0, M]
y
A
M 0
v Pu _
h 55+ o = 0 k
0 0 L ™ x

Remarque Pour u;, on a un probléme de type cas particulier alors que pour us c’est un cas

particulier avec les roles inversés pour z et y.



