Paul Gerry - EL BA4

Analyse IV

1. Fonctions holomorphes et équations de Cauchy-
Riemann

Rappels sur les nombres complexes

C désigne I’ensemble des nombres complexes

z€(C = z=x+iyavecx = Re(z) € R la partie réelle de z, y = Im(z) € R la partie
imaginaire de z, et i2=—1.

C* = C\{0}

Complexe conjuguédez:Z = x — iy

Module de z € C: || =\/)cz+yzE|RJr

N —

2

Représentation polaire de z € C* : z = |z]e'® = |z|(cos @ + i sin 0), ol @ est appelé
I'argument du nombre complexe 7 et est noté arg(z)

Im(z)

0

Formule d’Euler : e’ = cos @ + i sin @

» Re(z)

C

Remarques pour z € C* :
1. L’argument de z est défini a 2k prés avec k € Z
2. Par convention, la valeur principale de I’'argument de 7 est I'unique angle @ € | — x, x] tel

Z ..
queﬁ =cosf +isind.
Z

Fonctions complexes

Une fonction complexe d’une variable complexe z a valeur dans C t.q. f : C — C s’écrit
z=x+iy f(z) =ulx,y)+iv(x,y),olu : R? - Retv : R? - R sont deux fonctions a
valeurs dans R, qui s’appellent respectivement la partie réelle de f (on écrit u = Re(f)) et la
partie imaginaire de f (on écrit v = Im( f)).

Remarque : les variables x € R ety € R des fonctions u et v sont les parties réelles et
imaginaires de la variable z € C de la fonction f.
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Pourz =x+1iy € C, la fonction exponentielle est définie par

e?=e" = e*(cosy +isiny) € C* etonau(x,y) = e cosyetv(x,y) = e*siny
Remarque : €% n’est pas bijective sur C car e?*%7 = o2 Yk € Z.

En choisissant y t.q. —7 < y < 7, la fonction e* est bijective sur 'ensemble

{z € C:Im(z) € ] — n, x[}. Avec cette convention, c’est la « restriction bijective de
I’exponentielle complexe ».

Pour z € C*, la fonction logarithme est définie par log z = In|z| + i arg z avec le choix de la
valeur principale t.q. arg 7 € | — &, m]. Avec cette convention, c’est la « détermination principale
du logarithme complexe » qui correspond parfaitement a la définition de la fonction réciproque de
la restriction bijective de I’exponentielle complexe. On a u(x,y) = In|x + iy| = In+ [x? + y? et
v = arg(x +1y).

Remarque : les formules valables en analyse réelle ne sont pas nécessairement valables en
analyse complexe. Par exemple, en général, log(z,2,) # log(z;) + log(z,).

Pour z € C, les fonctions trigonométriques et hyperboliques sont définies par
eiz + e—iz eiz _ e—iz el 4 e ¢ el —e ¢
cosyz =———,sing =———,coshgz =———etsinhg = ——
2 20 2 2

Limites, continuite et derivabilite

Les notions de limite, de continuité et de dérivabilité sont analogues a celles de I’analyse réelle.
Soit f : C — C une fonction d’une variable complexe z a valeur dans C,

1. fposséde une limite [ € Cenz, € C, noté lim f(z) = [,si Ve > 0,36 > 0t.q.

=20
0 <|z—=2zp| <&, alors |f(z) =] <e.
. festcontinue en z, € Csi lim f(z) = f(z()
=2
f(2) = f(zp)

. festdérivable en 7, € C si lim ————— existe et est finie. La limite qui est appelée la
s d)) Z—20

dérivée de f'en 7 est notée f'(z).

4. Etant donné un ouvert V C C, on dit que la fonction f : V — C est holomorphe dans V si f
est définie et dérivable pour toutz € V.

5. Soit Uet Vdeuxouvertst.g UC VCC.Sif: V— Cetg:V — U sont deux fonctions

N

w

holomorphes dans Vet si g(z) # 0,Vz € V, alors f + g, fg, i et f o g sont des fonctions
8

holomorphes dans V.

Equations de Cauchy-Riemann
Remarque : Etant donné un ouvert V C C, on I'identifie souvent au sous-ensemble correspondant
de R?, c’est-a-dire qu’on décrit indifféremment z = x + iy € Vou (x,y) € V.

Théoreme : Soit V C C un ouvert et soit une fonctionf : V — C t.q.
z=x+1iy > f(z) =u(x,y) +iv(x,y), alors les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
1. fest holomorphe dans V
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2. Les fonctions u € C'(V), v € C1(V) satisfont les équations de Cauchy-Riemann données

ou oav ou 1%
par —(x,y) = —(x,y) et —(x,y) = — —(x,y) pour tout (x, y) € V.
0x dy dy ox

De plus, si f est holomorphe dans V, alors, pourtoutz = x +iy € V,ona:

F@) = 220 y) 4 i (. y) = — — i (x, ).
ox 0x y y

Remarques :

1.

Les équations de Cauchy-Riemann sont une condition nécessaire pour que f soit
holomorphe, mais elles ne sont pas une condition suffisante. Si u et v sont continiment
dérivables (u,v € Cl) alors elles deviennent une condition suffisante.

Pour qu’une fonction f soit holomorphe dans un ouvert V, il suffit de vérifier que les équations
de Cauchy-Riemann pour u = Re(f) € C!(V)etv = Im(f) € C!(V) sont satisfaites dans
V. Si les équations de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiées en (x,, ;) € V alors f(z) n’est
pas holomorphe en z, = xy + iy, € V.

o _ ou ou ov ov . _
On utilise souvent la notation u, = —, Uy =—V, =— et vy = —. Les equations
ox dy 0x dy
Cauchy-Riemann s’écrivent alors u, = Vy et Uy, = — V.

La fonction log z est continue et holomorphe dans V = C\] — 0,0]

1
=C\{z€C:Im(z) =0,Re(z) <0} etonaf'(z) = — pourtoutz € V.
Z

Pour montrer qu’une fonction f : C — C avec u = Re(f) et v = Im( f) est dérivable en
z = x + iy, il ne suffit pas de montrer que le champ vectoriel F : R? — R? définie par
Fx,y) = (u(x, y), v(x, y)) est continlment dérivable. Il faut en plus vérifier les équations de

Cauchy-Riemann pour u et v.
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2. Théoreme et formule intégrale de Cauchy

Intégration complexe

1. I' C C est une courbe simple réguliére dans C s’il existe un intervalle [a, b] C R est une
fonctiony : [a,b] = Ctq.t = y(t) = y,(¢) + iy,(?) qui est une paramétrisation de I
décrite par t € [a,b] avecy, : [a,b] = Rety, : [a,b] = R.

2. T' C C est une courbe simple réguliére fermée si y (a) = y(b)

3. I' C C est une courbe simple réguliére par morceaux s'il existe I';,I',, ..., I'; des courbes

k
simples réguliéres t.q. I = U Fj
j=1
4. SiI" C C est une courbe simple fermée réguliére (par morceaux) de paramétrisation y, on
note int I ’ensemble ouvert et borné V C C dont le bord est I
« Pour le bord de V on écrit 0V =y
- Pour I'adhérence de V on écrit inty = inty Uy
- y est dite orientée positivement si le sens de parcours laisse int y a gauche
5. Soit I' C C une courbe simple réguliere de paramétrisationy : [a,b] - Cetsoitf : I' > C
une fonction continue. L’intégrale de fle long de I est définie par

b
[ f(R)dz = [ f (;/(t)) y'(t) dt, aussi notée J f(z) dz par abus de notation.
r a 14

k k
6. Silacourbel” = U ['; est simple réguliére par morceaux alors, J f(R)dz = Z J f(z)dz
r T

En analyse complexe on identifie souvent par abus de notation la courbe I et sa paramétrisation
Y.

Théoreme de Cauchy

Terminologie : on appelle domaine simplement connexe un ensemble ouvert D C C qui «n’a
pas de trous ».

Notation : pour désigner une courbe y contenue dans D on écrity C D

Théoreme de Cauchy : Soit D C C un domaine simplement connexe, f : D — C une fonction
holomorphe dans D et y une courbe simple fermée réguliére (par morceaux) contenue dans D.

Alors J f(2)dz =0
v

Formule intégrale de Cauchy

Soient D C C un domaine simplement connexe, f : D — C une fonction holomorphe dans D
et y une courbe simple fermée réguliere (par morceaux) orientée positivement contenue dans

D. Alors f(z) = 2LmJ‘ g(—g)z d& pour tout z € inty.
v
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Corollaire de la formule intégrale de Cauchy

Avec les mémes hypothéses que pour la formule intégrale de Cauchy (D C C un domaine
simplement connexe, f : D — C holomorphe dans D, y C D une courbe simple fermée réguliere
orientée positivement) on a:

1. festinfiniment dérivable dans D

!
2. f(z) = 2n7r'i L T ]:(j))nﬂ dépourn € Nettoutz € inty

Remarques :
1. Pour n = 0 la corollaire donne la formule intégrale de Cauchy :

0!
£@) = fO) = —.J J€) e
Y -z

2ri

2. Résultat remarquable : le corollaire affirme qu’une fonction holomorphe dans D (c-a-d
dérivable pour tout z € D) est infiniment dérivable et donne une formule exprimant la n-eme
dérivée pourn € N

Généralisation du Théoreme de Cauchy

Soient Dy, Dy, ..., D,, C C oum € N* sont des domaines simplement connexes, tel que :
1. ()Dj =7 pourj = 0,1,..., m sont des courbes simples fermées réguliéres (par morceaux)
2. Dj C Dypourtoutj =1,2,...,m

3. Dj ND, =@ pourtoutj =1,2,...,mettoutk = 1,...,mavecj # k.

m
Soitf : D = D_O\UDJ- — C une fonction holomorphe dans D.

J=1
m

Alors J f(R)dz = Z J f(z) dz, ou toutes les courbes y; pour j = 0,1,..., m sont orientées

70 j=1"%
positivement.
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3. Séries de Laurent, péles et résidus

Polynome et série de Taylor d’une fonction holomorphe

Soitun ouvert D C C, f : D — C une fonction holomorphe dans D et z, € D. Pour N € N, le
& fP(zg)
2 0

n!

polynéme de Taylor de f de degré N en 7z, est Ty, f(2) = (z—=2z9)"
n=0

Soit R > 0 et Di(zy) = {z € C: |z — zy| < R} le plus grand disque de rayon R centré en z, et
contenu dans D. Par convention siD = C,ona R = + oo et donc Dy(z,) = C. Alors :

(o9 n
. S(zp)
1. Tf(z) = lim Ty f(x) = ), —
N—oo =0 n!
L'expression T'f(z) s’appelle la série de Taylor de f en z,,.

2. Deplus, onaf(z) = Tf(z) pourtout z € Dg(z,) et R est appelé le rayon de convergence

de la série de Taylor.
3. Les coefficients de la série de Taylor sont reliés a la formule de Cauchy par le corollaire de la

fPG) _ 1 J f©)
, (5 — Z)n+l

courbe simple fermée réguliére (par morceaux) orientée positivement tel que z, € inty.

(z — z)" existe et est finie pour tout z € Dg(z)-

formule intégrale de Cauchy. On a d&, ouy C Dp(z) estune

n! 2ri

Reégle de I’Hépital : Soient z; € C et f, g deux fonctions holomorphes au voisinage de z, telles
. z . flz "z

que f(zy) = 0, g(zy) = 0 et g'(zy) # 0. Alors lim 7AC) = lim f/( ) = f/( 0

-2 8(2) 020 8'(2)  8(20)

Théoréme de Liouville : Soit f : C — C une fonction bornée et holomorphe dans C, alors f est
constante.

Développement en série de Laurent d’une fonction
holomorphe
Le développement de Taylor d’une fonction donne une série en puissances positives de 7 — 7, au

voisinage d’un point z,, ou f est holomorphe.

Soit D C C un domaine simplement connexe, z, € D et f : D\{z,} = C une fonction
holomorphe dans D\{z,}. Pour N € N, le développement de Laurent de f de degré N au
voisinage de 7 est :

N

— n__ C_N C_l N
Inf@) = 2, =2 =—— v+ + + 6o+ iz = 2) + o+ ey(z = 20,
1 (&) . . N
avec ¢, = - dé,ouy C D est une courbe simple fermée réguliére (par
27i ), (&= 7o)t

morceaux) orientée positivement tel que z, € inty.
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Remarques :

—1

400
1. La série de Laurent de f peut s’écrire L f(z) = Z ¢, (z—2z9)" + Z ¢, (z = 2zp)"

n=-—oo n=0
-1 +00

c_ c_
1. La premiéere série Z c,(z—z9)" = Z c_,(z—z9)" = L4 2 >+
z2—2z¢9 (2—2p)

n=-—oo n=1
s’appelle la partie singuliére de la série de Laurent.
+00

2. Ladeuxiéme série Z (2 = 70)" = ¢o+ ¢1(z — 29) + (2 — 20)* + ... S'appelle la

n=0
partie réguliere de la série de Laurent

2. Sif : D — C est holomorphe en z alors la série de Laurent coincide avec la série de Taylor.

En effet, la partie singuliére de la série de Laurent est nulle puisque pourn = 1,2,3,... ona

1 J J &) dé = %[ FE)NE - ZO)”‘l d¢& = 0 car la fonction est définie

=gl ) E =g i
Y 0 Y

par f(E)(E — zo)”_1 est holomorphe dans D par le théoréme de Cauchy (n — 1 > 0). De plus,
les coefficients de la partie réguliere donnent la série de Taylor puisque par définition

! J & )

c d
" 2xi , (€= z)*! ¢ n!

théoreme de Cauchy

car f est holomorphe dans D, par le corollaire du

Définitions :

1.

Zo € C est un point régulier de fsi et seulement si la partie singuliére de la série de Laurent
de fau voisinage de z est nulle. C’est a dire c_; = 0 pour tout k € N* et

400 f(n)(zo)
Lf(2) =Tf(2) = ), ——(z—z)"
e nl
n=
Soit m € N*, z, € C est un péle d’ordre m de f'si et seulement sic_,, # O et c_;, = 0 pour
. Com C_1 < n
toutk >m + 1.Cestadire Lf(z) =——+ ... + +ch(z—zo)
(z —zp)" 1=z =
Zo € C est une singularité essentielle de f si et seulement si c_; # 0 pour une infinité
+00 400
d’indices k € N*. C’estadire Lf(z) = Z —— 4+ Z ¢,z —zp)"
n=1 (Z N Zo)n n=0
Le résidu de fen z;, noté RésZO(f), est la valeur du coefficient c_; de la série de Laurent de f
au voisinage de 7. C’est adire Rés, (f) =c_; = 2—[ f(&)dEouy C Davec z, € inty
zi

7
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Etude des pdles d’une fonction et calcul des résidus

Soitn € N*, z, € C est un zéro d’ordre n d’une fonction f lorsque

f(zp) =f(1)(z0) = ... =f(”_1)(z0) =0 maisf(")(zo) # 0. Si z, n’est pas un zéro de f alors
f(zp) #0et puisquef(o)(zo) = f(zy) # 0, en posant n = 0 on dit que « z, est un zéro d’ordre
0 ».

Méthodes :

A. Soit fdonnée par f(z) = P&

(2)
Zo € C qui est un zéro d’ordre k de p et un zéro d’ordre [ de g. Deux cas sont possibles :
1. Sil > kalors z;, est un pole d’ordre [ — k de f
2. Sil < kalors z; est un point régulier de f et on dit que z;, est une singularité éliminable

ou p et g sont des fonctions holomorphes au voisinage de

) Z
de f'en posant f(z;) = lim &
220 4(2)
B. Soient f une fonction holomorphe dans D\{z,}, m € N* et L = lim ((Z - Zo)mf(z)). SiL

720
est finie et L # 0, alors z, est un péle d’ordre m de f.

Formules de calcul du résidu d’une fonction :
A. Soit f une fonction holomorphe dans D\ {z,} et soit m € N*, si z est un péle d’ordre m de f,

m—1
alors Rés, (f) = [(Z — Zo)mf(Z)]

— 1um
(m - 1)' -2 dZm_l

. p@) . -
B. Soit f définie par f(z) = ? ou p et g sont des fonctions holomorphes au voisinage de
q(z

. (29)
zZ( € C telles que 7, est un zéro d’ordre 1 de g et p(z() # 0, alors Rés,_ () = Pl( 0) .
q 2o
Remarque : si z; est une zéro d’ordre 2 de g et et un zéro d’ordre 1 de p, alors on a
. 2p'(zo)
Reszo(f) =
q"(zp)

Polynémes de Taylor usuels

f(x) Polynéme de Taylor f(x) Polyn6me de Taylor
1 0 Sil’l(Z) &) Z2n+1
" -1)y—
1-z nzz:‘) IE)( ) 2n +1)!
1 i (—1y'" cos(z) i 1) 2"
14z - e (2n)!
et < 2" In(1 +2) 0 "t
- -1y
rg) n! rg’)( ) n+1
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4. Théoreme des résidus et application au calcul
d’intégrales

Le Théoreme des résidus

Soient D C C un domaine simplement connexe, y une courbe simple fermée réguliére (par
morceaux) contenue dans D orientée positivement et z;, 25, ..., 2, € inty tel que z; # Z; pour

i#joui=12,...,metj=1_2,...,mavec m € N*. Si une fonction

m
f:D\{z, 25, ..., 2,,} = C est holomorphe, alors J fr)dz = 2m’2 Reés (f)
v k=1
Commentaire : si f est holomorphe, sauf peut étre en un nombre fini de points 215295 « -5 Ly aAlOrs
I'intégrale de f le long de n’importe quelle courbe simple fermée réguliére y contenue dans D
orientée positivement est donnée par la somme (multipliée par 27i) des résidus de la fonction f
aux points z; (ou f n’est pas holomorphe) enfermés a I'intérieur de .

Remarque : le théoréme de Cauchy est un cas particulier du théoréeme des résidus. Si f est
holomorphe dans D, alors pour toute courbe y simple fermée réguliére contenue dans D, les
points z; € inty sont des points réguliers de f. Dans ce cas Rés, (f) = 0 pour tous les 7, et le

théoréme des résidus donne le résultat [ f(z)dz = 0 du théoréme de Cauchy.
v

Application du théoreme des résidus au calcul
d’intégrales réelles
Calcul d’intégrales de fonction périodiques

2z
On cherche a calculer des intégrales de la forme J f(cos @,sin @) dO avec f : R? - R définie

p(x,y) "

q(x,y)
q(cos @,sin @) # 0 pour tout 6 € [0,27].

par (x,y) — f(x,y) = ou p et g sont des fonctions polynomiales avec

Avec la formule d’Euler, on constate que siz = x + iy = e“g, alors on peut écrire

el + 710 1 1 . el —e0 1
COSQ:—:_ Z+— etSIIle:—.:—' 7——
2 2 Z 20 21 Z

Méthode :
. ~ 1 1 1 1 1
1. Ondéfinitf :C > Cparz- fx)=—fl=(z+—),—z2——
iz° \2 z/) 2i Z
2. On considére y le cercle unité (c-a-d de rayon 1) centré en z = 0 orienté positivement et z;
pour k = 1,2,..., m les singularités defé Iintérieur de ¥ (z;, & y car g(cos @, sin @) # 0 pour
tout @ € [0,27] et donc il n’y a pas de singularité de f sur y).
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3. On applique le théoreme des résidus a la fonctionfintégrée le longde y.On a

m
f(z) dz =2ri 2 RésZk(f). Mais on remarque que
v k=1

(1 1\ 1 1 S|
7 — . . i0
[f(z)dz=[ . f(— <z+—>, '<Z__>>dZ=J — f(cos 0,sin 0)ie'’ dO
’ 0 iz 2 z) 2i z o lei?

est exactement 'intégrale que I'on veut calculer.
27

m
4. Résultat : J f(cos0,sin0)d0 =2zi Y Rés,,(f) oliz; pour tout k = 1,2,...,m sont les
0 k=1
singularités de f qui sont a I'intérieur du cercle unité y centré en z = 0.

Calcul d’intégrales généralisées

+00
On cherche a calculer des intégrales de la forme J f(x)e'™ dx avec a € R,yetf :R—>R
—00

X
définie par f(x) = pi ; ou p et g sont des fonctions polynomiales telles que g(x) # 0 pour tout
q(x

x € R etdegré(q) — degré(p) > 2.
+00

Les conditions sur p et g impliquent que I'intégrale généralisée J lf(x)|dx <
—00

Méthode : on choisit un nombre réel r > 0 et on considére la courbe y, = L, U C, orientée
positivement ou :

« L, est le segment de droite défini par Iintervalle [—r, 7] situé sur 'axe réel
» C, est le demi-cercle de rayon r, centré en z = 0 situé dans le demi-plan supérieur

iaz — p(Z) eiaz

On définit la fonction g : C — C par g(z) = f(2)e (variable x € R remplacée par

z=x+1y € Q).

Les seules singularités de g sont des zéros complexes de g. Comme g est une fonction

polynomiale et que g(x) # O pour tout x € R alors g posséde un nombre fini de zéros et aucun
n’est situé sur I'axe réel.

On choisit r > 0 suffisamment grand pour que tous les zéros de ¢ situés dans le demi-plan
supérieur soient a l'intérieur de ,.
iaz

D’une part en appliquant le théoréme des résidus a la fonction g définie par g(z) = f(z)e
m

intégrée le long de la courbe ¥, on a: J f()e'* dz =2ri Z Rés; (g) ol z; pour
I4 k=1
k = 1,2,...,m sont les singularités de g situées dans le demi-plan supérieur.

D’autre part, puisque y, = L. U C,ona J f(z)e"‘)‘Z dz = [ f()e*dz + J f(z)ei‘)‘Z dz et
Vr L, G,

r—00 r—00 r—00

on écrit lim [ F(2)e' dz = lim J £(2)e'™ dz + lim I F@)ei™ dz.
Yr L G

10
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Etude de chaque limite :

1. lim[ f@)e ™ dz = lim [27i )" Rés; ()| =27i )’ Rés (g)
rmeedy, e k=1 k=1
+o0

2. lim J f(2)e'*dz @ lim [ f)e** dx = J f(x)e'** dx, avec
L —r

- —
r—00 r—00 —o

z=Xx €[-r,r] CR (*), est l'intégrale généralisée que I'on cherche a calculer.
3. On montre que si degré(g) — degré(p) > 2 alors lim [ f(2)e*dz =0

r—o0 C
r

Résultat : en combinant I’étude des trois limites, on obtient la formule suivante :

+o0 m

[ fx)e ™ dx =2xi Z Rés, (g), ol g est la fonction définie par g(z) =f(9)e'*, a € R,
—00 k=1

et z; pour k = 1,2,..., m sont les singularités de f situés dans le demi-plan supérieur (c-a-d telles

que Im z;, > 0).
Remarque : pourz € C,,onaz = r% = r(cos@ +isin0) et |e!*| = e~* "% ponc, lorsque
a <0ona—arsinf <0et|e%?| < 1si0 € [x,27] et il faut donc choisir le demi-cercle situé

dans le demi-plan inférieur pour avoir lim f()ri*=dz = 0.

r—0o0 C
”

+0o0
Résultat : pour calculer des intégrales généralisées du type J f(x)e"** dx avec a < 0 on
-0

applique la méme méthode en considérant les singularités z;, de f situés dans le demi-plan
inférieur (c-a-d telles que Im z;, < 0). /1. Attention : I'orientation positive de la courbe

—oo +c0
7, = L, U C, qui donne I'intégral J fx)e ™ dx = — J fx)e'™ dx.

+00

11
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Application du théoreme des résidus aux transformées
de Fourier

(Rappel - Analyse Ill) Soit f : R — R une fonction continue par morceaux telle que

+oo
I |f(x)] dx < 0. La transformée de Fourier de f est la fonction F(f) : R — C définie par
—00

+o0
S(f)@) = J fe ™ dx.

1
NGr:

(Rappel - Analyse IV ) Le théoreme des résidus permet de calculer les intégrales généralisées de
+oo

la forme J f(x)e' ™ dx ol a € R et f définie par f(x) = avec p et g deux fonctions

—0

polynomiales telles g(x) # 0 pour tout x € R et degré(q) — degré(p) > 2.

En posant g(z) = f(z)e""Z ouz € Cona que

1. Poura > 0, fx)e' ™ dx =2xi Z Rés; (g), ou z; pour k = 1,2,..., m sont les poles
J—o0 k=1
de f(z) tels que Im >0
2. Poura <0, f(x)e’“x dx = —2ri Z Rés; (g), ol z; = 1,2,...,m sont les pdles de
J—o0 k=1

f(z) telsqueIm z;, < O

La méthode des résidus peut s’appliquer pour calculer la transformée de Fourier §( f )(a) de

fonctions f du type quotient de deux polynémes (fonctions rationnelles) vérifiant les conditions
demandées.

1. Pour les calculs, il faut étre attentif au signe négatif de I’exponentielle e ~'** de la définition de

S(f).

Méthodes et formules pour calculer F(f)

X
Soit f : R — R une fonction rationnelle définie par f(x) = P ; telle que g(x) # 0 pour tout
X

x € R etdegré(q) — degré(p) > 2. Alors, en appliquant la méthode des résidus on a :
1. Sia <0,

1 +o0 . 1 +o0 ' m
S )N = > J f(x)e " dx = Z_EJ fx)eP*dx = \/2ﬂ'iz Rés, (g), ol
\V 47T 9 -0 —00 k=1
f=—a, g =f)e" =f(z)e " et Zrpourk = 1,2,..., m sont les pdles de f(z) tels
que Im z, > 0.
2. Sia >0,

1 +o0 ' 1 +00 . m
= —lax — ifx — . 2 .
F( @) = N L, f)e™ dx = — Lo fe dx \/an Rés;,(g), ol

f=—a, g =f)e" =f(z)e* et Zrpourk = 1,2,..., m sont les pdles de f(z) tels
que Im z; < 0.

12



Paul Gerry - EL BA4

Remarque : la méthode et les formules s’appliquent aussi pour des fonctions rationnelles
f : R — C avec des polynémes p et g ayant des coefficients complexes.

Méthodes et formules pour calculer § (k)

On peut aussi utiliser la méthode des résidus pour calculer la transformée de Fourier inverse

(1)

d’une fonction rationnelle 4 : R — C définie par h(t) = % ou g(t) # O pourtoutt € R et
q(t

degré(q) — degré(p) > 2.

+00
(Rappel - Analyse Ill) On a F~'(h)(x) = J h(t)e™ dt.

2r

En prenant g(z) = h(z)e™* ol z € C et si Zrpourk = 1,2,..., n sont les péles de h(z) alors on
a:

1. Pourx > 0, 1 (h)(x) = \/2xi Z Rés; (g) oules z; pour k = 1,2,..., m sont tels que

k=1
Imz >0
m
2. Pourx <0, F(h)(x) = - \ 2ri 2 Rés;, (g) ol les z; pour k = 1,2,..., m sont tels que
k=1
Im Zk < O

En particulier, sif : R — R est continue, alors la formule d’inverse donne :

fO=F " ()= \/12—,, J :%(f)(oz)e"m da.

Résultat : si §F(f) : R — C est une fonction rationnelle, alors on peut obtenir f(x) avec les
formules de calcul de 3_1(h) données par la méthode des résidus : on identifie la variable f a o
et h(t) a F(f )(a), on pose g(z) = F(f)(z) = e'** et on considére les singularités z; de

S)@).

13
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Application du théoreme des résidus aux transformées
de Laplace

(Rappel - Analyse Ill) Soit f : R — R une fonction continue par morceaux étendue a R en posant
+oo

f() =0pourt <0 etsoit y, € R tel que J |f(0)]e 7" dt < 0.
0

La transformée de Laplace de f est la fonction &(f) : C — C définie par
+o0

L)) = J f(®)e ¥ dt pour tout z € C tel que Re z > ¥,. La valeur de y, s’appelle
0
I'abscisse de convergence de f. On écrit aussi F' pour désigner £( f).

(Rappel - Analyse Ill) Formule d’inversion : Soit f : R, — R une fonction continue étendue a R
en posant f(¢) = 0 pour tout # < O et soit ¥, I'abscisse de convergence de f. Si la transformée de

+0o0
Laplace F' = 2(f) de fest telle que J |F(y +is)|ds < oo pour un certain y > y,, alors on a
—00

1 [t .
la formule d’inversion : 71(f)(¢) = Z_J F(y +is)e"™ " ds = £(t) pour tout ¢ > 0, o
42 —00

! est la transformée de Laplace inverse et 'intégrale de la définition est indépendante de Y.

Méthodes pour calculer 8 '(F) :

1. Trouver & (F) en décomposant I'expression de F(z) en éléments simples et en utilisant les
formulaires (tables) donnant des transformées de Laplace connues.

2. Calculer !(F) en utilisant le théoréme des résidus et en appliquant ’analyse complexe a la
définition donnée par la formule d’inversion.

On peut utiliser la méthode des résidus pour calculer 2 '(F )(¢) pour des fonctions F : C — C,

M
telles que |F(z)| < — pour |z| assez grand, ou M > 0 est une constante réelle et k > 0. Pour
m
t > 0onalaformule & (F)(t) = Z Részj(h), ou h est la fonction définie par h(z) = F(z)e

j=1
et z;pourj = 1,2..., n sont les singularités de h.

14
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5. Applications conformes

On voudrait définir des fonctions (applications ou transformations) qui préservent les angles de
triangles infinitésimaux et les angles entre les courbes qui se croisent en un point.

Une transformation (ou une application) qui préserve localement les angles, en grandeur et en
orientation est dite conforme.

Soit Q € C un ensemble ouvert, soit une fonctionf : C — C et

Q) ={weC:w=f(z)Vz € Q} 'image de Q par f. On dit que f est une application
conforme de Q sur f(Q2) si:

A. fest holomorphe dans €2

B. fest bijective de Q sur f(£2)

C. f'(z) # O pour tout z € Q

f(I") désigne 'image d’une courbe I par f.

Transformations de Moebius
az+b
cz+d

Une transformation de Moebius est une fonction f : C — C définie par w = f(z) =
aveca,b,c,d € Ctelsquec € C*sid =0etd € C*sic = 0.

Exemples particuliers :

1. Poura #0,b =c =0etd =1, donc f(z) = az, eten écrivant a = |ale’® et z = |z]e?® on
af(z) = |al|z]e"®*?, la transformations fait une homothétie (dilatation si |a| > 1,
contraction si |a| < 1) et une rotation.

2. Poura=1,c =0etd =1, doncf(z) = z + b, la transformation fait une translation.

3. Poura=0,b=1,c=1etd=0,doncf(z) =—,etenécrivantz = |z|e ona
z

1 .
f() = ﬁe"g, la transformation fait une inversion.
Z

Résultats :
az+b

cz+d
—d
est une application conforme de Q = C\{—} sur f(Q) = C\{ﬁ } Remarques :
c c

1. Sic #0etad — bc # 0 alors la transformation de Moebius définie par w = f(z) =

1. Sic =0etad # 0, alors f(z) = %z + 3 et f est conforme de C sur C.

2. Siad — bc =0, alors f'(z) = 0 pour tout z € Q, fest constante dans Q2 et donc f n’est
pas conforme

a
3. Onaquef~! estaussi une transformation de Moebius conforme de f(Q) = C\ { —}
c

—dw + b

cw—da

—d fe -1
sur Q = C\{ — p définieparw — z =f~(w) =
c

15
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azg
2. Une transformation de Moebius donnée par f(z) = P avec ad — bc # 0 s’écrit

cz+
toujours comme une composition d’homothéties, de rotations, et translations et d’inversions.
az+b
3. Toute transformation de Moebius f définie par z —» w = f(z) = ——— avecad — bc # 0
cz +

transforme des cercles et des droites du plan de la variable z en des cercles et des droites du
plan de la variable w. Remarque : dans la formulation de ce résultat, il est intuitivement sous-

entendu que le point 7 = — — est envoyé par f vers des « points a I'infini » du plan de la
c

a

variable w et que le point w = — est I'image de « points a I'infini » du plan de la variable z.
cx

. . e az+b
4. Si fest une transformation de Moebius définie parz —» w = f(z) = —d avec
cz+

ad —bc # 0 etsi w; =f(zj) pourj = 1,2,3 avec Z # 7, lorsque j # k, alors pour tout
=231 34— _f(Z)—Wl Wy — W3

Z#Zzona: =
2=23%—7 J@—wyw—w

Théoreme de caractérisation : étant donné trois points distincts z;, 2,, Z3 du plan de la variable z

et trois points distincts w;, w,, w; du plan de la variable w, alors il existe une unique

az+b
transformation de Moebius f définie parz = w = f(z) = P avec ad — bc # 0 telle que

cz+
wy = f(z9), wy = f(2), w3 = f(23).
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6. Equation de Laplace

Equation de Laplace dans un disque

On considére Q = {(x,y) € R?: x> + y? < R?} un disque de rayon R > 0 centré a I'origine. Le
probléme est de trouver une solution u(x, y) de I’équation de Laplace (Au)(x,y) = 0 pour
(x,y) € Q avec la condition au bord u(x,y) = @(x,y) pour (x,y) € 0€2 donnée par une
fonction ¢ : 0Q — R définie par ¢ (x, y). On suppose que ¢ € C1(9Q).

2y 0%u
Rappel : A est I'opérateur différentiel Laplacien, avec (Au)(x,y) = ﬁ(x,y) + a—yz(x,y)

Méthode de résolution :

1. On utilise les coordonnées polaires x = r cos,y = rsinf avecr € [0,R] et € [0,2x].
En écrivant u(r cos @, r sinf) = v(r,0), p(R cos 8, R sin @) = y(0) et en exprimant le
laplacien A en coordonnées polaires le probléme revient a trouver une solution v(r, ) de
0%y 10 1 0%

—(r 0)+ ——(r 0)+ _zﬁ(r 0) =0pourr € |0O,R[ et @ € ]0,27[ avec la condition
au bord Vv(R, 9) =y (0) pour 8 € 10,2z et les conditions de périodicité v(r,0) = v(r,2x) et

ov ov
—(r 0) = —(r 27x) pour r € 10,R[.

2. On ignore la condltlon au bord et on procede par la méthode de séparation de variables. C’est
a dire on cherche des solutions de :

ﬂ( 0) + -2 (r, 9)+sz9;( r,0) =0 re]0.R[,0 €10.2x[

v(r,0) =v(r2n) r € 10,R[
oav av
%(r,O) = @(}”,27[) r € 10,R[

En écrivant v(r, 0) = f(r)g(0) sous forme « séparée » (produit d’une fonction f dépend

0“v
seulement de r et d’une fonction g qui dépend seulement de 6). On a ﬁ(r, 0)=1"(rg@),
r

2
—(r 0) = f(r)g(@) (r 0) =f(r)g"(0) et obtient

" : e _ P+ g'e)
J'(rg@) + 7f(r)g(9) + ﬁf(r)g @)=0 I =-20

variables sont séparées. L’égalité doit étre vérifiée pour tout r € ]0,R[ et tout & € ]0,2x[, donc
il faut que chaque membre soit égal a une méme constante A € R. On obtient

PO+ o L 810
= sLet— =

f(r) g(0)
Les conditions de périodicité deviennent g(0) = g(2x) et g’(0) = g'(2n) et la 2e étape revient a
résoudre les problemes suivants :
{g”(@) +1g@)=0, 0 €10,2x
g(0) = g(27n) et g'(0) = ¢'Cn)
r2f"(r) + f'(r) = Af(r) = 0 pour r € 10,R|[

, donc les
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« L’équation (1) est un probleme de Sturm-Liouville avec des conditions périodiques. Il y a des
solutions non triviales seulement lorsque 4 = n? pour n € N et elles sont données par
8,(0) = a,cos(nf) + B,sin(nd), ou a, et f, sont des constantes arbitraires.

. Léquation (2) devient #2f"(r) + rf'(r) — n>f(r) = 0 Et les solutions sont données par

Yt o, n .
G , ou y, et 5, pour n € N sont des constantes arbitraires.
Yo+ 6gInr n=0

Conclusion: pour chaque n € N, la fonction
(y,r" + 6,r Mla, cos(n@) + p,sinnf) n #0

,0) = 0) = t solution d
v (1, 0) = 1,(r)g,(0) {ao(y0+5olnr I’l=OeS solution de

I’équation de Laplace en ignorant la condition initiale sur d€2 du disque. Puisque on cherche
une solution définie dans le disque €2 centré a I'origine, alors les solutions avec r~" et In r qui

divergent lorsque r tend vers 0 sont exclues et on en déduit que 6, = 0 pour tout n € N.
Ainsi, la solution générale de la deuxieme étape est (combinaison linaire avec des coefficients

¢, € R et limite lorsque 7 tend vers +o0) :

400 A 400
v(r,0) = Z c,v,(r,0) = 70 + Z [An cos(n@) + B, sin(ne)] r", ou Ay = 2¢y0pY0
n=0 n=1

A, =c,y,a,etB, = c,y,B, pour n € N* sont des constantes arbitraires

3. On impose la condition au bord du disque : pour tout & € ]0,27z[ on doit avoir

A +00
VR, 0) =y (9) = 7" + )" [A, cos(n0) + B, sin(n®)| R" = y(0) => A,R"etB,R"

n=1
sont les coefficients de Fourier de la fonction y de période T = 2z. Donc on obtient
1 27 1 27z
A = —J y(0)cos(nf)dbet B, = —J w(0)sin(n@) d6, ol
nR" ), wR" },

w(0) = @(r cos, r sin ) est déterminée par la condition au bord ¢ (x, y) exprimée en
coordonnées polaires

4. On trouve la solution u(x, y) cherchée exprimée en coordonnées cartésiennes en utilisant
u(r cos@,rsinf) = v(r,09).
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Equation de Laplace dans un rectangle

Le probléme consiste a trouver une solution u(x, y) de I’équation de Laplace (Au)(x,y) = O pour
Q={(x,y € R?: x € ]0,L[, ye|0,M[}oulL,M e [Rf sont des constantes, avec les
conditions aux bords :

* u(0,y) = u(L,y) = 0 pourtouty € 10,M[

*u(x,0) =f(x)etu(x,M) = g(x) pourtout x € ]0,L[

Avec un raisonnement analogue a celui fait pour I’équation de Laplace dans un disque mais en
coordonnées cartésiennes on obtient que la solution est

+00
u(x,y) = Z [An cosh <nL—ﬂy> + B, sinh <%y>] sin <%x> ou

n=1

A—zr (s <ﬂ>d t
=7 f(x)sin Lx xe

0

B = 2 r [g(x) _ cosh <EM> f(x)] sin <Ex> dx
! L sinh ("L—”M> 0 L L
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